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Введение

Пусть Е — нормированное линейное пространство, {хп} — после
довательность точек Е и Т = {Тт. п)—матрица, состоящая из произ
вольных отображений Е в себя. Тогда преобразование

у m = 2j Im.nXn 
я—։

определяет метод суммирования последовательностей в Е. Если предел 
lim ym существует, то он называется 7-пределом последовательно- 

сти (хя] и обозначается через Т—lim хл.
А. Робинсон ([1], см. также [2]) доказал, что в том случае, ког

да пространство 21 банахово и Тт, я— непрерывные линейные отобра
жения Е в себя, для регулярности матрицы (или метода суммирова
ния) Т необходимо и достаточно выполнение следующих трех 
условий:

1) lim Тщ, п х = 0 для любого х £ Е и п = 1, 2, • • •; 
/Л-* —

2) Для любого х £ Е существует 
W ОО
2 Т„։Пх и lim 2 Tm, я х — х, 
я—1 я—1

СО

т. е. операторы 2 Тт, п сильно сходятся к тождественному опера- 
я=1

тору;

3) sup {[2 Tm,lXl |: Л = 1, 2,- . -; Цх,|<1, * = 1, 2,--, п } < С, 

где С не зависит от т.
3 дальнейшем условия 1), 2) и 3) мы называем условиями регу

лярности, соответственно первым, вторым и третьим.
В настоящей работе рассматриваются следующие задачи.

, Каково множество предельных точек последовательности {хЛ}, 
если некоторая матрица Т суммирует
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а) все перестановки последовательности {хЛ],
Ь) все подпоследовательности последовательности [хЛ}.
Для числовых последовательностей и матриц задача Ь) рассмот- 

Ч рена в работах [3] и [4].
Начнем с одного примера. Пусть Е—бесконечномерное гильбер- 

■т тово пространство, {еЛ: п = 1, 2,••• }—ортонормальная система в Е 
и Т есть матрица Чезаро

1 0 0 0 •••

1 1 _1
3 3 3

Пусть (п*}—произвольная (не обязательно возрастающая) пос- 
V ледовательность натуральных чисел. В силу ортонормальности систе- 
л мы |ел] имеем

Следовательно матрица Т суммирует все перестановки и все 
т подпоследовательности расходящейся последовательности {еЛ}.

Таким образом, в общем случае условия а) или Ь) не гаранти
руют сходимость последовательности (хЛ| и вопрос заключается в 

։ выяснении структуры множества предельных точек.

§ 1. Перестановки

Теорема 1.1. Пусть Е—нормированное линейное простран- 
» emeo, {хЛ} — последовательность точек Е и Тт>л — произвольные 
> отображения Е в себя такие, что матрица Т—-(Тт.п) удовлетво- 
V ряет первому условию регулярности. Тогда, если множество Т- 
\ пределов всех перестановок последовательности {хл} состоит из 
к более чем одной точки, то существует перестановка, которая 
i не суммируется матрицей 7.

Сначала докажем одну лемму.
Лемма 1.1. Пусть Е—нормированное линейное простран

ство, {хЛ} — последовательность точек Е и {7'л}— последователь- 
■ ность произвольных отображений Е в себя. Положим

С 1077-5

8т = sup У Tk Хпк 
Я14-1
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։дг sup берется по всем перестановкам последовательности 
{xm+i> Хт|+2,-"}. Тогда, если для любой перестановки {хп„] после-

во

довательности {хп) ряд^ Th xnk сходится, то

lim 5m = 0. (1.1>
/П-» «

Доказательство. Сначала введем некоторые обозначения. 
Положим ЛГ=(хя}, т. е. X есть фиксированная последовательность, 
фигурирующая в формулировке леммы. Если х есть элемент (новое 
обозначение для элемента) последовательности X, то через N(х) обо
значим номер этого элемента в X. Два элемента х' и х" последова
тельности X совпадают или нет в зависимости от того справедливо 
или нет равенство ft (х') = N (х").

Далее, если через V обозначена последовательность (и։, vt,•••], 
то через И* мы обозначим конечную последовательность [v։, и։,- ■ •, <#*}.

Наконец, введем одну операцию над конечными последователь
ностями. Если А и В — конечные последовательности, каждая из ко
торых составлена из различных элементов X, то через АВ обозначим 
конечную последовательность, построенную следующим образом: за
черкиваем из В все те элементы, которые встречаются в А, сохра
няем порядок между оставшимися элементами и полученную последо
вательность приписываем справа к А. Условимся также вместо (^5) С 
писать АВС.

Теперь перейдем к доказательству леммы. Допустим обратное. 
Пусть т (1) т (2) • ■ • — такая последовательность, что

5т(*)>а>0, к = 1, 2,--. (1.2)

Индукцией по i построим последовательности {ki}, и {Mi} 
где {&/)—строго возрастающая последовательность натуральных чи
сел, каждое Х^ есть перестановка последовательности

I Хт ) + 1 > Хт (А^)+ 2, * * * }

и Mi — натуральные числа.
Положим кг = 1. Согласно (1.2) 5т«)^>а. Поэтому найдется 

перестановка Х<У> = {х^, х^։,•••} последовательности {xm (*,)<■։, 
хт (*,) 4- 2 , • ■ •} такая, что

|S;7’„c։) + „x(n[>a.

Возьмем Мг настолько большим, чтобы выполнялось неравенство ■

|ж։ ||
2 Тт (*,) + лх{,։)| >а.
л-1 ■
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Пусть построены Д»-1, х£/-։),-՛’} и Л//-1. Возь
мем Ь>к.1-\ настолько большим, чтобы для любого л=1, 2,•••> М/-1 
выполнялось неравенство т (к[). Согласно (1.2) имеем
Зт Поэтому найдется перестановка Х^ = {х^, хр, -••} после
довательности {хт (к/) + ։ , хт( ) + 2, • ■ такая, что

7т 4*^) + п Хд) | > а.

Возьмем М1 настолько большим, чтобы выполнялось неравенство՝ 
М1

|3 Тт(к1) + п х'о|>а. (1.3)

Продолжая этот процесс неограниченно, мы построим последо
вательности {£/}, {^/)} и {М1}, для которых при любом 1 выполняет
ся неравенство (1.3).

Теперь, используя введенные обозначения, построим следующую 
бесконечную последовательность

Хт (*,) Х<£ Хт (*։) , Х% Хп(»,; • • •. (1.4).

Согласно нашему построению последовательность (1.4) представ 
ляет собой перестановку последовательности X.

Представим последовательность (1.4) в виде {уцУ։»՛ • •}• Тогда,, 
в силу (1.3), будем иметь

[(»и+л, ] |,иг 11
2 г"И- 2 Т-(*«)+«

-т (*р+1 || Цп—1

для любого г = 1, 2,---.Это значит, что ряд У, Тп уп расходится, чего- 
не может быть. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 1.1. Предположим обратное. 
Пусть |уп} и {хя) — такие перестановки последовательности (хя), что

•а «о

Ит V Тт, пуп—у0, Иш У Тт,п гп = (1.5)
п-1 л=1

и у0 Мы покажем, что тогда можно построить новую переста
новку, которая не суммируется матрицей Т.

Обозначим через р (к) наименьшее натуральное число п, обла
дающее тем свойством, что для любого г -С к существует у п та
кое, что у1 и х) представляют собой один и тот же элемент после
довательности |хл). Меняя ролями {дЛ} и (хл), аналогичным образом 
определяем величину <? (£).

Далее положим

з(тл, У, Л) = зир Тт,
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,тде sup берется по всем перестановкам (рЯ1, ■ • •» ynN} элементов 
рр---, yN- Аналогично определяется выражение s (т, Z, N). Очевид
но, -при любом N имеет место

lim s (т, Y, N) = lim s (jn,Z, N) = 0. (1.6)

Наконец, положим

5 (m, Y, N) = sup Л 2 Tm,ii ynJl» 
•IL-A'+l II

тде sup берется по всем перестановкам |уя„ yn„ ■ • • ] последователь
ности (yw+i, pw+2»--։b Аналогично определяется S (m, Z, N). При
меняя лемму к последовательностям { Тт, п :п = 1, 2, •••) и (ря: п = 1, 
2, • • •) или к ( Тт. п' n = 1, 2, • • •) и |яя: п = .1, 2, • • •), получим, что 
дри любом т имеет место

lim 5 (т, Y, N) — lim 5 (т, Z, N) = 0. (1.7)
л-»~ л'-~ ՝ ՛

Теперь индукцией построим последовательность n0, mv nlt т2, 
Пусть п0 — произвольное натуральное число, и (6Я}— стремя

щаяся к нулю последовательность положительных чисел. Возьмем 
.70] настолько большим, чтобы выполнялись неравенства

s(m1։ Z, р (noJXSj
•И

| 2 Тщъп Zn Zo| < $։■

"Выбор такого числа возможен, в силу (1.5) и (1.6).
Теперь возьмем число Пх^>р(п0) настолько большим, чтобы вы

полнялось неравенство

5 (тпр Z, п։) < 8р
Выбор такого Пх возможен, в силу (1.7).

Далее выбираем число mt > т, так, чтобы выполнялись нера
венства

s (т2, Y, q (Л1)) < 3,

после чего выбираем nl'^>q (пд, так, чтобы выполнялось неравенство 
5 (т2, У, п։) <о։.

Допустим построены числа ггц и п/. Если I — нечетное число 
то выбираем т/+л > т/ настолько большим, чтобы выполнялись не! 
равенства
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S (гт+ъ К, 9 (nz))<3z+v (1-8)1
И

|У, ^«z+i- п У* — Уо I < 8/4։•» (1-9)
л=1 II

после чего выбираем nz+i^>9(nz) так, чтобы, выполнялось
•$ (/nz+i, Y, nz+i)<^5z+։- (1.10)։

Если же I — четное число, то, используя (1.5), (1.6)՛ и (1.7), мы 
найдем числа mi+i mi и nz+z^>p(nz) такие, что выполняются не
равенства

s ("iZ4-1, Z, р (ni)) < oz+ь- (Т.11);

7mzM.-^-Zo| <8/+։. (1.12).

и
S(mz+i, Z, n/+I)<8z+։. (T-13).

Продолжая этот процесс неограниченно, мы построим nj, т1։ л1։. 
т2, и,,՛-*. Отметим, что последовательности {’лц}' и {л*) являются, 
строго возрастающими.

Теперь положим Yn = {у1։• • ■, ։/„), Zn = [zx,• ■ •, z„|, и используя՛ 
операцию над конечными последовательностями, введенную при дока
зательстве леммы, построим бесконечную последовательность

ГЛ.2Л, Y„,Zn,---. (1.14)

Очевидно (1.14) является перестановкой последовательности 
(хЛ|. Представим (1.14) в виде

{«х, «„•••}. (1.15)

Тогда из наших построений видно, что при любом k = 1, 2,-՛- 
последовательность (1.15) удовлетворяет следующим условиям: 

(и1։- • - , vq (л2։_։)} является перестановкой [ÿ1։ • • - , ÿe }» (1-16)՝

[vp- • -, vP ) является перестановкой {zv- • -, zp (n2Jk)}։ (1.17)

ил = yn при 9 (л2*-1) + К л < Л2*, (1.18)
ил — Zn при р (Л2») + К л < Л2*+1, (1.19)

(ил: л^-Л2*-|-1} является перестановкой (ÿn: л >Л2*-|-1}, (1.20)

!«л: л >• л2*-1 + 1} является перестановкой {гп: л лг*-1 + 1}. (1.21)

Теперь докажем, что последовательность (1.15) не суммир уется 
матрицей 7. Имеем

- я ("2* -1) "2*
2 ^Л»2*. Л®Л= 2 7m2t։ п Ол՜!՜ 2 T’mjj, Я IZn "Ь
л—1 л—1 л= g (л2*_1)+Г
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4֊ 2 Ут։*, л (1.22)
«а*+1

В силу (1.16), (1.8), (1.20) и (1.10) имеем

10 («»-!) II
2 7 т71с п «Л | < 5 (тП2*. У, я (Л2*_1 )) < 82*, (1.23)

2 Тт2к, п V/, | < 5 (тг*, У, Л։*) <82*. (1.24)

ч л—Л]*+1 .

Далее из (1.18) получим
Л2* л2*
2 ТПи. л Ол = 2 Т^г*. л Упг
(л2*—1>+։ «—?(л2*-1)+։

откуда, в силу (1.8), (1.9) и (1.10), имеем

и и2 Тт^ пуп—у0 <382*. (1.25)
' я-« (л2*-1)+* ■

"Наконец, из (1.22), (1.23), (1.24) и (1.25) следует

I 2 Тти, Л уп — Ул | < 5&2*. (1.26)
I л-1

Точно так же, используя условия (1.11), (1.12), (1.13), (1.17), (1.19) и 
(1.21), получим

| 2 7 т2*+1. л Ол Я(| <5о2*+1. (1.27)

Так как ул=^^0, то из (1.26) и (1.27) следует, что последователь
ность {о։, о*,'՛՛} не суммируется матрицей Т, что и требовалось.

Теорема 1.2. Пусть Е—нормированное линейное простран
ство, (хя)—последовательность точек Ей Т=(1т,п) — матри
ца, состоящая из непрерывных линейных отображений Е в себя, 
удовлетворящая первым двум условиям регулярности. Если все 
.перестановки последовательности {хя) 7 -суммируемы, то

1) Т-пределы всех перестановок равны Т — Ит хл,

2) последовательность {хл} либо не имеет предельных то
чек, либо имеет единственную предельную точку Т — Ит хл.

Для доказательства нам понадобится следующая
Лемма 1.2. Пусть Е—нормированное линейное пространство, 

{Т’л} — последовательность непрерывных линейных операторов, 
отображающих Е в себя такая, что
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lim Тп х = 0 для любого х£Е (1.28)

и {хп}—последовательность точек Е, имеющая предельную точку 
х0 б Е. Положим

SN = sup J TN+n xJ: {*'} 6 °л4 ’ 
'•л-l I J

где — множество всех последовательностей, получающихся из 
{хя} удалением каких-либо N элементов и перестановкой остав
шихся элементов. Тогда, если для любой перестановки (уп) после-

о»
довательности [хл} ряд Тп уп сходится, то

л—1

lim Sn = 0.

Доказательство. Предположим обратное. Тогда существует 
число а > 0 такое, что

SN^>a при бесконечно многих значениях N. (1.29)

Исходя из (1.29) мы построим такую перестановку {уЛ} последова-
•в

тельности {хя}, что ряд Тп уп расходится.
/!*■! Z

Возьмем число Nx таким, чтобы имело место Sn, L> а. Тогда най
дется последовательность {х^}£ и натуральное число П! такие, 
что

Положим Дуу։+л = жл^, п = 1» 2»---»л1։ и пусть уЛг1+Я։+1 есть первый 
элемент последовательности {хл}, отличный от всех^л, Л^+Кп֊СМ“Ьп1’ 
Таким образом, имеем

Далее, в силу условия (1.28) и предположения (1.29), существует такое 
+ п1։ что выполняются следующие условия:

5№>а, (1.31)

их -X » ^ + 1<В<М + В1 + 1, (1.32)
4 (пх + 1)

I Ттх^<֊-^—, т>^. (1.33)
8(^+1)
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В силу (1.31) найдется последовательность и натуральное
число п2 такие, что

Рассмотрим два возможных случая.
1) Никакой элемент у„> 7У։ 4՜ 1 < п 4՜ пг 4֊ 1 не встречается 

среди элементов х<։>, п = 1, 2,• • •, п,. Тогда полагаем Ур,'}п=х^\ 
п = 1, 2, •••, л2 и в качестве у^+П1+1 берем первый элемент после
довательности {хЛ), отличный от всех

уп, М 4՜ 1 -С л А4 + п։ + 1, ^4 4՜ 1 -С п С 4՜ п2.
2) Пусть

ут (2,1, р) = х* Ь, I, р) > Р=1» 2>- • •» I (2» 1)» I (2, 1)^п14_1> (1.35)

где т (2, 1, р) — попарно различные числа, удовлетворяющие нера
венству /\4 4՜ 1 п։ (2, 1, рХ А4 4֊ пх 4֊ 1, а к (2, 1, р) — попарно 
различные числа, удовлетворяющие неравенству 1 < к (2, 1, р)<п2. 
Возьмем попарно различные элементы х։(2,1>р), р = 1, 2,..., /(2, 1) 
последовательности |хя] так, чтобы каждое х<(2ц, было отлично от 
всех уп, 1^ + 1 < п -С М 4՜ Л!4՜!, х%\ л — 1, 2. • • • , п։ и чтобы вы
полнялись неравенства

(х<(2,1, р) х0)Ц<^ — —— > (1.36)
8(л14֊1)

т = А4 4՜ к (2, 1, р), р =-. 1, 2,- .., I (2, 1).

Теперь заменим в последовательности [х^, •••, х^} все х<2(՝2 ։ р) на 
соответствующие хц2,1, Рр р = 1, 2,---, Ц2, 1) и элементы полученной 
указанным способом последовательности обозначим через у л՛,+!,••• 
••■>Уг>',+п,- Наконец, в качестве рлг,+Л։+։ возьмем первый элемент по
следовательности {хЛ}, отличный от всех уп, 4֊ 1< п < 4֊ пк 4-1,
Л4 4՜ 1-С п -С А^2 4՜ п2.

Тогда в любом случае мы будем иметь

Действительно, в случае 1) неравенство (1.37) совпадает с неравен
ством (1.34). Пусть имеет место случай 2). Разобьем суммы, фигури
рующие в неравенствах (1.34) и (1.37), на две части

^7’л',+лх^= 2 Тр^+п х™ 4- 2 7дг,+* (2, ь р) х^>2 х ру (1.38)
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<У«гЛ. 1(2,1)
2 Тпуп= 2 Т'д'.+л 2 7՜^+* (г, 1,р)асу (2, ։>я). (1.39}

л— Л,*1 1<л<л։ р—1
л +Ь (2,1,р)

Наконец, из (1.34) и (1.42) получим (1.37).

Из (1.32) и (1.35) имеем
11' '2- о и
|: 7>։+* (2, ь р) х* (։, ։, Р) | < а (1.40)

Из (1.33) и (1.36՝ выводим

1'12՛։) II
| 2 7՝№+*(2. ։,р) Х1(2։ 1,р) <

а
(1-41)

Из (1.38), (1.39), (1.40) и (1.41) имеем
л« АРв+л, ।
3^.+.4а- 2 г. у.

о €1.42)
<•=։ «■»,+! 2.

•

Пусть выбраны числа М» п1г 1Уг, пг,---, М-ъ Ш-1 и элементы 

Уп, М/4՜ 1 4՜ п/4“1> у = 1, 2,.— ՜» '—1.
Возьмем число М^> М-1 4՜ гц-1 настолько большим, чтобы выполня
лись условия

5.7, > а, (1.43)

аРТ’т Ул||
4 (лх 4՜ • • ■ 4՜ тц-1 4՜ — 1)

(1.44)

ли М, М/ 4֊ 1 < л < М/ 4֊ лу 4՜ 1, у = 1, 2,• ։—1>

" ° < 8 (пг 4֊ • • • 4՜ П1-1 4՜ ։ — 1)’ тп> М. (1.45)

В силу (1.43) найдется последовательность и натуральное
число т такие, что

п1 
2 

|л=1
> а. (1-46)

Рассмотрим два возможных случая.
1) Никакой элемент уп, М;4-1 ֊<л 4՜ п/ 4-1> у = 1,2, •••> 1—1

не встречается среди элементов х(п‘\ п = 1, 2, • • •, щ . Тогда полагаем 
УХ(+п = х^, и = 1, 2, •••, Гц ив качестве у^^.П1+1 берем первый 
элемент последовательности {хЛ}, отличный от всех

Уп, Nl+l < п 4- п) + 1, у = 1, 2,- г — 1, М«4- 1-Сп -СМ 4՜ П1.
2) Пусть

Ут (I, 1 (?), р) = хд )ц։ у ру (1.47)
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9 = 1, 2,- ■ г (։); г (։) ֊< ։—1; р = 1, 2,- • ■, I (։. j (9))։ 

l (i,j (9)) < «/(?) + !»
где у (9) — попарно различные числа, удовлетворяющие наравенству 
Ку (9К I — 1, т (i, j (9)» р) — попарно различные числа, удовлет
воряющие соответствующим неравенствам Wy(9) -I- 1< т (г, у (9), р) < 
< Nj «,) + пу (?) +1, /> = 1, 2, -, Z(։./(9))» и наконец к (i, j (9), р) — 

попарно различные числа, удовлетворяющие неравенству

У՛ (9h рХт, 9 = 1. 2,---,г(г), р = 1, 2,- • •, I (i, j (9)).

Возьмем попарно различные элементы (С У (<7). р) » 9 = 1. 2>֊՛՛ 
---,/-(/), Р=1. 2»"‘. О’. /(?)) последовательности (х„| так, чтобы 

каждое х/(/.у<?), я) было отлично от всех уп, А<у+1 < л < Л/) 4֊ лу4-1, 
у = 1, 2,•••, г — 1; х^, п = 1, 2,•••, п/ и чтобы выполнялись нера
венства

О Гт (х/ (/, у (9). р) — Хо)0 < ———----- -- - -----—---- -- . (1.48)
8 (лх 4------- Ь П1-1 + 1 — 1)

т = М 4֊ Л(Л / (9). Р). 9 = 1.2.- • ՛. г р = 1, 2,- • -, I (/, у (9)).

Теперь заменим в последовательности х(*>, •••, х(„;) каждое х[‘), ,, . , 
соответствующим х/ (/, у (9), Р) , и элементы последовательности, полу
ченной после такой замены, обозначим через yNl+l , ул/1+пг

Наконец, в качестве у/^+гц+г возьмем первый элемент после
довательности {хя)> отличный от всех элементов

Уп, М) + 1 п< + лу + 1, у = 1, 2, • • •, ։ — 1, М +1-<’л^Л,/+л/.
Тогда в любом случае будем иметь

(1.49)

.Действительно, в случае 1) неравенство (1.49) совпадает с неравен
ством (1.46). Пусть имеет место случай 2). Перепишем суммы, фигу
рирующие в неравенствах (1.46) и (1.49), в следующем виде:

«I г (1)1(1. ЛяП
2 Глг/+Лх(Л'’= ЗГл-^п х<0+2 2 ^+* ('./(«). я) (,./(«). я)’
Л=1 1<п<П1 ?-1 1

П+К1.) (Я), Р)
(1.50)

г (I) 1(1./М)
2 Г„^л= 2 Трц+п х(п‘) 4֊ 2 2 Г^+*(,,уС9),р) х<(/,у(?),р).

л-р,+1 ։<л< п1 р=]
"+*(։./(»). я)

(1.51)
■Из (1.44) и (1.47) имеем
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к՛) т.н я» _а_
' 4 ՛ (1-52)2 2 

1
и,) (?), р) Р)

Из (1.45) и (1.48) получим
НО ч/.л?»
2 2 р) X։(1,]р) <- • д (1.53)

11?-> р- 
Из (1.50), (1.51),

Наконец, из

1
(1.52) и (1.53) имеем
Я1 +л։
УТл-/+ях<')- 2 Г„уп
П-1 я-Л'/ +1

(1.46) и (1.54) получим (1.

' а • 
^2

49).

(1-54)

Продолжив указанный процесс неограниченно, мы построим по
следовательность отрезков [М4-1, 1^14- т ] натурального ряда, при
чем каждому пСи [/V/ 4՜ 1, Л) 4՜ щ ] сопоставлен некоторый элемент 
уп последовательности {хл}. Из построения видно, что различным 
числам соответствуют различные элементы. Далее, из неравенств

М-1 4՜ п/-։, 1=1, 2,* •• видно, что бесконечно много натураль
ных чисел не входят в множество 6/[М -|-1> М 4՜ п/] и, что множе
ство элементов, не соответствующих никаким п£6/[М+1> М4-п<], 
бесконечно (оно содержит все у^+П'+ъ 1=1, 2,-՛-). Заполним всеми 
этими элементами все свободные места в натуральном ряде. В резуль
тате мы получим перестановку (уя) последовательности {хя}, для ко
торой при любом ։ выполняется (1.49), чего не может быть. Лемма 
доказана.

Доказательство теоремы 1.2. Утверждение 1) содержит
ся в теореме 1.1. Докажем утверждение 2). Пусть х0 является пре
дельной точкой последовательности {хл}. В силу 1) достаточно дока
зать, что Г-предел некоторой перестановки последовательности 
(хл) равен х0.

Обозначим

Из второго условия регулярности следует, что при любом т после
довательность операторов {Гт.л; п = 1, 2,•••) удовлетворяет условию 
(1.28). Поэтому, в силу леммы имеем

Ит 5(тп, Л) = 0, тп = 1, 2,---. (1.55)
лг—

Опишем процесс построения требуемой перестановки. Пусть 
оя^>0, п = 1, 2,и Пт оя = 0. В силу второго условия регуляр-

ности существует натуральное число т1 такое, что
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Возьмем М настолько большим, чтобы выполнялись неравенства

2 тт„ л х0 (1.56)

и
5(т1։ 1)<8։. (1.57)

Теперь возьмем попарно различные элементы у1г у.у։-1 последо
вательности (хя) так, чтобы выполнялись неравенства

Ц7л1„п (уп х0)(К~ ~ » л = 1, 2,•••, —1. (1.58)

Наконец, в качестве ум, возьмем первый элемент последовательности 
(хя|, отличный от всех уп, п = 1, 2,•••, —1. Пусть выбраны эле
менты у1г-• •, у^1_х- Возьмем настолько большим, чтобы вы
полнялись неравенства

и

2 Тпц.п уЛ| < (1-59)

р-»
2 Ттр л хо1

1л-1 1
(1.60)

II 00
II 2 Тть Л Хо Хд|
II’-* и

<8/. (1-61)

Далее, возьмем М М-1 + 1 настоль։
И'՜1

со большим, чтобы имело место

5 л Х0 Хо < 8։ (1.62)
“ п- 1

5(та,М-1)<8,. (1.63)

Теперь возьмем попарно различные элементы +1, •••, ущ-I 
последовательности (хя) так, чтобы каждое уп, М-1+1<п<Л)— 1 
было отлично от каждого уп, 1 -С п и чтобы выполнялись не
равенства

1 Тт._ я (уп -х0)|< , М֊։ + 1 < п - 1. (1.64)
/V/ — 7У/_|

Наконец, в качестве у^/1 возьмем первый элемент последовательности 
{х„}, отличный от всех уп, п = 1, 2,---, —1.'

Продолжив этот процесс неограниченно, мы построим переста
новку (уя) последовательности {хя} и две последовательности нату
ральных чисел (та) и (М ) такие, что при любом 7 выполняются не
равенства (1.59)—(1.64).

Из (1.61) и (1.62) имеем
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(1.65)

(1.66)

(1.67)

Из (1.60), (1.61) и (1.65) имеем

I ЛГ'՜1 й
У ■ ТПЦ, П Хд   Хд I 43/ .

Ил“ЛГ/_| + 1

Далее, в силу (1.64) и (1.66), будем иметь
II л'1՜1 I

2 7՝п»/. П Уп Хд | <^ 53/ .
Ил~Л'/_։-М

Наконец, из (1.59), (1.63) и (1.67) получим

°° II Г'՜1 I
2 Т'пц, П Уп Хд । | 2 Тпц. п Уп |-|՜

4՜ I 2 Тт^пуп —х0 I + 12 Гщ/, лул|’^։< + 58/+ 8/= 78/. (1.68) 

|л-лг/_։+1 || ||л=^ I

Так как по условию все перестановки суммируемы, то из (1.68) бу
дем иметь

2 Тщ, п Уп ~ Хд, т-.*> .л=1

что и требовалось. Теорема 1.2 доказана.

§ 2. Подпоследовательности

Теорема 2.1. Пусть Е — нормированное линейное простран
ство, (хя| —последовательность точек Е и Т— (Тт, я)— матрица, 
состоящая из непрерывных линейных отображений Е в себя, удов
летворяющая первому условию регулярности. Если все последо
вательности (в„ хл, 8Я= +1) Т-суммируемы, то для любого выбо
ра еп = ± 1 справедливо равенство

Т— Нт ея хя = 0.

Предварительно докажем одну лемму.
Лемма 2.1. Пусть Е—нормированное линейное простран

ство и {хя} — последовательность точек Е. Если ряд 2 ея хя схо
дится при любом выборе чисел ея = ± 1, то

(2.1)
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Доказательство. Предположим обратное, тогда существует 
последовательность Л4 < А/։ • такая, что

эир 2 хл в« = ±1 > а>0, к =1, 2,-• (2.2)

В силу (2.2) возьмем такие вя, чтобы выполнялось неравенство

(2,3)

Так как ряд 2 е„ хп сходится, то из (2.3) следует существование чис 
ла к (1) такого, что

Г* <»>-1 II
2 ВдХЛ|>а.

II п-ъ >
Далее, в силу (2.2) имеем

откуда, при подходящем выборе ея, будем иметь

2 Ел Хп 
(1)

(2.4)

Из (2.4) следует существование числа к (2) такого, что

2 ®Л Хп 
(1)

Продолжая этот ’процесс неограниченно, мы построим такую по 
следовательность знаков вя, что ряд У ея хп расходится. Из получен 
ного противоречия вытекает справедливость (2.1).

Доказательство теоремы 2.1. Предположим обратное. Су
ществует такая последовательность знаков ея, что

Т— Вт ея хп = х0 ¥= 0.

Очевидно можно считать ея = 1, п = 1, 2,•••• Таким образом, имеем

Т — Вт хп —■ х0 ={= 0. (2.5)

Построим индукцией две последовательности натуральных чисел
П1 "С п» • и т.1 тг <3 • • • следующим образом. Возьмем про

извольное число п0 и стремящуюся к нулю последовательность поло
жительных чисел {8*].

Применяя первое условие регулярности и (2.5), выберем число 
ТП), настолько большим, чтобы выполнялись неравенства
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**-։
2 |7'лд> л хл|<С°* 

л-1
(2.6)

< и

2 ттк.п хл —х0|<о*. (2.7)

Далее, применяя лемму 2.1, возьмем число пц настолько большим, 
чтобы выполнялось неравенство

(2.8)

Продолжая указанный процесс неограниченно, мы построим требуе
мые последовательности (и*) и |/п*).

Теперь положим в/= (—1)* при п*֊1 + 1 < г-< п*. Тогда из (2.6),.
(2.7) и (2.8) легко следует, что

Ит У Тт)>, пепхп = (— 1)* х0. (2.9)
л—1

Предположение хо=/=О и (2.9) противоречат условиям теоремы 2.1. 
Итак х0 = 0, что и требовалось.

Теорема 2.2. Пусть Е—нормированное линейное простран
ство, (хя) — последовательность точек Ей Т = (Т т, л) ■— регуляр
ная матрица, состоящая из линейных отображений Е в себя. Если 
все подпоследовательности последовательности {хл) Т-суммируе- 
мы, то множество предельных точек последовательности {хл} со
стоит из не более чем одной точки.

Доказательство. Пусть х' и х" — две предельные точки по
следовательности {хЛ}. Выберем две подпоследовательности (хр *)) и 
(х9 (*)} так, чтобы ни один элемент {хЛ) не входил в [хр <*)} и (х9 (*)) 
одновременно и чтобы 11т хР(^ = х', Ит х?(л) = х’. Из того, что все к-» со А-*«
подпоследовательности последовательности {хя} Т-суммируемы, сле
дует, что при любом выборе знаков е* последовательность в* (хр <*> — 
—х?(>)) Г-суммируема (см. [5], стр. 401). Следовательно, в силу теоре
мы 2.1 имеем

Ит У Гл,.*(хР(*; — х, (*>) = 0. (2.10)
“■*“ *=1

С другой стороны, в силу регулярности матрицы Т имеем

Вт 2 Тт, * (хр (*) — х? (*)) = х՛ — х". (2.11)
Л=1

Из (2.10) и (2.11) следует, что х'=х". Теорема 2.2 доказана.
Ереванский государственный
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Տ. Ա. ԹԱԼԱԼՅԱՆ, Նորմավորված տարածություններում 1ւա{որդականությունն1>ր|ւ գումար
ման ժաս|1ն (ամփոփում)

Դիտարկված են գումարման մեթոդներ, որոնք տրվում են գծային օպերատորներից կազմ֊ 
ված մատրիցներով։ Պարզված է թե ինչ կաոուցվածք կարող է ունենալ հաչորդականության 
սահմանային կետերի րազմոլթ յունր, եթե նրա բոլոր տեղափոխությունները կամ րոլոր են֊ 
թահաչորդականությունկերը գումարվում են տվյալ մեթոդով։

F. A. TALALIAN. Summation of tequencet in normal tpacet (summary)

Methods of summation determined by matricies consisting of linear operators 
are considered. The structure of the set of limiting points of the sequences for whith 
all transpositions or subsequences are summable by the given method is clariferd.
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