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3. А. АРУШАНЯН

ГРАНИЧНАЯ ТЕОРЕМА ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ 
ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ ПОЛИГАРМОНИЧЕСКОГО

УРАВНЕНИЯ

ши

В этой работе выясняется, какая скорость убывания данных Ко-

Ս, dU 
dt '՚

д'1՞-1 U1 
де՞֊1 1 при приближении (вдоль границы)к фикси-

рованной граничной точке обеспечивает обращение в тождественный 
нуль решения задачи Коши для полигармонического уравнения.

Для гармонических функций подобная задача была поставлена в 
работе [2]. Ее решение было дано в работах [1], [9]. В [1] можно най
ти и сведения по истории вопроса.

§ 1. Формулировка и обсуждение результатов

Обозначения: Я՞4՜1 = {(х։, х։,---, хя, t) £ Rn+1 |f^>0); 
def def

D։ = {х€/?л| |х|<3); S"֊J = (х6Л«| |x|=l};

«o„_i — естественная мера на единичной сфере 5я՜1. Точку простран
ства Ля+1 с координатами (х1։ х։, •••, хд, f) мы будем обозначать сим
волом (х, /), где x = (xv--՛, хя); пространство R“ мы будем отожде
ствлять с гиперплоскостью {(х, t) £ Rn |f =0}.

л д* д* _L . д* Л L. .

Д + Т՜? ■+--- Л< = уг+“-dxi дх2 дхп dt3

Полигармоническое уравнение в этих обозначениях принимает 
следующий вид:

/ д3 \р U(x, t)=0 (р = 1, 2,...). (1.1)

Функции, удовлетворяющие уравнению (1.1) назовем /»-гармони
ческими.

Нам потребуется понятие правильной мажоранты (см. [1], стр. 63). 
Так называется неотрицательная функция v, заданная на некотором 
интервале (0, »)), непрерывно дифференцируемая и такая, что

х • t + оо при х | -|- 0.
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1°. Формулировка основного результата. Ватой фор
мулировке будут участвовать натуральное число р, правильная мажо
ранта и, два непересекающихся множества Г и 5 такие, что

Т= {/о, /1>-■ •> 5= |з0, 5р֊։),

причем 7’п5=0, Ги 5 — {0,1, • • -, 2р—1} и р-открытых подмно
жеств сферы 5'1՜1, которые мы будем обозначать через Е5 ($£ 5). Кро
ме того, нам понадобится область С с достаточно гладкой границей, 
содержащаяся в /?я+1 и такая, что при некотором

О1 с дСг\Я".

Теорема А. Пусть и—р-гармоническая функция класса 
С2՞ (С). Если

1. тах^-^1 (р.0) = о (р"+>) (р ֊> 0, $££)

для любых П = 0, !,•••,

2. тах
Об •$Л՜1

\д> иI (р-0) < V (р) (р>о, /£ Г)

для некоторой правильной мажоранты и такой, что

<11 = — ос,
б

то
и (х, #)=о ((х,

Мы докажем более общую теорему, в которой вместо решений 
класса С^б) рассматриваются решения Соболевского класса Н]р (б)— 
всех функций, обобщенные производные которых до порядка 2р вклю
чительно принадлежат Е։ (б). Функции класса Н2р (б) и их нормаль
ные производные до порядка 2р—1 имеют на дС естественные гра
ничные значения. Более точно

я* П ^р-х֊2-
77 € я т (к=0, 1,---,2р—1). 
ом*

Именно эти граничные данные имеются в виду в формулировке тео
ремы В (см. § 3, теорема о следах).

Теорема В. Пусть П — р-гармоническая функция класса 
Н2р (б). Если

(г-0) г"՜1 бг=о (рл+1) (р-+0, 5 £5) 
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для любых N--0, 1, 2,

2. f I (г) dx<v (р) (р>0, /6 Т) 
J ot' I 

1х|«р
для некоторой, правильной, мажоранты v такой, что

3. У log v (f) dt — — оо, 

о
то U(x, t) = 0 ((х, t)£G).

Доказательство этой теоремы будет дано в § 6. Там будет по
казано, что условие 1 можно ослабить. ։

Основное отличие задачи Коши для р-гармонических функций 
от задачи Коши для гармонических функций состоит в большем раз
нообразии способов разбиения множества данных на две группы, 
то есть способов выбора множеств Т — {j0, jlt • • •, jP-i} и S = {s0, sx, • • • 
•••, Sp-i). Для некоторых разбиений результаты получаются техни
чески более просто. Так, например, обстоит дело для множества 
Г={0, 2,•••, 2р—2}, когда „S-данные" Коши довольно просто вы
ражаются через „Г-данные", или для S = {0, 1, •••, р—1}, когда в 
выражениях „S-данных" через „ 7-данные" присутствуют лишь потен
циалы Рисса, тогда как в общем случае к этим потенциалам прихо
дится применять дифференциальные операторы (то есть рассматри
вать псевдодифференциальные соотношения между S и /’-данными 
Коши), усложняющие анализ.

Наше доказательство теоремы В состоит в установлении связи 
между свойствами единственности решений задачи Коши для поли- 
гармонических уравнений (1.1) и свойствами единственности псевдо
потенциалов Ньютона

Ф И, w, х] - С + w (х) I,
I J ix-yl՞՜1 ।

где w — вещественно-аналитическая функция, a D*—диф
ференциальный оператор.

2°. План работы. Для этого мы в § 4 выводим интегро-диф
ференциальные соотношения, выражающие зависимость данных Коши 
„S-группы" от данных Коши „ Т'-группы" на плоском куске границы 
области G (см. [3]). Выводу этой зависимости предшествуют подго
товка некоторых простых алгебраических фактов (см. § 2, п. 1), све
дения о разрешимости краевых задач для полигармонических уравне
ний (см. § 3, п. 3), а также некоторые хорошо известные факты о 
р-гармонических функциях (см. § 3, п. 1 и п. 2). Во всей работе важ
ную роль будет играть теорема 2.1. Доказательство см. в п. 3 § 2. 
, Доказательство основной теоремы заканчивается в § 6, где мы 
в общих чертах следуем рассуждениям работы [1].
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В § 7 устанавливается точность условия 3 теоремы А.
В § 5 вводится понятие слабого асимптотического ряда для обоб

щенной функции Т вблизи нуля. Главный результат этого параграфа 
(теорема единственности для слабых [асимптотических рядов) доказа
на в п. 3. Теорема 7.2—это некоторая „грубая теорема“ неединствен
ности.

На протяжении всей работы мы неоднократно будем применять 
хорошо известные факты теории линейных "дифференциальных опера
торов с постоянными коэффициентами.

Основными источниками для ссылок по этому поводу нам будут 
служить книги Шилова [3] и Лионса—Мадженеса [4].

§ 2. Алгебраическая часть

1°. Определение пространства [а].
Рассмотрим, следуя [3], двойственное по отношению (1.1) урав

нение, которое имеет следующий вид:

֊֊М’У И (а, 0=0 ((а, ОСЛГ*)- (1.1) *
аг /

Для каждого а £ R11 это обыкновенное дифференциальное урав
нение порядка 2р. С уравнением (1.1) свяжем р-мерное 'подпростран
ство [а] пространства Л2р Гем. [3], стр. 235). Это подпростран-
ство определяется следующим образом.

Рассмотрим матрицу:
0 10 0
0 0 0 0

Р = ■ ... (2.1)
0 0 0 1
Хо1312р 0 Х2р_2 (о|а 0 9 .

где в последней строке выписаны коэффициенты многочлена (*.’—|а|2)р 
(а£Ря). Эта матрица естественно связана с системой дифференциаль
ных уравнений первого порядка, обычным способом сопоставляемой 
уравнению (1.1).* р-кратному собственному зачению — |о| матрицы Р 
отвечают р линейно-независимых векторов, принадлежащих Р2р при 
каждом а £ R".

Определение 2.1. <2՜ [а] есть р-мерное подпространство, 
порожденное собственными векторами матрицы Р, отвечающими соб
ственному значению — |а|.

Рассмотрим базисную матрицу подпространства <2՜ [а] (ее столб
цы суть собственные векторы матрицы Р): 
1077-3
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Д(-М)=

10 0

-I--1 1 о
(-Н)։ 2 (-М) о (2.2>

(-Н)։'֊։ (2p֊i) (֊|’l)a'-։ срр_} (-HK •

Сформулируем теперь основной результат этого параграфа.
2°. Теорема 2.1. Пусть 5 = {$0, з1։ Зр֊1},

Т — Оо> /։» • • ■> где 0 < 5*, у* < 2р — 1
— некоторое разбиение множества (0, 1,---,2р—1} на две группы, 
такое, что ЕпТ = 0.

Существует матрица Н = (А5у) (з £ В, у £ Т) такая, что если 
Ь = (Ао> А1։ • • •, ба.,֊!} £ В.2р — произвольный, вектор, то

1. Ь £ С~ [о] (а^ЛЛчч{0}) тогда и только тогда, когда

|о|֊‘ = 2 А,у |а|֊> бу (5 6 5), (2.3)
«г

2. Все миноры матрицы Н обратимы.
Доказательство теоремы 2.1 будет дано в пункте 4, а сейчас 

мы проделаем некоторую подготовительную работу, изучив опреде
лители, возникающие при доказательстве теоремы 2.1.

3°. Рассмотрим матрицу-функцию ЕТ (х) = (ау, к (х)) (/£ Т, к = 
— О, 1, ---гр—1), где при ]>к

<4. к (х) = 7Г7^ЦтГ х'՜* = а 
к\ {/ — к)1

при у>А ау, *(х)=0.
Лемма 2.1. Для любого Т = {/0, у\, •••, у֊р֊1}
1. Ле! Е1 (х) = Ад х4, где Ао=^О;

Доказательство. Как известно определитель матрицы (бу,*)՛ 
вычисляется по формуле

det (bj, *)= 2 (— l)i’l Ao,, (0) А1։ , <iy • • bp-i,, (р_։), (2.4)
V

где v — элемент группы перестановок множества {0, р — 1}, а 
v — четность элемента v. В нашем случае имеем:

= C}AW-x^*-’w,

так что каждое слагаемое в сумме (2.4) приобретает вид:
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(-1)4 А, х°

•п ^4՛ zz\ Р(Р~ 1) XТак как У ч (А) = ---- » то для всей суммы имеем
о 2

(-1)4 А, х’, где А0 = 2(-1)’ А,.

А теперь докажем, что А, =/= 0. Так как Ао = Ет (1), то для заверше
ния доказательства леммы 2.1 нужно убедиться в том, что значение 
определителя Ет (х) при х = 1 не равно нулю.

ХГ Л Оо — 1) j---- 777՜ 7о (/о-1) • • ■ Оо — Р + 2)(р—1)1

֊ Л 01 - 1) 7—7 Л (71֊ 1) • • • (71 ֊ Р + 2)21 (р —1)1

1 4- /р֊1 ХГ7р-։ Ор-1 ֊1);—Ц\7 /p-iOp-i֊1) •' (jp-i—р+2) 
II ZI (р —1JI

1 jo jo (io — 1)

1 jp-i jp-i (jp-i — 1)

jo (jo — I)*'" (jo — P + 2)
Л Oi — 1) • • • Oi — P 4֊ 2)

Zp-i Op-i 1) ■ • • Op-i— p+2)

, /p-i) =/=0.

где W— определитель Вандермонда.
Замечание 2.1. Пусть 7' = {/0, jv- ■ •, s,- • •, jp-i}, где s£S. 

Тогда

det ЕТ' (х) . , ,■ , _
,гле '* ( ’

(Т' это Т с той разницей, что элемент у заменен элементом s). Сей 
час мы сформулируем простую лемму 2.2, которая в удобных для 
проверки терминах дает ответ на вопрос: когда в матрице (а/,/) 
(7, j = 0, 1,- - р — 1) все миноры обратимы?

Лемма 2.2. Пусть (ai,j) (i, j=Q, l,-՛-, p—1)—матрица комп
лексных чисел. Следующие утверждения равносильны:

1. Все миноры матрицы (ai, j) обратимы,
2. Если р координат вектора Х= (х0, xlf՝--, xjp-i) £ Т?2* равны 

нулю и
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p-I
У aij Xj = Xp+i (i = 0, 1,- • -, p — 1), 
y-n

то X = 0.
Это утверждение очевидно.
4°. Доказательство теоремы 2.1. Пусть з=^=0 и o^Rn. 

По определению пространства Q՜ [з] и базисной матрицы Е (— |sj) (см. 
п. 1, § 2) имеем: b = (б*)^1 €|<2;|>] тогда и только тогда, когда 
для некоторого вектора c^R1' имеет место следующее равенство

—|о|)-с. А это равенство означает, что
0У=£г(-Н)-с оег),
6, = ^(֊|з|)-с (s£S)

(обозначение ЕТ было введено в начале п. 2 этого параграфа).
А теперь заметим, что матрица Ет (—|з|) при —|з|=х совпадает 

с матрицей, рассмотренной в лемме 2.1, так что она обратима и мы 
можем написать

{М = £’Ч^Г|-1 {М (s€5). (2.6)
Это и есть, собственно говоря, первое утверждение теоремы 2.1 в 
векторной записи.

Для того чтобы получить явные выражения для координат 
(sÇS), через координаты {Ь/} (/(; Т) заметим, что

Ьл - ;
bjt 1 ।

= 0 (s€S).

Ч-i ; - 1
ь, (-ьг1- • •

Разложим этот определитель по первому столбцу, получим

bs = 2 (- 1)' bj = 2 hSJ |о|-/ Ь/ (S 6 5),Л-г det Ег (— |а|) у6Г
где по определению

«о ( / )(
Здесь мы пользовались замечанием 2.1 к лемме 2.1. Перепишем по
лученные соотношения в следующем виде:

И՜* bs = 2 hsj |з|-> bj (s 6 S). (2.7)

Итак, первое утверждение теоремы 2.1 доказано. А теперь переходим 
к доказательству утверждения об обратимости миноров только что 
полученной матрицы Н— (hsj) (s^S, j£ Т) в соотношении (2.7).
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Напомним, что (2.7) справедливо для любых разбиений {Т՝; 5} 
множества индексов {0, 1, —, 2р—1}.

Предположим, что У = (у0, у1г- ■ •, у2Р֊1) удовлетворяет системе 
уравнений

2 А,/ У) = У* (։ € 5)
КТ

и р— его координаты (индексы которых заполняют множество Т* 
типа 7՞) равны нулю. Положим 5* = {0,1,-•-,2р —1}\7* и 6*=|о|*ул, 
для к£ Т*и5*. Тогда вектор будучи решением (2.7)* при
надлежит б~[я] и его 5*-координаты выражаются по формулам типа 
(2.7), для 5*, Г* и = А’у Поэтому вектор У— нулевой, и ссылка 
на лемму 2.2 завершает доказательство.

Теорема 2.1 полностью доказана.

§ 3. О полигармоническнх функциях

В этом параграфе мы будем иметь дело с пространством (уже 
упоминавшимся ранее) всех функций, все обобщенные производные 
которых до порядка 2р включительно принадлежат £8 (б), где б—ог
раниченная область в Ля+1 с достаточно гладкой границей.

Мы неоднократно будем использовать, без подробных пояснений/ 
известные факты о гладкости сужений функций класса //2р (б) на ги
перповерхности и о граничных значениях этих функций и их производ
ных (см. [4], стр. 219, теорема 8.1). В частности, нам понадобится 
следующая теорема (см. [4], гл. 1, теорема 8.3).

Теорема о следах. Предположим, что б — конечная область, 
с достаточно гладкой границей или б = Тогда отображение

^-*|^Тг|/ = 0, !,•••> лг֊1 (3.1>
I д'*1 1

д’ АГгде —----нормальная производная к ОЬ порядка у, продолжается по
дч1

непрерывности до линейного непрерывного отображения, обозначае
мого снова через (3.1), действующего из Нп (б) в

т-1 ш-]-~
П Н г{дО).
у=о

1°. Формула Грина для полигармонического о пера- 
тора. Пусть б—область с достаточно гладкой границей, а функции 
б и V класса С” (б). Для II, V и А известна следующая формула 
Грина:

Г £АИ-Дб-И = С и~ V. (3.2)
3 3 д'/ ОУ
О до
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Заменяя в (3.2) У на А'(/, а И на Д'’՜'՜1 V и суммируя по / от нуля 
до р — 1, получаем следующий вариант формулы Грина для полигар- 
монического оператора (р — 1, 2,՛ • •)

fГ р~х дЬР-‘~1 V дД‘ и
а д1иа л -Г--д₽-*-« у~. (3.3) 

.1 ~п <?* д'*во1=0
Так как С” (С) плотно в Н"*р (С), то по теореме о следах формула 
(3.3) справедлива для функций £/ и И, принадлежащих классу №^(С)- 

'Следующую теорему мы иногда будем называть „грубой теоре
мой единственности“ решений задачи Коши для полигармонического 

'уравнения.
2°. „Грубая теорема единственности“.
Теорема 3.1/ Предположим, что П-р-гармоническая функция 

класса Н2" (С), где С а R” — область с достаточно гладкой гра
ницей.

Если существует такой открытый кусок ВсдС границы С, 
что & У- =0 (Л=0,1,-• •, 2р—1), то П=Ъ в С (означает диф- 

дчк в
.ференцирование по нормали к дС

Доказательство. Для любого натурального числа к обозна
чим через /* (р) фундаментальную функцию оператора Д* (в /?п), так 
что Ьр (|х — у|) = 3 (х) (х, у £ R'1), а Д* У* (р) = У*_, (р). Применяя 
формулу Грина (3.3) для полигармонической функции £/, принадлежа
щей классу Н2р (С) и Р = ]р, получим следующее представление для 
И (х) через граничные значения П и ее производных до порядка
2р-1

^(х) (х€С)
О (хС/г«\С),

(3.4)

где
И։^՜1 АР\х,у} = ^ д^^.7/+1(|х_у|) 

/-0 *
(Д' £/) У/+1 (|х —у|) •

Но по условию теоремы р, следовательно, Р опреде-
дО во\в дО\В

ляет р-гармоническую функцию в Еп\(дС\В). Но вне С /"равен
во

нулю, следовательно из (3.4) следует, что (/=0 в С.
3°. В этом пункте мы, опираясь на хорошо известные методы 

(см. [3], гл. IV), подготовим необходимые для дальнейшего сведения 
■ о разрешимости краевых задач для полигармонических уравнений:

/д1 \р\оё +л) и = 0 ((ж> Кп+1^ <3-5>
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С уравнением (3.5) свяжем семейство обыкновенных дифференциаль
ных уравнений, зависящих от параметра о, где возникающее
после формального преобразования Фурье уравнения (3.5)՛ по пере
менной х £ R";

(57а -|3ГУ И’, *) = 0 (/ > 0, о £ Я՞). (3.6)՛
\ аг /

Заменим, при каждом а £ R" это уравнение порядка 1р системой 2р ■ 
уравнений первого порядка. Решение этой системы с начальным век
тором V (э) = (и* (°))0Д~1 имеет вид:

И(а, 0 = е'₽(в) И(а) (3.7)-

(определение матрицы Р (я) см. в начале § 2, (2.1)).
В этом параграфе мы будем использовать пространства Н5 (Рп)> 

(з^>0) (см. 4, гл. 1, п. 7.1). Напомним, что при з£(—00,4-00),

№ (R") = {/ |/е т (1+н»)*2 /V2 (/г-)),,
А

где / — преобразование Фурье функции /.
Теорема 3.2. Пусть вектор-функция

У:Р^ Я2', где И= {«*}=#

удовлетворяет следующим условиям:

1. V (а) £ <2՜ [з] для почти всех а £ R11,

֊'"Г
2. (1+НУН о, ££’(/?").

Тогда, если И (а, /) = е‘р <’> V (а), где У = {7*|2^, то

а) [ Л У । (°> 0(1+ Ы2)2'’՜* Л < + °о

о

для любого к=0, !,•••, 2р — 1 
и

р 2р-*-1.

в) 1 |Ук (а, (°)12 (1+1°12) </а = 0.
Яп

Замечание к теореме 3.2. Пусть Т и 5 имеют тот же- 
смысл, что и в теореме 2.1. Если для вектор-функции. {и^} (/ £ Г)

_ I_1_
, 1 2 <

имеет место условие 2. (1 + |о|։)р |а| (Рп), где /£ Т, то ее
можно „дополнить“ до вектор-функции (и*), (&£Ги5) таким обра
зом, чтобы для нее были выполнены условия 1 и 2 теоремы 3.2. Для 
этого достаточно определить {«,} (з 6 *^>) с помощью соотноше ний 

«
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(2.3) теоремы 2.1, обеспечивающих включение „расширенной“ вектор- 
функции в Q- [о]. Условие 2 следует из 2'.

Доказательство теоремы 3.2. Сначала выясним, как дей
ствует оператор е‘РМ в подпространстве Q՜ [а] пространства R2p . 
Так как спектр матрицы Р (а) в Q~ [а] совпадает с р-кратным кор
нем— |о| многочлена X ֊► det [Р (а) 4֊ XZJ, то е/₽(о) можно представить 
® виде R [P(a)J, где R — произвольный многочлен, такой, что при 
Х = -|4

R (— |0|) = e-'l’l; R'(— |4) = t е՜'!’1;- • (֊ |4)=fp-J е-'М.

Ясно, что в качестве такого многочлена можно брать

{t . 1! + + 14) + • • • +  -----— (М- 1з|)р—1 ■11 (р — 1)1 j

'Следовательно

Il f fP~l 1_ =е-‘1’1/+^[Р4-|31Л +••-!֊.----- ^[P + НЛ'’-Ч- (3.8)
QP I«] I 1! (p —1)1 J

Теперь из условия 1 теоремы 3.2 следует:

К (a, t)=etp^ «(») = 3 [Р+|а| 7]։ И (а) =
sl

= e-'|',(y1± (Н4)'И*(») 
L-o s!

(Р=Р(а)),

Далеетде по определению положено

И*(а, t) = е՜' |о|[ — (t |o|)J vj (о) (3.9)

Используя явное выражение матрицы Р (а) (см. (2.1)), индукцией по 
з покажем, что

2р-1
Н՜* V* (’) = 2 «1 е |о|-' ve (а) (к = 0, 1,- ■2р-1), (3.10)

«-0

где з = 0, !,-•♦, р — 1, а а^ е не зависит от а. В самом деле, из оп
ределения .К՛’ следует, что

(°) = //>(«)+ 14/
\ 14

Но из (2.1) следует, что

= (С,,т|4'-'"),
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где s, т = 0, !,•••, 2р— 1, а С։,т не зависит от а. Поэтому 
2о—1 2«-։

«*+1 (°) = 2 с*. »» <4 (°) = 2 С'«. * х
т =0 /л—О

2р—1 2р-1
х /о|" 2 <։*, , |°|~е Ve (а) = |а|* v‘ (°)'

е=0 е***0
где 

2р-1
а*Л*= 2 а*, в т • 

т -О

Наконец, учитывая (3.9), получим для к = 0, !,•••, 2р— 1

dcf р Г
Jk = Л j I и*|։ (а, 0 (1 + |о|«)Яр-* </а < 

Ü Rn

< Jrff j | 2*e-' vi (0)1« (1 + |0|«pp-* da <

J| Г.-»H <^J(i|=|) lr(14-[«P> ’ и՜’ <4(=)|'Л = 
3~°Rn О

-1 p 2p~k - —
= з л V 1(1 + I-D " H ’ »J («)Г Л ( d. = [ «-”։»■ л )

\ Л1 J /•

Далее, учитывая равенство (3.10), получим

Г V 4 ЯР-I г V ‘-'4
l(l+l°|։) |o| V3, (о)|2 da < 2</*,г l(14-|p|։) |°| v»(o)|«rfo<

Rn е-° Rn

2р-1 р -։-1
<2 е J IU+ 1°1’)₽1°1 Ve(о)|։ rfo < + со

'-° ₽»
по условию 2 теоремы 3.2. Следовательно, Jk + со и утверждение- 
а) нашей теоремы доказано.

Переходим к доказательству утверждения в).
Учитывая (3.8) и (3.9), получим

и (О, О - И(о) = (е^(’)-7) И(а) = (е֊'1"1-1) И(о) +

+Ve-HB)AH)ir^)±M214(0).
Zo s! L l°l J
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Следовательно
И* (0, О - V* (о) = (е- ‘ '°1 -1) (’)+ 2 е֊' I’1 ® V; (а). (3.11)

з=0 51
Далее обозначим через М (а) подынтегральное выражение в 

утверждении в) теоремы 3.2, и покажем, что предельный переход под 
знаком интеграла допустим по теореме Лебега о мажорированной 
сходимости.

Из равенства (3.9) следует, что М (а) почти всюду стремится к 
нулю, когда /-++0. С другой стороны, при всех ^>0 для М (о) имеем 
следующую оценку:

/’՜1 к 1о1)2՝’ 2₽“*"Г^|М(а)|<Р { (е-"’1-1)|и*|Ча) + 2е֊2''’1 “2-|<<|’(Ц-|3111) <
л=0 5֊

р-1 2р-»—-- 2p-*-L

< сх (Ы։ (о) 4- 2 |^13 (о)](1 + 'р|։) < с։ |с»»|։ (°)(1+1°Г) 2 +
з—0

г2р-1 г (2*՜*՜ г) I2 2р-*-5-

+ ft 2 (1+ |о|я) |»Г |о|՜* |w«(»)l <ft(l+l3i։) |v*|s^) +
е-0

2р-1 -е-2~ def
+ С, 2 [(1 + |°1։? 1з1 1«*1 (”)]* = /•’ (’) € L1 (Rn).

е -0

Мы воспользовались равенством (3.10), последнее включение следует 
из условия 2 теоремы 3.2. Доказательство теоремы 3.2 закончено.

4°. Введем теперь следующий класс р-гармонических функций в 
полупространстве Напомним, что (Я"+1) состоит из всевоз
можных функций, принадлежащих вместе со своими обобщенными про
изводными до порядка 2р включительно классу L1 (R''*1').

Определение 3.1. Решение U уравнения

^֊4Д) U(x,t) =0 ((х, t)kRn+ ), (3.12)
at1 J

принадлежащее классу Н2р (/?" *), назовем регулярным решением.
Пусть ио, Ир---, изр-i —набор функций, заданных в Rn, причем 

2'֊'֊Г
ui^.H (Rn) (1=0, I,---, 2р — 1). Следующая теорема показы
вает, при каких условиях, наложенных на эти функции, существует 
регулярное решение, 1-тоя нормальная производная которого совпа
дает на dR^1 = Rn с функцией щ. В формулировке этой теоремы 
символом [£/]/, где (/ — функция в R1^՜1, a t > 0, будем обозначать 

■функцию, заданную в Rn следующим образом:
' [6Ъ(х) = U(x, t) (x^Rn, f>0).
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Теорема 3.3. Пусть вектор-функция Ь = [6*)и₽—1> где 6* (з) = 
А

= и*(о) (а£Ял) удовлетворяет условиям 1 и 2 теоремы 3.2. Тогда 
существует регулярное решение и р-гармонического уравнения 
(3.12) такое, что

и» |[^г1 ““*1 2Р-^- (*=0’ 2р֊1)- (3-13).
<?/* ь 2{ЯЯ)

Доказательство. В качестве решения £/ следует взять об
ратное преобразование Фурье функции V (см. 3.7)), построенной при 
доказательстве теоремы 3.2. При этом из той же теоремы имеем:

/* = л I И*|я (а, о (1 + |а|։)։₽-* < + со. (3.14).
о яя

Но так как V (з, /) удовлетворяет уравнению (1.1)* , то
2р-1

И2р (а, 0=3«* И* («. 0.
Л-0

где а* — постоянные числа, следовательно из (3.14) следует, что՛ 
/2р < 4֊ со, так что

2р
М ( Л4П <с 2 Л< + °° 

Я2р(*+*)
(см. [4], гл. 1, теорема 1.3). А это по определению 3.1 значит, что 
и — регулярное решение.

Утверждение (3.13) теоремы 3.3 совпадает с утверждением в) 
теоремы 3.2.

§ 4. Связь между данными Коши для функции, 
полигармонической в полушаре

Цель настоящего параграфа—установить некоторые интегро- 
дифференциальные соотношения между данными Коши /»-гармоничес
кой функции на плоском куске границы верхнего полушара в /?^+։ ► 
Обозначения:

|х|։+ <’<։»);

л« = {(х,ое/гп+։Цх|։ + **<зв}; /сг=/?и£։иА։+, я*(К»у

и Н (Г) — пространства типа Соболева, о которых говорилось 
в начале § 3 (см. [5], стр. 48).

1°. Об одном представлении полигармонической. 
функции класса ТРр (К*+).
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Теорема 4.1. Пусть U-р-гармоническая функция класса 
.Н1р Тогда существуют функции U' и W, заданные, соответ
ственно, в Rn++՝ и в К* и такие, что

a). U(x, t)=(U' + Ю(*> ,)€ ^);

в). U՛ — регулярное решение уравнения (3.12) (см. § 3, опр. 1);
с). △; W(x, 0 = 0 ((х,
Сначала мы опишем один способ продолжения функций с нуле- 

'выми мультимоментами.
Лемма 4.1. Пусть ф £ Hs (D՝^), где s^>0; D2r‘— п-мерный от

крытый шар с центром в начале и радиусом 2т(; q — натуральное 
число. Тогда существует функция ф* со следующими свойствами:

1. Ф* £Н3 (Rn), Ф* (х) 35 0 для |х; > 3^;
2. ф* (х) = ф (х) для |х| < -ц;

3. J ф* (х) xe dx = 0 (|а| < q) для любого а, где a=(oj, а„,. • -,ал)— 

Rn п
.мультииндекс; |а| = У,

I =1
Доказательство. Пусть f £ С“ (Rn) такая, что 7=0 при 

def
х|<т7 и 7 = 0 при |x|>3tj. Ясно, что (см. [4]) <р = 7ф^Н։ (Rn). Рас

смотрим пространство основных функций D с носителями в кольце 
2'»)-С 1х|-<3^ и сопряженное с ним пространство К. Далее, пусть для 

def р
,|а/ С q сл = I ф (х) х“ dx. Мы будем отождествлять функцию /, не- 

л"
•прерывную в кольце D3’։՝\Z)2’i, с элементом множества

к(^֊* J/-T (?££)}•

Так как система функций {ха)|а|^9 линейно независимая в К, то най
мутся элементы gp£ D такие, что х“ (g?) = 8"- Р. Положим

Яо = 2 сз «в (Яо С ^),
1»1<7

тогда в качестве ф* можно брать <р— g0. Действительно, во-первых, 
? ~ Яо < (R?), так как <р £ Н3 (/?п), а ?0 £ И; во-вторых, на £>т‘
Т. Яо 55 Ф и наконец свойство 3 ' проверяется непосредственно:

(ф—Яо)(ж) X1 Лс = ? (х) Ха </х — 5} с₽ ха = Са — С։ ■֊= 0.
131 '■а

.Ле мма доказана.
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В дальнейшем мы сохраним за символом ф* тот же смысл, что 
и в формулировке этой леммы. А теперь переходим к доказательству 
теоремы 4.1. Функцию 11' определим, как регулярное решение урав

нения (1.1), для которого Ц' (х, 0) = д1“ Ц(х, 0) 
при (в

смысле теоремы 3.3). Разность № = I/—[}' по „принципу симметрии“ 
с использованием формулы Грина, окажется р-гармонически продол- 
жимой в нижний полушар. Перейдем к точному изложению. Функции

= = о.

1р-“- у
принадлежат классу Н (О') (см. теорему о следах). Поэтому

их можно продолжить до функций класса /7 (Лп) (см. [5], тео
рема 9.1). Продолженные функции попрежнему обозначим через фг*. 
Применим лемму 4.1 к каждому из них (с т} = 22) и „исправим“ их

. 2р՜*՜ Гтак, чтобы получить финитные функции фа* класса Н (7?я), сов
падающие с фгл в О’“, и такие, что

У ф* (х) ха <1х = 0 

кп
при любом а с |«|-С ?. Тогда

. 2 А •
(1+НТН ф2*^£։(/?я) (Л = о, 1,...,р-1). (4.1)

В самом деле, функции ф^ аналитичны, как преобразования Фурье 
финитных функций, поэтому

[£>’ '?2А] (0) = у Ф5* (х) хв </х = 0 (|а|< <?),

/г՜*
так что

’Й»(<’) = о(Н*-1)(М-о). (4.2)

. 2р-2к~ ։֊
Из (4.2) и из того, что фа* £// (/?'*) .следует (4.1). Положим

А»
теперь V։* (а) =фг* (о) (к = 0, 1, ■••,р — 1) и воспользуемся замеча
нием к теореме 3.2. Это замечание позволяет найти функции и* (о) 
(к = 0, !,•••, 2р—1) так, чтобы вектор-финкция И= (и*}2о՜1 удовлет
воряла условию теоремы 3.2. По теореме 3.3 существует функция 
и՛, являющаяся регулярным решением р-гармонического уравнения 
в А?"+1 и такая, что
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Г д2* и՛ 1 ’IIИт I АД* I ~ Ч 2р - м-- = °՜ (4-3)
/~+оЦ д{2к Ь |н2' “ ։(/?")

Если (х, — и՛) (х, {) для (х, <)£ АГ5, то во-первых, имеет
место утверждение а) теоремы 4.1, но так как {/'—функция класса 
/У2'(/?'!+’), то № £1-Рр и справедливо также утверждение в) на
шей теоремы. Осталось доказать утверждение с) о полигармоничес- 
кой продолжимости № через плоский кусок границы (на АГ^).

Так как по построению четных данных для решения £/' имеем

<^2>{/'(х, 0) = и (х, 0) на р։ то <Гк Ф (X, 0) 
д12к де* ’ д1и

на О1. Из теоремы о следах следует, что

£>; ֊^Ц֊֊ = 0 на £>’ (|а| < Чр - 2к - 1). (4.4)

Воспользуемся „полигармонической формулой Грина“ (3.3):

У И-Д' и- У = у \Е(и, У)-Р (I/, У)}, (4.5)

Л*. 0к\_
где

йеТ'-1 А йеГР-* , , А ,
Е = 2 Д' и — (Д'֊'֊1 У); Г = V Д?՜'՜1 И֊Чд{ Ц),

7^ 1=0

а функции и и У из класса Л/2' (АГ’). Положим {/ = № (х, I) и 
У = ]р(х, С хп, {<)) (Ур—фундаментальное решение уравнения Д'£/=0 
с полюсом в точке (х0, /0) £ АГ’ ).

При (х0, /0) £А^_, учитывая, что дК\= О1 и (<?АГ5+\£)5), получим

'—1 С д д
(х0> {о) = 2 У։+1 — (Д{ №) + — /(+1 (д'< (х0, {0),

1-0^ 01

'֊’ Г д д° = 2 Л+1£(д{^)֊— Л+1(Д^)4-<2(хо-{о).

/=0Л дf дt

Вычитая из верхнего равенства нижнее равенство, получим
'_1 С А /АЗ \ _

й^(х,0 = 22 ] TtJ^(~+^W(y,O)dy,+ Q(x,t) 
|у|<։ '

для любого (х, #)£К+, где <2—продолжима с сохранением полигар
моничности на весь шар АГ5. Далее, все интегралы в правой части 
последнего равенства равны нулю, так как при любом 1 = 0, !,-•■

Р— 1
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(— 4-дУ ^(у,0) = У с? Д'֊* №г_0)=0 на 0։,
\Л։ ) ՝*’ Йо Ы*

в силу равенства (4.4). Итак, № (х, () — (2 (х, 0 для (х, /) £ К- и 
утверждение с) теоремы 4.1 также доказано. Тем самым, теорема 4.1 
полностью доказана.

А теперь переходим к формулировке основного результата этого 
параграфа.

2°. Пусть {Т-, 5} — какое-нибудь разбиение множества {0; !,••• 
•••, 2р—1} на два р-элементных подмножества. Положим Г=7’1и Тг;
5 = 5՜։ II где 7\, Т2, 5^, X определяются следующим образом:

если у£ Гр то у = 2у' — 1, а если у£ Г,, то у = 2у”;
если то $ = 2з' — 1, а если з^5։, то з = 2з'.

Теорема 4.2. Пусть П£.Н1р (К*+) — полигармоническая функ
ция. По определению положим

и" = д и^՝ (*=°’
ОГ

Существуют семейство функции го' (/£ Т) и вещественная 
матрица Н= (Ь3)) (з^5, у’£ Т) такие, что для имеем:

1. Др *' us— 2 hsi &P~J' Uj (x) = 2 hsj bp-i' x
L /er, J /er,

x[ 1' T^^ + w'(x) (s651)>
I J |x — id"՜1

2. Us - 2 hsj bp-l' UJ (x)= 2 hsj Др֊/'+։ X 
L /er, /er,

x[ f ГЯЦг7+»'М1 .i. |x-sl

3. w-'(y^7’)—вещественно-аналитическая в Ds,
4. все миноры матрицы Н обратимы.
Доказательство. Пусть функция и принадлежит Н1!1

Пользуясь теоремой 4.1, представим ее в виде U=U' + W, где U'— 
регулярное решение уравнения &р U=Q в 7?^+1, a W— полигармони- 
ческая функция класса 1-Рр (ЛГ6). Из регулярности U' следует, что 
производные этой функции по t на Rn связаны соотношениями (2.3) 
теоремы 2.1. Обозначим через v'k преобразование Фурье функции 

, def (р и' (х, 0)
п*(х)=---- Т*-2—’ пеРепишем уравнения (2.3) в следующем виде:
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1) * И՜*' < (°) = 2 i°։-2>' -4r + .2 |о|-2у' v'j <°) («€$), 
/€<« rl /с*։

2) • |,|֊2*' <(o)= S ä»/|«i-։7'«;(<»)+ .2 л»? ■

Умножая эти соотношения на |а|2*’ и производя обратное преобразо
вание Фурье, получим

1) ЛР-- и- (х)֊S л,, А»-/’ («)= 2 А,,-Д»֊>-[-.“'УУ, (<«, 
/со /со и Iх £71

Rn

2) a^»;w֊2 h3J^p-r и,(Х)= 2 л,удя-/'+1 Г-^-У (зб$։). 
/6 о лн и Iх’ £71

Rn
Эти равенства можно обосновать так. Функции |а|-1 v'. (а), как это 
видно из доказательства теоремы 4.1 § 4, можно считать принадле
жащими £’ (Ял). Если бы функции uj принадлежали классу 5 (/?՝) бы
стро убывающих бесконечно-дифференцируемых функц ий, то преобра
зование Фурье функций

Rn
совпало бы с |а|-։ üj (а) (см. [5], стр. 138).

Включения L* (Rn), |о|-1 v'. £ L? (JR.n) позволяют применить 
этот результат и к нашим функциям uj. Из того, что U' (х, t) = 
= U (х, t)— W (ж, t) при (х, следуют равенства

и'к (х) = п* (х) — ш* (х) (х££>':, к — 0, 1, • • •, 2р—1).

При х££>'' соотношения связи 1) и 2) преобразуем следующим 
образом:

2 кз՝. и\ = 2 Ы>-1' (и/ — ш/) =2 А^у пу +
1ет\ №

где О.з (я 5) вещественно-аналитичны;

С Ц) (У) dy Г и. (у) (1у Г цу (д) с1у _
3 I-« —у1я-1 3 |х֊дГ֊>4 3 |х —у!՞-1
/?Л Ял\о։ о։

Г ««у (у) ^у Г и] (у) </у х , ч

Di О1
где также вещественно-аналитичны, так как С ■ Ш1- -----та-

3 |х —у!"՜1
Di
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ц) (ff) dy 
Ix—yl՞-1

кая функция по теореме Леви (см. [8], стр. 61), а J 

я"\о’
аналитична в О'' очевидным образом.

Остальные выражения в 1) и 2) преобразуются таким же обра
зом. Для завершения доказательства теоремы 4.2 остается опреде
лить (х) (у£ Т, х£О") из следующей системы уравнений:

2 Лу Д'֊'' ш'(х)= & (х) (5 6^, х££>‘), 
ЛГ,

2 Л,уД'֊''+> «/(*)=&(*) (зС5։, х£Я*).
К7\

Здесь (& (з £ 5) — некоторые аналитические функции, получающиеся 
после описанных выше преобразований.

Эта система уравнений разрешима относительно Д'՜'՛ щ/ (х), 
когда у£ Т2 и ЬР~1'+1 иР (х), когда у£ 7\, так как матрица (А,у) (з£ 
65г, у£ Та) и матрица (Л,у) (з(;5г, у £ 7^) обратимы по утверждению 
2 теоремы 2.1.

Остается решить следующие неоднородные полигармонические 
уравнения:

Др-/' ш/ (х) =/2>. (х) и Др-/'+։ ш1 (х) = /։у'-1 (х)
с аналитическими в Оъ правыми частями. Аналитичность решений этих 
уравнений в И* может быть непосредственно выведена из аналитич
ности фундаментального решения и уже упомянутой теоремы Леви.

§ 5. Слабый асимптотический ряд для 
обобщенной функции

1°. Некоторые локальные оценки обобщенных 
функций.

Определение 5.1. Пусть М—целое число. Будем говорить, 
что набор (<рр) (р>0) функций класса С” (Т?я) образует ТУ-семейство, 
если

1. supp (<?р) с (х£7?я |р<|х|<3р}, при любом р>0
и

2. [£)’ Фр] (х) =О(рл,-1в|) (x£Rn) для любого мультииндекса 
“= («1,-• •» «п). Заметим, что {£>“<Рр] (р^>0) есть N 4֊ |а|-семейство, 
если {фр} (р^>0) есть TV-семейство.

Определение 5.2. Пусть Т — обобщенная функция в 2?я\{0) 
(в смысле Шварца). Будем писать

Г (х) = О (|x|N+J) (|х|{—*0), если

— <Z Т, <Рр> = О (р) (р -» 0) каково бы ни было 
РЛ

TV-семейство {фР}-

1077-4
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Это определение согласуется с обычным пониманием символа О, как 
показывает следующее простое предложение.

Лемма 5.1. Если, /-функция, непрерывная в и

1 . шах |/ (х)| = О (р^41) (р — 0),
р<|Л|<8р

или если функция / — локально-суммируема в /?л\{0} и

2 .— Г 1/1 (х)</х== 0(рЛГ41) (р—0), 
Рл л

то / (х) — 0(|х|"4։) (|х| -+0) в смысле определения 5.2.
Для доказательства леммы 5.1 нужно воспользоваться утвержде

нием 2 определения 5.1 лишь при |а| — 0. Однако доказательство 
следующего утверждения использует 2 в полном объеме.

Лемма 5.2. Если Т— обобщенная функция в /?п\{0} и
Т (х) = О(|хГ+>), то [£’ Т] (х) = О(|хГ֊|’1+>) (|х|-0), 

каков бы ни был мультииндекс а.
Доказательство. Пусть {<рР} — какое-нибудь П — |а|-семей- 

ство. Тогда
!-</)• Г, <рР>=-֊-<7’, (-И1'1/)’ ?р> = О(р), 
ря ря

так как {£>“ <рр) есть Л-семейство. Доказательство закончено.
2°. Мы здесь рассмотрим асимптотические разложения специаль

ного вида, нужные нам для дальнейшего. Можно было бы распро
странить вводимые в этом пункте понятия и на ряды более общего 
вида.

Определение 5.3. Пусть Т—обобщенная функция в Ял/{0), 
{/ зс \ 1
с* ( —)} (^ = — 4՝ — <7 + 1> • ■ •) — последовательность функций клас-

са С" (Еп). Предположим, что при любом П=—у, —у -}-1,...
л' / \

Г(х)֊ 2 |х|*с/А) = О(|хГ+») (|х|֊>0)
*- -ч \М /

в смысле определения 5.2. Тогда мы будем говорить, что

есть слабый асимптотический ряд функции Т вблизи нуля.
Следующая лемма показывает, что слабые асимптотические ря

ды можно дифференцировать почленно.
Лемма 5.3. Пусть У, |х1* с* (— ) — слабый асимптотиче- 

ь--п \!х|/
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с кий ряд обобщенной функции Т вблизи нуля; а — мультииндекс.

Тогда у. £>’ |х|* с* ( j~7 ) есть слабый асимптотический рял 
L \Ы /1

•к для D' Т вблизи нуля, точнее-.

»։ где {cp}p--i։i—некоторая последовательность функций класса 
) С' Csn՜') для p — —q — |а|, — q — |а| 4֊ 1,... и

2. 4֊<£>’Г- 2 ТЯ>=О(Р),

каковы бы не были N= —q — |а|, ••• и N-семейство {<₽₽}-

Доказательство. Существование функций ср следует из to
it го, что производная порядка |а| от однородной функции порядка k 

-> есть однородная функция порядка k — |а|. Пункт 2 есть непосред- 
э ственное следствие леммы 5.2.

3°. Теорема единственности для слабых асимпто- 
т тичес’ких рядов. Начнем с явного указания некоторого конкрет- 
н ного TV-семейства. Положим

{
2 ч

~ ~г----/|Р I о J ПРИ ' lxl — 2Pl < Р и
P — (|x|֊2p)։J

<Рр (|х| ) = 0 при I |х| — 2PJ > Р, где 
з

k՜1 = | f1՜1 exp J---------------- 1 dt.
J P1 1-(T-2)‘Î
1

Ясно, что <pP Ç C“ (Rn) (p 2> 0) и
a) supp (фр) с (xÇÆ'1 |p<|x|<3p),

oo

в) — С фр (r) r՞՜1 dr = 1 для любого p^>0,
P՞ J о

C) [D՝ Фр] (x) = O (p-M) (cm. [7], стр. 55).
Определение 5.4. Пусть E — относительное открытое под

множество сферы 5՞՜’. Обозначим через Хг произвольную функцию 
класса С“ компактный носитель которой содержится в Е.

Теорема 5.1. Пусть V |х|* с* ( — ) — слабый асимптотичес- 
*--ч \1х| /

кий ряд обобщенной функции Т вблизи нуля. Предположим, что 
Т (х) быстро стремится к нулю при |х| -*■ 0 вдоль конуса с основа
нием Е и вершиной в точке х = 0. Точнее
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к.Е (—Т (х) = О (|х|л’+։) при любом N — 0, !,•••, 
\|х|/

и для любой функции У-е, описанной в определении 5.4.

Тогда с*Л^) = О для -֊• £ E (k = - q, -q+1,-■ •). 
\|х|/ |х|

Доказательство. Пусть Y—какая-нибудь сферическая функ
ция. Положим

Легко проверяется, что {??, уу| есть ТУ-семейство в смысле определе
ния 5.1. Доказательство теоремы проведем по индукции относитель
но IV. При ^= —у имеем

А<г֊|х|֊’с_, хе<Р; _,> = о(Р)
Ря \|х| /

(мы воспользовались тем, что {Х^ <Рр, дЛ—также 7У-семейство); далее

= ±< т, >+ О(р).
р/։ г» Ч

Учитывая, что

запишем последний интеграл как повторный
ОО
Стр (г)г'1՜1 с1г (®) с-ч (ш) (ш) ^шл-1 = О (р)

Рл 3 Vо д"-։

(г = |х|, ш = —; <йол_։ — естественная мера на 5я՜1). Из свойства в) 

функций г — <рр (г) следует, что

Y(ш) [кЕ c-q ] (ш) </а)я_։ = 0.

Произвол в выборе функций У.е и У позволяет зак мочить, что 
с_9 (и) = 0 при любом ш^Е. Индукционный переход обосновывается 
аналогично. Если известно, что

с_, (ш) _ с_г+1 (ш)= • • • = c^_l (ш) = 0 на Е, то 

рТ< Т~ |Х|Л' CN (i^՛) ’ К N> = 0 (Р)»

■и так как по условию теоремы
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1 ;,л>=о(р),

т
Ч

то рассуждая также как выше, заключаем, что Сд, (ш) = 0 (о>££). Тео
рема доказана.

§ б. Доказательство основной теоремы

Iе. Однородные решения полигармонических урав
нений.

Лемма 6.1. Пусть т, 5— натуральные числа, тп > 2з. Пусть 
далее функция ст принадлежит классу С* (5П_1)- Если

Ь* I |х|т Ст (~ I = О ДЛЯ х £ /?я, то
I \|ж| /1

Ст (ш) = Ут-2։ (ш) (ш £ 5я՜1),

где У՛ — п-мерная сферическая функция порядка ].
Доказательство. По теореме Альманзи всякое решение II 

уравнения Д* £7 = О в R՞ представимо в виде

£7(х)- 2 |х|2*£7*(х) (х6Ля).

где £7*—функция, гармоническая в 7?я (см. [6], стр. 531). Поэтому для 
функции ст, удовлетворяющей условию леммы, справедливо следую
щее представление:

И" Ст = 2 |х|« £7* (х), 
4*1 /

где все функции £7* гармонические в R", следовательно

и„ (х) = 2 |х|' Г* (Ш) (х^п, ш= С 5я -1 
7-о \ И

где Ук — п-мерная сферическая функция порядка I. Значит при каж
дом «։ £ 5я՜1

Iх1՞'Мп՜՝) = 2 |х12А 2И'г? (“) = 2 2 Мг+2*х
\И/ *=0 1-0 :-ол=о

ХГ*(ш)=2|х|‘ 2 гя(ш).
1=0 Л.Ч-2к>0

Следовательно,
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ст («)— 2 Ут-м(®).
*.• т-։*>о

Лемма доказана.
2°. Теорема единственности для псевдопотенциа

лов Ньютона.
В этом пункте мы докажем теорему единственности для потен

циалов Ньютона в Д’1, близкую по духу к теореме'?! статьи [1]. Наше 
доказательство будет использовать некоторые факты, полученные в [1].

Теорема 6.1. Пусть /£Д(/гя), ш — функция вещественно
аналитическая в замкнутом круге Е — относительно откры
тое подмножество сферы 5я՜1; V — правильная мажоранта такая, 
что у 1о£ V (<) Л = — 5 — натуральное число;

о

Ф(х)=И [ / +^(х)1(хС^).
I 3 |х—уГ՜1 )

1у| 
Если

1. С1/1 (у) 4у < « (р) (0 < р <

1у|<р

2. ъ(гт)ф(*)I = 0(М*+1) (1*1-*°’ V = 0’ 1’-• •)
\|*1 / 1 

для любой функции У-е, описанной в определении 5.4, то суще
ствует < т} такое, что / (у) = 0 при почти всех у^О^՛, а

зирр (Ф) С [х £ ЯЯН < |х|).
(Определение правильной мажоранты см. в п. 1° § 1).

Доказательство. Из условия 1 теоремы 6.1 следует, что

֊ С С !(3} ?, - а м”՛’-(гт)| <'«=о <?'’*’) (б-к 
р\м.,|х-у| --

для П = О, 1, 2, • • •, где

/ X \ С ^т+П (СОВ (Х> Я}} £1 !£.Ся1(гт)= , т+п , /(уНу> (6-2)
\|х| / 3 |у|т+я-1

<Я<ч
а рс^+О— многочлены Гегенбауера. Вывод этого соотношения дан в 
работе [1] (см. § 5, лемма 1). Из аналитичности функций ш в шаре 
Д’1 следует существование последовательности функций, ве
щественно-аналитических на 5я-։ и числа т} таких, что 

т-0
(6.3)
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равномерно в £>т՛' и

Пт [тах |то* («)|]1/*<Г — (•*)' > 0).
*— 1 V

(6.4)

Сумму Г ~~ + » (х) обозначим через Т (х). Из определения 
J |х —^г՜1

слабого асимптотического ряда (см. леммы 5.1 и 5.2) следует, что ряд

£ д4|хГ (Ст + шт)/2Е.М
т-0 1 хкИ

Ст + Мт на £Л՜1).

«сть слабый асимптотический ряд для функции Ф = Л։ Т вблизи нуля. 
По лемме этот ряд имеет вид

|х|т ат 
т- — 2։

Из теоремы единственности слабо асимптотических рядов 5.1 и из 
условия быстрого стремления к нулю функции Ф вдоль множества Е 
следует, что

ат (ш) = 0 при любом ш £ Е и тп> — 2$.

Функции ат, очевидно, вещественно-аналитичны на сфере

как таковы и ст и ш«։. Поэтому ат (ш) = 0 при 

т > — 2я, значит, Д* 

любом х£Кп. По лемме 6.1

|х|'п+* ап + 2. 0 (см.

любом

лемму

5я՜1, так 

ш £ 5я՜1 и 

5.3) при

ат (ш) = 2 Ут—2*(ш) (л1>2з; ш^З'1՜1),
*=о

где У) — л-мерная сферическая функция порядка у, то есть
<г

Ст (ш) = Мт (ш) + 2 Ут-Н (<“)•
*-0

Умножим последнее тождество на какую-нибудь п-мерную сферичес
кую функцию У и проинтегрируем по 5я՜1 относительно естественной 
меры </ч’я-ь При достаточно большом т՝. т^> М (У) получим

(У) = I Ст («) У (ш)бАиЛ-1 = I Мт (<») У (°0
4л-1 $л-1

а

так как функция У ортогональна 2 Ут-2*, если т достаточно ве-
*-о
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лико. Из только что полученного равенства и из оценки (6.4) для 
гит получаем такую же оценку для </«■ (У). А именно

7]

Повторяя рассуждения, проведенные на стр. 91 и 92 статьи [1], 
мы выводим теперь из этой оценки, что / (у) = 0 при почти всех 
у^Р*. А это означает, что Ф—аналитическая в 2Х, следовательно 
Ф==0 в £>’!'.

Теорема доказана.
3 . Доказательство теоремы В. (формулировка этой тео

ремы была дана в п. 1°, § 1).
Если I/ (х, *)— решение р-гармонического уравнения в полушаре 

А*., принадлежащее классу №₽ (К*), то по теореме 4.1 данные 
и, (з 6 5) выражаются через данные и/ (/ £ Т) на О!‘ следующими 
равенствами:

ФДх) = 3 Л,;дя> [ Г “у(у)^+™у(х)| (з€£), 

ф,(х)= 2 I Г Цу (у)^х+ «,/(х)1 (з65х), 
/ег, . (* —У) J

(6.5)

(6.6)

где п,= р —когдаГ2 и П]-р — когда /6

а (х) = Д* п5 (х) — 2 Д 7 и; (х). (6,7)
У6Г

Из условий 1 и 2 теоремы В, применяя леммы 5.1 и 5.2, получим 
(в смысле определения 5.2) из (6.7)

ФЛх) = 0(|х|"+։) (з65), ЛГ = О, 1,-... (6.8)
\|х|/

Далее, пусть

21*Г </«(֊) (/СП, 
гп~0 \|х| /

где
Р„+1) (сое (х, у)՝) 

|у|т+я-* И/ (у)

асимптотический ряд функции вблизи нуля. Ясно, что
(см. (6.5))

2 |х|т 
т—0
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где
ат (ш) = ст <'") + wm (Ш) (“ 6 •S'1՜1, j € Л (6.9)

՛) (по поводу перехода от а к а см. лемму 5.3), является слабым асим- 
п птотическим рядом для обобщенной функции Ф, (з £ 5։). Применяя тео- 
Ч рему 5.1 для каждого з£Е2 при условии (6.8) к ряду (6.9), получим

2 Ош (<») = о (ш^Е,; 5^; т = О, I,-.-). (6.10)
/ег,

Из аналитичности функции а'т (см. (6.9), (6.2)) следует, что послед
нее равенство сохраняется при всех Так как матрица (А,у)
(5^Е2, у £ Л) обратима по теореме 4.1 (см. утверждение 3). то 

ат (ш) =0 для ш^Е'1՜1 (у£ Г1։ т — 0, !,•••). Аналогично, из соотно

шения (6.6) получаем: а'т («0=0 для ш£5Л-г (у£ 7\, т=0, !,■••). Так 
что для всех у£ Т имеем

ат («О = 0 (ш^Е՞՜1, т=0, !,•••).

По лемме 6.1 для каждого у£ Т получаем

am(w) — (cm + Wm) (ш) =[Ym + Ym+2 + Уm+4 + • ■ •

----- И Ут+2лу] («») (m^ — 2nj),

где — п-мерные сферические функции, соответствующие индексу у. 
Далее, как это показывает ход доказательства теоремы 6.1, можем 
утверждать, что существуют числа ту, где 0 у j < такие, что

, " diU(x, 0) _ СЛП. .стUy(x) — ------- —---- — =0 для x^D И yt т.
dt1

А теперь вернемся к утверждениям (6.5) и (6.6). Они показы- 
вяют, что A՞5 Us (s £ Е) — аналитическая в окрестности нуля (точнее 

def
в D՝1, где ij = min Hj). Поэтому и все функции п$($£Е) аналитичны

в окрестности начала. Из условия 1 теоремы В легко заключить, на
пример, применяя теорему единственности 5.1 к степенному разложе
нию функций us в окрестности нуля, что Us (х)=0 в окрестности ну
ля. Итак, все функции и* для к=0, !,•••, 2р—1 обращаются в нуль в 
окрестности начала. Следовательно, в силу „грубой теоремы един
ственности" (теорема 2, § 3), функция U тождественно равна нулю

Доказательство закончено.
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§ 7. Обсуждение вопроса о точности теоремы А

1°, В этом пункте мы покажем, что условие расходимости ин
теграла J log v (t) dt, участвующее в формулировке теоремы А, не 

о
может быть отброшено. Более того, справедлива следующая

Теорема 7.1. Пусть q — натуральное число, v—такая пра
вильная мажоранта, что функция—log v возрастает на полуоси 
(— оо, 0) вместе со всеми своими производными до порядка q (мы 
считаем, что v — четная функция), и

У log и (/) dt^> — со. 

о
Тогда существует гармоническая функция класса С'1 (R2+) такая 
что

Am IJ
1. —- (х, 0)<и (х) (х£ R, т = 0, 1,-• •, 9 — 1), (7Д),

дут
2. U (х, у) ^0 в R2^.

Для построения такой функции U докажем следующую лемму.
Лемма 7.1. Пусть q — натуральное число, ф > 0 — четная 

функция класса С՜՞ (Л\{0})։ возрастающая на полуоси (—ос։ 0) 
вместе со своими производными до порядка 9, и пусть

J ф (х) dx < со. 

— ео

Тогда, если

F (г) = — С *-(х) dx (Im z > 0),
14 J X — 'z 

-----00

то при любом m = 0, 1,- • 9 — 1 функции
4-00 

Я") (z) = Г <*) dx 
ni J (x — z)m+1

непрерывно продолжимы на множество Я\{0} и при t 6 R; t^O; 
т — 0, 1, • • •, 9 — 1 l/W (f)| 4$ с՞1 - для некоторых ст.

Доказательство. Пусть z = t -J- iy (t^ /?\{0), у > 0). Имеем.
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ч где

Л (а, Ь) = Г (х) ■ (к = 1, 2, 3).
J (х—г)т+1а

Интегралы и /։ оцениваются сразу, так как при ( — <х>, — )

/ з \ I
или (-—<,+со ) имеем Iх—г|^>-—, следовательно 

֊ 2 / 2
1 V" аег С1,3 

|<2”“^]» <*> “*=<7-2’

— л
Чтобы оценить ]2, представим его в следующем виде:

Нетрудно установить интегрированием по частям,что из монотонности

ф՛^ и конечности интеграла ф (х) (1х, следует оценка 
о

Далее, так как <1 при гд, то для

(7.3)

х— I /2 имеем

1/2К—------- фС»*։)/—< с” (7.4)
721 (т +1)1 \ 2 / Нт+1

•см. (7.3).
В оценке (7.4) мы учитывали монотонность ф^т + ։\ Для того 

чтобы оценить сначала вычислим следующий предел:
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f _ f\* def
lim —------- dx = a* (z = t + iy). (7.5)

0-0) J (x—z)m+1 
t 
2

Имеем,
(x-<)*=£ Ci (x-z)*֊'(z-t)'. 

j-0

(при з^>0 множитель (т'у)* обеспечивает бесконечную малость з-го 
слагаемого).

Если к — т, то нужно воспользоваться тем, что
3

2lim In у—О t
2՜ z

при z = t 4֊ iy.= 0

Следовательно

(см. (7.3), (7.6). Собирая полученные оценки для /и; /а, получим:

|Iim (z)| = |Л('П,| (t) -С i֊7
(Существование этого предела следует из хорошо известных свойств 
интеграла типа Коши).

Доказательство теоремы 7.1.

Пусть ф (х) = — log v (х), где v(x)= cn v ,(x); сл^ — доста
точно большая константа; N(9)—достаточно большое натураль
ное число. Положим
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; —- ^=~=-    . — ----- —:■ — г-_

Q (z)=exp { ֊ ֊ J '• dzX} {Im *>0) (7.7)

— м
и докажем, что Reel Q (z) или Im Q (z) удовлетворяют утверждениям 
1 и 2 теоремы 7.1.

Итак, при любом т = 0, !,-••, 9— 1 функция Q(m) (z) имеет вид 
> Q (z)-Hm (z), где Hn(z) есть линейная комбинация произведений функ- 
! ций вида

(«=<>,։.->J (х — г)л 

— во

и по лемме 7.1

|<?« «ко ® < -֊fe* и"’®-
Так что при достаточно большом N^> N (?) получим

iQt՞1) (?)| v (f) для любого т = 0, 1, • - •, Ч — 1- (7.8)
def

Следовательно, для Reel Q(mJ (z) = U (x, у) имеем
dm U (t, 0) < |Q<-) (0| < v (0 (т = 0, 1, ■ • •, 9-1).
оут

Теорема 7.1 доказана.
2°. В этом пункте мы установим, что теорема А неулучшаема 

еще и в том смысле, что нельзя в ее условиях уменьшить количе
ство данных Коши, от которых требуется малость вблизи нуля. Если 
освободить от требований малости хотя бы одну функцию из состава

v („ dU <РР֊' U )данных Коши IU, ---- .•••,---------->, то решение соответствующего
I dt дрР-1 }

полигармонического уравнения может оказаться нетривиальным, даже 
если все остальные данные тождественно равны нулю в окрестности 
нуля.

Теорема 7.2. Пусть к0 и р—натуральные числа; 0 <2р.
Существует функция U^0 класса С°° (Rn^) (являющаяся регу
лярным решением) такая, что при 8 0

д“ U}x' о) SO(fc = O,l,-,4o-lAH-,2H)- (7.9)
dtk Di

Доказательство. Для определенности предположим, что 
исключительное значение к0 — четное число, то есть A0=2s0. Пусть 
f — ненулевая финитная функция класса С" (R՞), сосредоточенная в 
кольце £)2։\DS.

Искомую систему данных Коши с условием (7.9) по
строим следующим образом:

' . •՛ • ■ 

.
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£/2*4-1 (х) = с24+1Л^։/(х) (хе/?л> Л = 0. 1,---,2р-1), 
тде константы 02*4-1 будут выбраны 4чуть позже, а данные ид, где 
1с-= о, !,-••, р — 1 определим с учетом замечания к теореме 3.2, 
устанавливающей зависимость между данными Коши, обеспечивающи
ми разрешимость задачи Коши. А именно, пусть — преобразование 
Фурье функции и,. Выберем функции иг* так, чтобы

|о|՜2* ад* (а) — | 2 Лд, 2/4-1 |’|-2у®2/41 (3) I |«|“։ . (7.10)

I /-о 1

Здесь (А2*.2/4-1) (А,/ = 0, !,•• •, р —1) — матрица, участвующая в со
отношении связи (2.3) теоремы 2.1. Легко видеть, что правые части 
равенств (7.10) совпадают с

■р—։ ] А
2 Аг*,2/4-1 02/4-1 Н/ (а) (к = 0, 1,- • •, р — 1). (7.11)

./=о '

Если мы положим иг* = 0 при А=^=зй, а постоянные 02/4-1 определим из 
системы

р-1
2 Аг*, 2/4-1 С2/4.1 = о*-*• (к = 0, !,-••, р — 1), (7.12)
/-о

то (7.10) будет выполнено при з = 0, з0— 1, з0-|-1,' ’ •> Р — 1. 
Наконец, положим

<™> 
Л |Х — р|я 1 

/?я

Очевидно, что (7.10) будет выполнено и при к — з0.
Разрешимость системы (7.12) следует из обратимости соответ

ствующей матрицы (см. теорему 3.1, п. 3°). По теореме 3.3 сущест
вует функция (Яя+1), удовлетворяющая уравнению и = 0
((х, /)^ Я^4՜1) и такая, что

<?* ^(х, 0) = (х) (Л = 0> 1։...2р_1։ х^п)

Функции и* (А=0, !,•••, 2р—1) по построению принадлежат С“ (/?"). 
Поэтому решение 1} (х, /) принадлежит классу С°° (Я՞4՜1) (см. [7], стр. 
30, замечание 1). Построенная нами функция и является регулярным 
решением р-гармонического уравнения в Яя+։ и не есть тождествен- 
ный нуль (см. определение функции иг^ (7.13), хотя и выполнены ра
венства (7.9). Теорема доказана.
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Ջ. Ա. ԱՌՈհՇԱՆՅԱՆ. Միակության եզրային թեորեմա պոլինարմոնիկ հավասարման Կոշու 
խնզրի լուծման համար (ամփոփում)

Այս աշխատանքում պոլիհարմոնիկ ֆունկցիաների համար հետազոտվում է հետևյալ հարցը, 
թե Կոշու տվյալները ինչպիսի արագությամբ պիտի նվազեն եզրագծի ֆիքսված կետին մոտե
նալու դեպքում (եզրագծի երկայնքով), որպեսզի հավասարման լուծումը լինի նույնարար գերու

Z. A. ARUSHAN1AN. A boundary uniqueness theorem for the solution 
of the Cauchy problem for polyharmonic equation (summary)

The paper investigates the rate of deci ease of the Cauchy data 
ди d2?֊1 и 1

и. --- ։ • • •, ---------- >
dt dpp-1 I

along the boundary sufficient for the solution of the Cauchy polyharmonic equation 
to he identical zero.
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