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В статье рассматриваются вопросы реализации булевых функций 
(б. ф.) в универсальных и неуниверсальных алгорифмических языках 
[1], или, что почти равносильно, в различных нумерациях рекурсив
ных функций. В этой связи сравниваются возможности реализации 
б. ф., с одной стороны, в сравнительно „богатых“ нумерациях, допу
стимых нумерациях по Роджерсу [2], и, с другой стороны, в сравни
тельно „бедных“ нумерациях, таких, в которых для всякой рекурсив
ной функции с заданным номером мы можем распознать, задает ли 
она (в естественном смысле) какую-либо фиксированную б. ф. или нет. 
Нумерации, удовлетворяющие некоторому условию только что упомя
нутого рода, будем называть булевски разрешимыми (точное опреде
ление будет дано ниже). Булевски разрешимые нумерации будем на
зывать регулярными, если для всякой б. ф. мы можем указать номер 
рекурсивной функции, которая вычисляет данную б. ф. При сравнении 
реализации б. ф. в универсальных и булевски разрешимых нумерациях 
обнаруживаются следующие два „эффекта“: „эффект сжатия объемов“ 
и „перекрестный эффект". „Эффект 'сжатия объемов“ заключается в 
том, что существуют б. ф., достаточно коротко кодируемые в нуме
рациях первого типа и достаточно длинно—в нумерациях второго типа. 
„Перекрестный эффект" заключается в том, что существуют пары 
б. ф., из которых первая кодируется значительно короче второй в 
нумерациях первого типа и значительно длиннее—в нумерациях второ
го типа. Мы будем изучать указанные „эффекты“ в связи с поведе
нием сигнализирующих функций, описывающих работу алгорифмов, 
вычисляющих б. ф. В дальнейшем, рассматривая поведение произволь
ной сигнализирующей Ф в смысле Блюма [8], мы будем иногда для 
краткости называть ее „время вычислений" или просто „время" (хотя 
на самом деле в роли Ф может фигурировать любая 'сигнализирую
щая). Сравнивая реализацию б. ф. в разрешимой и допустимой нуме
рациях и говоря при этом о поведении сигнализирующих или о вре
мени вычислений, мы будем всегда подразумевать, что эти характе
ристики рассматриваются по отношению к допустимой нумерации. 
Поведение сигнализирующих функций по отношению к разрешимой 
нумерации нас, как правило, интересовать не будет. (Если с регуляр
ной булевски разрешемой нумерацией ассоциирована некоторая сигна
лизирующая функция („времени"), то, как нетрудно убедиться, можно
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указать общерекурсивную функцию, которая для всякого п мажори
рует „время" вычисления всех б. ф. от п аргументов схемами мини
мальной сложности, или ина ։е говора, б. ф. в регулярной булевски 
разрешимой нумерации, так сказать, „предсказуемо вычислимы"). Мы 
покажем (теорема 1), что существуют конструктивные последователь
ности б. ф., на которых при наличии „э рфекта сжатия объема" время 
вычислений остается на некоторых булевых векторах достаточно боль
шим. Вместе с тем (при некоторых ограничениях на допустимые ну
мерации) оказывается (теорема 2), что существуют такие конструк
тивные последовательности б. ф., на которых, при наличии „эффекта 
сжатия объема“, сложность схем в допустимой нумерации, вычисляю
щих б. ф. этих последовательностей и время их вычислений могут 
быть ограничены независимо от заданной степени „сжатия объемов". 
В отношении „перекрестного эффекта" мы опишем (теорема 3) две 
псевдопоследовательности*  (3], [4] б. ф., для которых имеет место 
„перекрестный эффект", такой, что удлинение кодов в допустимой 
нумерации сопровождается также существенным увеличением времени.

* Для читателя, незнакомого с терминологией конструктивной математики от- 
метим, что понятия псевдопоследовательности и псевдофункции приблизительно со- 
ответствуют применяемым в классической математике понятиям последовательности 
и функции.

Основное содержание статьи относится к такому определению 
вычисления б. ф. в заданной нумерации, при котором каждая частич
но рекурсивная функция (чрф) может определять не более одной б. ф. 
(2-вычислимость). В заключительном разделе статьи рассматривается 
иное определение вычисления б. ф., в соответствии с которым фикси
рованная чрф может одновременно вычислять различные б. ф. разных 
размерностей (1-вычислимость).

1°. Всюду далее чрф есть сокращение для выражения „частично 
рекурсивная функция", орф — „общерекурсивная функция", б. ф.—„бу
лева функция", н. ч. — „натуральное число". Определим н. ч. как 
слова в алфавите {0,1} так, как это сделано, например, в [5]. Булевы 
функции и связанные с ними понятия, здесь не определяемые, будем • 
понимать как в [6] (в частности, понятие б. ф. рассматривается как 
частный случай понятия н. ч.). Длину н. ч. х будем обозначать через 
1(х). Размерность б. ф. будем указывать верхним индексом: так, 
если Г есть б. ф. размерности п, то будем писать /Гл наряду с Г. 
Если А есть конечное множество н. ч., то через (1(А) будем обозна
чать мощность этого множества. Если М — множество б. ф., то через 
Мп будем обозначать множество б. ф. размерности п, принадлежа
щих М. Пусть ։ и р — какие-либо псевдофункции ([3], [4]), опреде
ленные для н. ч. и принимающие в качестве значений также н. ч. Че
рез а(л)—► со и <*(п)<Р(л)  будем обозначать соответственно сужде
ния:
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У/т^к (п^> к => г (л) 2> т)
и ></=> i(n)< (1-п2-т) ? (л)).
Пусть Р—одноместный предикат, допустимыми значениями переменной 
которого являются н. ч. Посредством у л Р(п) будем обозначать 
суждение 3& ул (л к z> Р(п)). Через Dx будем обозначать множе
ство, имеющее номер х в канонической нумс рации конечных множеств 
([21, 1?1 )• Говорим, что чрф а 1-вычис\яет б. ф. Гл, если для всех н. ч. 
х длины л выполнено я (х) — Fn (х). Говорим, что чфф а 2-вычисляет 
б. ф. F, если для всех н. ч. х длины л а (х) = F(x) и а (х) — 2 для 
всех н. ч. х с длиной, отличной от и. (Заметим, что формулируемые 
ниже утверждения сохранили бы свою силу и при несколько более 
общем определении 2-вычислимости, а именно, мы могли бы опреде
лить 2-вычислимость, например, следующим образом: пусть g— ка
кая-либо фиксированная двуместная чрф; говорим, что я 2-вычисляет 
/* я, если я (х) = Fn (х) при I (х) — л и я (х) = g (л, х) в противном 
случае). Про нумерацию ® чрф говорим, что она булевски разрешима, 
если существует такая орф f, что для любого н. ч. / и любой б. ф. F 
оказывается: 7 (г, F) = 0 в том и только в том случае, когда <pz 1-вы- 
числяет F. В дальнейшем предполагаем, что ^-фиксированная булевски 
разрешимая нумерация. Для простоты изложения (при этом мы несу
щественно теряем в общности) будем предполагать также, что в <р 
2-вычисляются, а следовательно, и 1-вычисляются все б. ф., т. е. для 
любой б. ф. F в ф имеется функция, вычисляющая данную б. ф.

С классической точки зрения определение
- I min { »ф (1)|ф, вычисляет
*ф(л)= < у

( 0, если F не б. ф.

Зафиксируем некоторую допустимую в смысле [2\ нумерацию ф 
Пусть заданы меры объема sp и з^; для нумерации ф зафиксируем кон
структивную последовательность Ф сигнализирующих [8]. В п.п. 2 и 3 
мы будем рассматривать, соответственно, свойства 2-вычислимости и 
1-вычислимости. В приводимых ниже определениях под вычислимостью 
б. ф. будем понимать соответственно 2-вычислимость для п. 2 и 1-вы
числимость для п. 3. Через s<j, (соответственно зт) будем обозначать 
псевдофункцию*,  такую, что для любой б. ф. F и любого н. ч. 
cs+(F) -—с в том и только в том случае, когда =
вычисляет /) &^с' (с' < с э ПН*  (зф (г) = с'&ф/ вычисляет F) и, кроме 
того, если F не есть б. ф., то s^(F) = c равносильно с = 0.

Пусть 5 — некоторая орф, t — н. ч., ф — нумерация, Зф и Ф — со
ответственно мера объема и последовательность сигнализирующих, 
ассоциированных с ф. Говорим, что б. ф. Fn (5, t) — неулучшаема в 
(ф, Зф, Ф), если у'*  (Gty М < 5 (5ф(/7))&фг вычисляет /) = ~] ~|3Х 
= т &Ф*(х)  > t). В дальнейшем мы будем говорить, что F (t, t)— не-

может быть записано в виде:
F), если F—б. ф. :• 1
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улучшаема, подразумевая, что Г(&, <) — неулучшаема в (|, Ф).
Пусть Вф (соответственно 8Д есть орф, такая, что Аф (*)={։  |з>(/) <&}. 
Говорим, что мера объема з монотонна, если для любых н. ч. ։, /, к, I 
таких, что Л</, ։'€ А(») • / С А (О оказывается ։</ (здесь р есть орф 
такая,՜ что^для всякого т и для всякого'л имеет место т££>р(Л)=з(т)=п). 
Меру объема з будем называть стандартной, если у/(з (Г) = /(/)). Лег
ко видеть, что всякая стандартная мера объема монотонна. Если 
П_ некоторое рекурсивно перечислимое множество б. ф., то через Шп
будем обозначать псевдофункцию, удовлетворяющую условию: если Пя 
не пусто, то Шп (л) = шах зД/’’), если Пл пусто, то Шп(л) —0. Гово՜

1 Л=пл
рим, что орф 8 совместима с нумерацией 9 относительно меры объе
ма зт, если существуют рекурсивное множество П такое, что <1 (ПЛ) — 
неограниченная и неубывающая орф, и конструктивная последователь
ность Г б. ф. такая, что Гя имеет размерность п, для которых вы
полнено ДШп(л))<зФ (Гя). Про рекурсивное множество П б. ф. и 
последовательность б. ф. /*,  удовлетворяющих только что указанным 
условиям, будем говорить, что они удовлетворяют условию совмести
мости орф 8 с нумерацией <р относительно меры объема зт.

2°. В этом пункте мы будем рассматривать 2-вычислимость б. ф.
Теорема 1. Для любых орф /, Л и Е существуют конструктив

ные последовательности б. ф. ГЦ'1' и н. ч. я*  такие, что для всех к 
вычисляет Г*' 1 и

(а) У»(/(5ф(ял)<зт (/ ”))>* *
(б) уу г(5ф(я)<« (зф(г))  & (Фх вычисляет “| ПЯх (/(х) = 

= Л1  & (х) > Л (т))).
* *

* *
Доказательство, (ср. [13], теорема 1). Не нарушая общно՜ 

сти, можем считать, что Е и /— неубывающие орф. Зададим трехме
стную орф / инструкциями. Для вычисления I (к, х, у) мы поступаем 
следующим образом. Вычисляем Су — 6(0^ ) 4՜ </(А_ (/(,ф (у))»).
Пусть двухместная орф V такова, что У/уц (22՜ (у՛֊) > Су) & (։ ] о
=> Иу, ։)<Чу» /))•

Из М, (у, д) (здесь М— множество всех б. ф.) выберем б. ф. 
/•(у. *)  такую, что выполнено: 1) € Аф(Е(5ф (у)» & р, вычисляет
/»(у. *)  о “] ух(/(х) = у(у, к)՛ => Ф<(х) <Л(у(у, к)) и 2) Г*  не вычи
сляется ни одной функцией такой, что (/($.,, (у»). Выбор подоб
ной функции возможен, поскольку количество б. ф. в множестве 
Л/,(у,*)  больше, чем Су; с другой стороны, условие 1) исключает не 
более (Аф (Е (у»)), а условие 2) исключает не более </(А. (/(^(у)») 
б- ф. Далее, для х с I (х) = у (у, к) полагаем / (к, х, у) = /•*  (х) и 
равной 2 для х таких, что /(х)^у(у, к).՝^ По теореме о рекур
сии существует такая орф 9, что для любых к и х -ре <*)  = I (к, х, 9 (к)). 
Нетрудно убедиться, что для б. ф. /;(’(*><*)(£  =1, 2,...) выполнены 
условия теоремы.
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Пусть Ф и 0 — нумерации и у — неубывающая орф. Говорим, что 
9у-сводится՜ к ф, если существует орф 3 такая, что у/(Фз</) = ®։) & 
& I (Р (^))~ (А)). Говорим, что Ф у-оптимальна, если любая нумера
ция у-сводится к Ф. Нетрудно убедиться, что для любой допустимой՜ 
нумерации Ф можно указать орф у такую, что ф у-оптимальна. В слу՜ 
чае, если для у выполнено ус (у (Iс) <у (/)) и и (некоторая адди
тивно оптимальная нумерация одноместных чрф)՝ у-сводится к Ф, то, как 
нетрудно убедиться, ф у-оптимальна.

Теорема 2. Пусть ч"есть неубывающая орф и ф—/-оптималь
ная нумерация. Тогда существует орф А такая, что для любой 
°РФ / существует конструктивная последовательность б. ф. Е*  * 
и конструктивная последовательность н. ч. д« и константа С 
такие, что для любого к функция ф?д вычисляет Е™*  и

(1) ЛМ<7П<МЛ),*
(2) у а(А) + с),
(3) V  (/(х) - т  зэ Фв< (х) < А(т)).* * *
Лемма 1. (Эта лемма есть слегка модифицированный вариант 

леммы Я. М. Барздиня ([9], гл. 1, § 4, лемма б)). Если нумерация ф 
ч-оптимальна и ч — неубывающая орф, то "для любой конструк
тивной последовательности А орф существует константа С и 
последовательность а н. ч. такие, что

V*  (Ч(0А) - фОА) & 1 (аА) < У (I (А) + С).
*

Доказательство л|еммы. Пусть А — некоторая четырех
местная, универсальная для трехместных чрф функция и В — трех
местная чрф такая, что для всех в, х, у, х выполнено В (25 (2х + 1)— 
-»- 1, у, г) = А (з, х, у, г). Как известно, чрф В, получаемая таким 
образом, является аддитивно оптимальной для трехместнЪ1х чрф и для 
любой трехместной чрф Ь может быть указана орф б и константа С 
такие, что \fnxy ((В(</(п), х, у) = Ь (п, х, у)), уп (</ (п)£> п) и 
уп (I(б (п))</ (п)+С). Из у-оптимальности ф имеем 3Рупх (В(п, п, *)=  
= ф(Р(п), х) & I (р (п)) < у (I (п)). Из аддитивной оптимальности В имеем 
3д3СуА(В(д(А), п, х) = ф (А*  (Р (и)), х) & I (д (к)) < I (к) + С). Для 
Пк= У {к) имеем ф(Р(д(А)), х) = 5(д(А), д (А), х) = ф (А» (Р (д (А))), х). 
Из у-оптимальности ф, аддитивной оптимальности В и того, что у по 
предположению неубывающая и уА(д(А)>А) имеем требуемое: 
/(р (ч (А)) ~ у и(<7 (А))) у (/ (А) + С). Нетрудно убедиться в справед
ливости следующей леммы ([7], § 9.2, гл. IV). • ՛

Лемма 2. Для любой допустимой нумерации ф можно ука
зать орф В, удовлетворяющую следующим условиям.

(1) ухх(фв(х, ։) = фД,
(2) Ахде^г, (В (хр = В (х։, х։) = хг = х։ & хх = х2,
(3) для любого н. ч. т можно указать такие х и г, что 

В (х, г) = т.
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Доказательство теоремы. Пусть фиксированы некоторые 
нумерации л-ок н. ч. (я = 1,2,--)> причем для нумерации пар выпол
нено: ухдб(/(<х, у»<1(у)+С) (мы используем символ <> [2] 
для обозначения кодов /1-ок и буквы к։,•••, кЛ для инверсных функ
ций нумераций п-ок, т. е. таких, что уу (у = <л(»),-•’> Су)»-
Определим одноместную орф а, принимающую каждое натуральное 
значение бесконечно много раз. Определим также двухместную орф - 
такую, что

(’(«». 0) = «»)&¥(/(։</=’"(°’> /)<-(»>/))&
& (в (у) = «> = 3» От = х («*•  0))-

Пусть I — чрф, определяемая следующими инструкциями: для 
вычисления Ц/, х, г) вычисляем сначала ф/(5ф(г)), затем (если про
цесс вычисления (г)) закончился) по тройке <^г, г, Ф/ (5и(г))^> = г41 
находим рр[2гт<®’р> е?/иф(ж)»)]. Из множества М.^ (здесь
М — множество всех б. ф.) выберем б. ф. Р {Р — р1, х) размерности 
•։(», р) такую, что Р не вычисляется ни одной фу с /£ 
положим /(/, х, г) равной Р, если /(х)=т(ш, р) и двойке в про
тивном случае. Вследствие допустимости нумерации ф существует 
двухместная орф г такая, что /(/, х, г) = фгц, х) (х). Пусть далее 
В—функция, удовлетворяющая условию леммы 2 для нумерации ф, и 
пусть б — орф, такая, что уу (С (у) = В (к, (у), к8 (у)). Как следует из 
свойств В, функция б есть орф, взаимно-однозначно отображающая 
натуральный ряд на себя. Через R обозначим нумерацию такую, что 
для любых у и / будет /?у(/) =г(б(д), /). Применим лемму 1 к после
довательности орф R. Тогда существует одноместная орф а такая» 
что всегда ф0 (у) = фяу (<։(>■)) и 1(а (у)) < *(1(у)  Р с). Пусть ։ таково, что 
ф—= /. Рассмотрим последовательность функций R<7 к . По предпо
ложению, сделанному про функцию пересчета пар <^^>, имеем 
Ясу&(/(<^ Л >)< / (А)-р С). Обозначим а«։, А» через д*.  Не
трудно убедиться, что для б. ф. и н. ч. ук (к = 1,2, - - -) вы
полнены условия (1) и (2) теоремы.

Определим функцию А. Зададим процедуру вычисления А в точке 
и. Найдем такие ши/, что п = Г). Пусть я»1։ и такие
н. ч., что ш = ш2, ш։^>. Найдем у такое, что б(д) = ш1. Да
лее, если

ш» = а(у) и ш3 = ФШ։(5ф(«>։)) и ^[2г<՝г''”>с/(/),рФа,1(г1( („,„))], 

то полагаем А(л) ==шахФ®։(х), и полагаем А(л) = 0 в противном слу- / (х) —п
чае. Нетрудно убедиться, что А искомая. Теорема доказана.

Для иллюстрации теоремы обратимся к языку машин Тью
ринга^. т.). В [10] на основании результатов из [11], было по
казано, что нумерация м. т. с числом внешних символов, рав
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ным к (гл. т. упорядочены по возрастанию числа вяутренни.: состоя

ний), является »-оптимальной, где •/ (/) — ———I, и эта оценка непони- 
к -• 1

жаема из мощностных соображений. Если в качестве допустимой ну
мерации в тгэрамз 2 рааал 1грхзаггзя нумерация м. т., то, как сле
дует из теоремы, оценки для м. т., коротка кодирующих б. ф. по 
сравнению с некоторым булевски разрешимым языком, асимптотически 
наилучшие, причем при некотором общерекурсивном ограничении на 
время их работы.

Теорема 3. Пусть орф а созчестима с нумерацией ® отно
сительно меры объема з., ф— аддитивно оптимальная нумерация 
и 5^ —стандартная мера сложности. Тогда для любых орф Е, /, Л 
{где для всех л; (л) > л) существуют псевдопоследовательности 

и б. ф. и г*  н. ч. такие, что для всех к'Ь1к вычисляет 
СГ’ и

И г
(б) /(зф)г))<7 Ф(ГГ‘),*
(в) Р"“ —0< Л (шахФ,Дх))) — неулучшаема.

2 (х)^=

Замечание 1. Теорема осталась бы верной, если бы про ф мы 
предположили, что она равномерная нумерация [10]. (в [10] опреде
ляется понятие 7-равности нумерации, равномерной мы будем назы
вать такую нумерацию, которая у-равномерна для некоторой 7), и 
5:— произвольная монотонная мера объема.

Доказательство теоремы. Пусть рекурсивное множество 
б. ф. П и последовательность Р б. ф. удовлетворяют условию совме
стимости орф а с нумерацией ? относительно меры объема з?. Через 

будем обозначать чрф, связанную с чрф 6 соотношением с՜1 (л) => 
= ՝;-т [с (ла) > л]—1. Так как по предположению £(л)^>л для всех л, 
то ;_|(л)<^л и ; (л)) и. Пусть *։ и ч, — произвольные неограни
ченные и неубывающие орф. Определим возрастающую последователь
ность н. ч. л. Для всякого к т, — |мп[/(/(к) 4֊ ч1 (&)) <^?՜’ {I (у (т)) — 
— 4)—ч։(&)] (здесь 7 — орф такая, что 7 (л) = </(П,)). В силу адди
тивной оптимальности нумерации ф выполнено КФ։*  вычис
ляет Р՞*)  &(/(**)  I(к) 4- С։). Определим последовательность R б. ф. 
Пусть Н—орф такая, что для всех л: если л = л» для некоторого к, 
то Н (л*)  = А (шах (шах Ф/. (х))) и /7(л) = 0 в противном случае.

/<» I
Пусть далее есть рекурсивное множество б. ф., удовлетворяющее сле
дующим условиям: если я = л*  для некоторого к, то С^Пк есть мно
жество б. ф., мощность б (<?„,) которого удовлетворяет условию 
I (б (0пк) = ; 1 (/ (7 (л»)) — 4) — ч4 (к), и с П„А и б. ф. из <2„л „не 
вычисляются функциями фг с г < Т за время, меньшее, чем Н{т,)и, 
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т. е. для б. ф. Е из выполнено: ух (х < 7 (п*)/2  & ф, вычисляет 
£ тз ~]ух (I (х) = п*  Фл (х) < Н(п*)).  Построение такого множества 
возможно, поскольку количество б. ф. в множестве П„։ равно 7 (п4), 
с другой стороны, условие невычислимости их функциями с номе
рами х<7(л*)/2  за время, меньшее, чем Н(п,), исключает не более, 
чем 7 (п*)/2  б. ф., и, кроме того, из I («/((?«»)) = 5՜1 (7 ('[ (д*))  — 4) — 
— ч։ (£) < с՜1 (/(7 (п*))  — 4) <7(7 (п„)) — 4) имеем <7(<2л,) < 7 (п*)/2-  
Пусть /?**  есть псевдопоследовательность „самых сложных" б. ф. из 
СяА, т. е. таких, что Зф (/?**)  = шах Зф (Е). Из оптимальности нумера- 

евг"*
ции ф имеем зС2у*  (7 («/< $Ф (*̂)  -С 7 («7 (<2П*))  4*  Сг).

Пусть к0 = (к) > с1&.՝/2(к) >с2]. Для псевдопоследователь
ностей Т7*"*  = Еп1,++>'‘г С* 1* — /’****•  и у*  •= х* +>։ условия теоремы вы
полнены. Убедимся в этом. Пункт (а) выполнен, и в этом нетрудно 
убедиться.

Пункт (б). Имеем
У к (/ (зф (у*))  = / (зФ (х* +>.)) < / (7 (к + к0) + Сх) < / (7 (к + к0) +

+ ^(к + к0)) < Е՜1 (7 (7 (п*+*,))  ֊ 4) - V, (к) < I (<7 (<^+,.)) < (/7*).  
Пункт (в).

; (7ф (/=*'*))  = Е йф «??+V’)) <?(7 (^((2п.+Л։)) + С։) <

<'($֊1/(7 (л* +*,))  -4)-у։(*)  + С։)<Е(Е֊’(7(7 (л*+*.))-4))Х7(7( л*+„))-4)^ 
Так как мера объема Зф— стандартная, т. е. ух (Зф (х) = 7 (х)), то, как 
убедились, индексы х, объем которых (7 (х)) не более, чем в ; раз 
превосходит Зф (У7*),  ограничены числом 7 («л ь*.)  2; но по определению 
множества (?, все б. ф. из С2л41_Л։ индексами х<Д (пй ^)/2 „вычис
ляются не быстрее“, чем и, таким образом, функция
Е™*  — (Е, Н (пи)) неулучшаема.

3°. В этом пункте мы будем рассматривать 1-вычислимость б. ф- 
Легко видеть, что при переходе от булевски разрешимой нумерации 
<р к допустимой нумерации ф имеет место „сжатие объемов“. Действи
тельно, для всякой конструктивной последовательности б. ф. Е мож
но указать орф (т. е. указать номер орф), вычисляющую б. ф. после
довательности Е" для всех и, а следовательно, можно указать кон
станту С такую, что Уи(зф(^)<^ С). С другой стороны, так как 
нумерация у булевски разрешимая, то можно строить конструктивные 
последовательности Е" б. ф. таких, что з9(/'д) —♦ оо, и, таким обра
зом, для них будут иметь место „сжатия объемов“. Нетрудно убе
диться, что для 1-вычислимости справедливы дословные аналоги ут
верждений п. 2.

Как уже говорилось в начале этого пункта, если для конструк
тивной последовательности Р՞ б. ф. выполнено з9 (Рп) > д (п), где д 
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орф такая, что д (л) -*■  со, то для б. ф. ГЦ имеет место „сжатие объе
мов“ при переходе от нумерации к ф (для б. ф. конструктивной 
последовательности £я выполнено ^Сул (з*  (К) < С), и „степень 
сжатия объемов“ для б. ф. конструктивной последовательности £яза
висит от того, насколько „быстро растет“ функция д с ростом л. 
Дальше мы будем интересоваться временными характеристиками вы
числений конструктивных последовательностей б. ф. и, в частности, 
тем, насколько они связаны со „степенью сжатия объемов“. Двухме
стный предикат Р, допустимыми значениями аргументов которого яв
ляется н. ч. (напомним, что б. ф. рассматриваются как н. ч.), будем 
называть упорядочивающим б. ф., если:

(а) ул, для любой б. ф. Г от л аргументов, 3& (1<А:^2^)&Р(£’, к), 
(б) £3(1 < к < 21" &.Р (ГС, к) & Р(ГС, к) => ГС = К).

Например, предикатом, упорядочивающим б. ф., является предикат 
Ро, определяемый следующим образом: для всяких н. ч. к, п. и всякой 
б. ф. £ , Р0(Г , к) в том и только в том случае, когда мощность 
множества֊ б. ф. (7 от л ֊аргументов, удовлетворяющих условию 
[(зт (<7) < 3? (£")) V (з7 (С) = з. (£") & (С лексикографически предше
ствует £'Л)], в точности равна к — 1. Дальнейшие наши формулировки 
мы будем связывать с предикатом Ро, хотя они будут справедливы и 
для случая произвольного предиката Р, упорядочивающего б. ф. Так, 
мы будем называть орф ■[ следящей (следящей для конструктивной 
последовательности Г"), если уя (1 < 7 (л) < 22Я) (если выполнено 
У/пР0(ГС, 7 (л)). В последнем случае последовательность ГС будем 
называть 7-последовательностью. В [12], [2] строится “взаимно-одно
значное соответствие между .V и А/”, где П— множество н. ч., 
1Г° = ПИ1 (здесь СР — множество кортежей над И длины з, мы их

будем называть з-ками н. ч.). Натуральное число у, соответствующее 
л-ке н. ч. х1։ •••, хп, будем называть кодом этой л-ки и обозначать 
<*!,•••,  хя]>. АГ-тое н. ч. в лексикографической упорядоченности (на
помним, что н. ч. суть слова в алфавите {0,1}) длины п среди чисел 
такой же длины будем обозначать через хя. к (к = !,•■•, 2Л). Мы бу
дем использовать запись ! [д, л] для обозначения того факта, что чрф 
д определена на всех н. ч. длины п, и если I [д, л], то через [д, л] 
будем обозначать < 9 (хп, ։), • • •, д(х„ !гЯ)>.

Легко доказываются следующие леммы.
Лемма 1. Пусть орф я удовлетворяет условию (1фа </) (л) =

= ![ф/, л1)> тогда существует орф Н, для которой, выполнено:
(а) У(у7 (1 Фа (/) (л) => Фа (с (л) < Н([Ф/ , л])),
(б) Н—неубывающая и неограниченная.
Лемма 2. Пусть орф а удовлетворяет условию У^гУ/п (! ф: (л)= 

= ! [фа (/) л]), тогда существует орф Н, для которой, выполнено:
(а) уг’у; (1 [Фа (о , л] => [Фв (0, л] < Н(Ф/ (л))),
(б) Н—неубывающая и неограниченная.
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Из лемм 1 и 2 имеем
Следствие. Существует орф Н, удовлетворяющая усло

вию: для любой орф I такой, что всегда հ(ո)Հ2՜’ выполнено — 
если F" есть -(-последовательность, то

(a) vUVH!'' вычисляет F'h) =»3/ ('?/ = (Ф/ (л)<Л/([Ф/, п]))) .
(б) ՜\քյ ԱՓ/ = 7 Я' (¥«('?' вычисляет Fn)&[Q>i, л] Н (Ф (л))}.
Следствие, говоря в принципе, утверждает, что всякая когструк- 

тивная последовательность б. ф. вычисляется не за существенно боль
шее время, чем следящая функция для данной последовательности 
и наоборот. Чтобы убедиться в справедливо сти следствия, до
статочно опрзделить орф т։ и iit удовлетворяющие условиям 
лемм 1 и 2, такие, что ■։, по индексу z орф (в нумерации !/), 
вычисляющей б. ф. некоторой последовательности (если является 
таковой) выдает индекс орф, следящей для данной последовательности 
Fnn, о8 же делает обратное; если далее функции Н1 и Ht удовлетво
ряют утверждениям лемм 1 и 2 для орф <ղ и соответственно, то 
искомая функция Н может быть определена как max (/Հ, Н^.

Из следствия вытекает, например, что для всякой разрешимой 
нумерации f можно выбрать такую последовательность б. ф. F„, что 
при упорядочении б. ф. по сложности в ® номера Fn отличаются от 
номеров самых простых (относительно ?) б. ф. не более чем на 1, и 
вместе с тем время их вычисления в нумерации ՛!» будет превосходить 
время вычисления булевых функций, самых сложных относительно
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Z. Z. ՆԱԶԱՐՅԱՆ. Բուլյան ֆունկցիաների հաշվման բարդությունների որոշ համեմատա
կան բնոլթադրեր (ամփոփում)

Նկարագրվում էն <րԾավալի սեղմման էֆեկտը» և «հաչման էֆեկտը», Բողչան ֆունկցիա
ների իրացման ժամանակ ունիվերսալ և րոլլյան լուծելի ալգորիթմիկ լեզուներում,

Ուսումնասիրվում են նշված էֆեկտները կախված ալգորիթմների ժամանակային րնոլթա- 
ւլրերիցւ

G. A NAZARIAN. Sime comparative complexity characteristics of boolean 
functions computations (summary)

Cross effect' and “size shrinkage effect*  are described when realization of 
boolean functions in universal and boolean solvable languages are compared. The 
mentioned effects are considered from the point of view of computation time.
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