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НЕКОТОРЫЕ ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ СИСТЕМ 
УРАВНЕНИЙ СОСТАВНОГО ТИПА

В настоящей работе рассматриваются некоторые граничные за
дачи для систем уравнений составного типа первого порядка. Гранич
ные задачи ставятся в ограниченной области. Доказывается нетеро- 
вость поставленных задач и вычисляется их индекс. Нам удается так
же с помощью определения сопряженного граничного условия, данно
го в работе [6], построить сопряженные граничные задачи и сформу
лировать результаты в терминах сопряженных задач. Отметим, что 
граничные задачи для частного случая системы из двух или трех 
уравнений составного типа первого порядка в ограниченной области 
изучены в работе [8].

Отметим также, что метод исследования граничных задач для 
систем уравнений составного типа первого порядка, используемый в 
работе [8]. в применении к нашему случаю связан с рядом трудностей. 
В связи с этим, в работе предлагается другой метод исследования 
рассматриваемых задач.

§ 1. Постановка граничных задач

Через £> обозначим конечную область, ограниченную замкнутой 
гладкой кривой Г. Если / (л, у)— функция двух переменных х и у, то 
будем иногда представлять ее в виде / (я), где г = х -г (у.

Рассмотрим систему уравнений первого порядка, записанную в 
виде

их — А (х, у) иу- В (х, у) и = § (х, у), (1.1)
где А (х, у), В (х, у)—заданные в области О вещественные квадрат
ные матрицы порядка к, § (х, у)— заданная, а и (х, у)—искомая ^мер
ные вещественные вектор-функции.

Рассмотрим соответствующее системе (1.1) характеристическое 
уравнение

<1е1 (А — Х£) = 0, (1.2)
где Е — единичная матрица порядка к.

Предположим, что число действительных корней характеристи
ческого уравнения (1.2) и число линейно независимых действительных 
собственных векторов матрицы А (х, у) для всех точек области 2) 
равно т, где 0^т<^к. Тогда, следуя работе [8], мы можем систему 
уравнений (1.1) в области £> привести к следующему виду:
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«х — QiVy = Axv 4- Re (Bxw) +/,

WF— = >42v 4֊ B2w +C։ w 4- F,
(1-3)
(1-4)

где Qx — диагональная, a Q2 — квазидиагональная матрицы с элемента
ми на диагонали \(я),-.՛, >т (z); qx(z),---, qn(z) соответственно, 
причем /-j (я),՛--, 'т (я)—действительные функции, а |<?; (z)|<const<^l, 
/ = 1, - - -, п.

Поэтому в дальнейшем мы будем рассматривать систему урав
нений вида (1.3), (1.4), где Qp Q3 £ С; (£>4Т) (О О -С1), >51 (я), Вх (я), 
А2 (я), Вг (я), Ct (я) — матрицы-функции, принадлежащие классу 
С1 (D 4֊ Г) размерности (т, т), (п, т), (т, и), (п, п), (п, и), соответ
ственно, причем Аг (z) — действительная матрица: / (я)^С1 (2?4- Г)— т- 
мерная действительная, а / (я)£Ся (D 4՜ Г) {()<.«< min ч, ֊^֊^| —п~ 

мерная комплексная заданные вектор-функции; v = (v1։ •••, vm) — дей
ствительная, a w = (wj,‘ ■ •, wn) — комплексная искомые вектор-функ
ции из класса С1 (D) П С, (-0 4՜ Г).

В работе подробно рассматривается случай, когда Q — постоян
ная матрица, а область D — единичный круг. Но нетрудно будет за
метить, что полученные результаты справедливы и для <Л€С'(£>4- 
4֊Г)(0<*<1). А в качестве D можно брать любую такую область, 
что каждая характеристика системы (1.3) пересекает ее границу Г 
ровно в двух точках.

Проведем произвольный луч 10 с вершиной в центре окружности 
Г. Через Г/ обозначим ту часть окружности Г, которая заключена 
между касательными, параллельными прямой у 4՜ А/ х = 0 и имеет • об
щую точку с лучом, выходящим из центра окружности Г параллельно
прямой у 4֊ >ч х = О и образующим с 10 угол, не превосходящий 7՜

Граничная задача А. Требуется найти решение системы 
(1.3), (1.4), удовлетворяющее граничным условиям

vi |rz = 0, ։■=!,•• •, т, (1.5)

Re(Gw)|r = 0, (1.6)
где G (я) £ Сл (Г) — заданная матрица-функция размерности (п, п) с 
det G (я) =/= 0 всюду на Г.

Граничная задача В. Требуется найти решение системы
(1.3), (1.4), удовлетворяющее граничным условиям

= 0, ։ = 1,- • •, т, 
Г/

(1-7)

Re(Gw)|г = 0, (1.8)
где (я) — функции класса С1 (Г) для всех ։ = !,•••, ти /=1,•••,;։, 
остальные обозначения те же, что и выше.
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Гра’ничная задача С. Требуется найти решение системы 
(1.3), (1.4), удовлетворяющее граничным условиям

«/[г, = 0, / = 1,-• •, т, (1.9)

[Яо+Ке (ёи>)]г =0, (1-Ю)

где Н (г)—заданная действительная матрица-функция размерности 
(т, и), принадлежащая классу С1 (Г), остальные обозначения те же, 
что и в задаче А.

Имеет место
Теорема 1. Однородная задача А имеет конечное число ли

нейно независимых решений. Для разрешимости неоднородной за
дачи А необходимо и достаточно выполнение условий

т Р f ' m+л р р
V f j (z) vtj (z) dxdy ±Re J Fj(z) Vy (z) dxdy=0 (1.11) 

/֊"'+։ oJ
(/=!,•••, k'u),

где vo = (yi, i, • • •, VI, m+n) (z = 1,- • •, Aq) — вектор-функции (первые 
m компонент которых действительны), являющиеся полной линей
но независимой системой решений сопряженной к А однородной 
задачи А*.

Теорема 1 справедлива также и для граничных задач В и С.
Теорема 2. Индексы граничных задач А, В и С равны

* = ֊у [arg det G(z)]r 4֊ n, (1.12)

где символ [ ]г обозначает приращение выражения, стоящего з 
квадратных скобках, при обходе контура Г один раз в положи
тельном направлении.

§ 2. Исследование граничных задач А, В я С

Рассмотрим задачу Римана—Гильберта для эллиптической систе
мы, т. ё. задачу нахождения непрерывно дифференцируемого в обла
сти Л решения «/ эллиптической системы

“’Т — = В։ ш4֊ 4֊ В, (2-1)
удовлетворяющего граничному условию

Ее (<7 ш)|г = £, (2.2)
где £ (г) £ Са (Г) — заданная вектор-функция, остальные обозначения 
те же, что и в задаче А.

Тогда, как известно [1], задача (2-1), (2.2) нетерова, необходи
мые и достаточные условия разрешимости этой задачи, имеют вид
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^(?) + (8) = 0, /=1,- • р, (2.3)
где 7У։, • • •, — линейно независимые непрерывные функционалы на
пространстве С, (£> + Г), а Мг, •••, Мр — непрерывные функционалы 
на С« (Г). Общее решение задачи (2.1), (2.2) представляется фор
мулой

■ш = КГ + М% 4- 2 с/ ш°, (2.4)
/=։

где Шр•••, — полная система линейно независимых решений одно
родной задачи (2.1), (2.2), с։,•••, сч— произвольные вещественные 
постоянные; К—вполне непрерывный оператор в Са (£>-}-Г), М—ог
раниченный оператор из Сл (Г) в Са (£> -ф- Г), а индекс задачи опреде
ляется формулой (1.12)

Известно также [2], что добавление в систему уравнений (2.1) 
членов вида К^ш, а в граничное условие (2.2) членов вида Яе (А72ш), 
где — ограниченный оператор в С, (£>-{- Г), а К3— вполне непре
рывный оператор из С« (£) -|- Г) в Са (Г), не меняет вышеупомя
нутых результатов.

Далее, как следует из работы [3] автора, граничная задача
Ух ֊ = Аи +/, (2.5)

и/|г, = ф» ,։ = !,•••, т, (2.6)

поставлена корректно, где ф = (ф։,- • •, фт) £ С1 (Г), остальные обозна
чения те же, что и в задаче А. Общее решение задачи (2.5), (2.6) 
выражается формулой

и = 77Ч-Рф, (2.7)

где N —вполне непрерывный оператор в Са (£>-(-Г), Р—ограниченный 
оператор, действующий из пространства С1 (Г) в Са(£>4֊Г), Т/ = 
= (ЛА,---, Л,/«),

(ПЛ) (х, у)=—== У // (։, т() ։=!,••■, т,

1 Ц у)

здесь Ц (х, у) — часть г-ой характеристики системы (2.5), соединяю
щая точку (х, у) с границей Г/.

Пользуясь вышеупомянутыми результатами, исследуем гранич
ную задачу А. Рассматривая граничную задачу (1.3), (1.5) как зада
чу (2.5), (2.6) с правой частью Ые (В1 ш) +/, в силу (2.7) будем 
иметь

«=Л,Ре(51ш)+ 7’Ее(51О>) + (ЛГ+- ПЛ (2.8)
Подставим V из (2.8) в систему уравнений (1.4), получим 

шг- <22 = Вгш -1֊ С2Й + А^ Ре (В^ + А։ТКе (5,ш) +
+ А(^+П/+Г. (2.9)
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Задача (2.9), (1.6) представляет собой задачу Римана—Гильбер
та для эллиптической системы (2.1) с ограниченным возмущением в 
системе уравнений, откуда и следует нетеровость задачи А.

Покажем, что индекс задачи А определяется формулой (1.12). 
Действительно, очевидно, что число линейно независимых решений 
однородной задачи А равно числу к0 линейно независимых решений 
однородной задачи (2.9), (2.2). С другой стороны, необходимые и до
статочные условия разрешимости неоднородной задачи (2.9), (2.2) за
писываются в виде

ЛГ; [Аг (Л/ 4֊ Т) / -I- Л] =0, / = 1, ”, к’<„ (2.10)
*** I

где Л/,, •••, Л^'—линейно независимые непрерывные функционалы 
*0

от своего аргумента на пространстве С, (£) 4- Г), причем к0—к'0= х, а 
х дается формулой (1.12). Очевидно, что условия (2.10) являются не
обходимыми и достаточными для разрешимости неоднородной задачи 
А. Отсюда и из того, что функционалы

Р! (К л՜/ [А (^+ П/н- П /=1,- • •»

—линейно независимые непрерывные функционалы на прямой сумме 
пространств С’(^+Г) и С»(Р+Г) следует, что индекс задачи А 
определяется формулой (1.12).

Аналогичным образом, используя формулу (2.7), можно показать, 
что задача В нетерова с индексом, определяемым формулой (1.12).

Докажем, что задача С нетерова и ее индекс также определяет
ся формулой (1.12).

Как мы убедились, решение задачи (1.3), (1.9) выражается фор
мулой (2.8). Подставим V из (2.8) в граничные условия (1.10) и систе
му (1.4), получим

—0гш = В2ш։+ С:иг+АгПКе (В1ш)-^-А։ТКе (Вхю) Л2(А-)- Т)
(2.11)

{Н [А Ее (В։ ш) + ГЕе (В, ш) + 7) /] + Ее (ё ш))г = 0. (2.12)
Очевидно задача С эквивалентна граничной задаче (2.11), (2.12) 

которую мы будем исследовать методом, использованным в работе 
|1]. В силу результата, приведенного в начале § 2 и леммы 2.1, до
казываемой ниже, легко убедиться, что задача (2.11), (2.12) нетерова 
и ее индекс определяется формулой (1.12).

Лемма 2.1. Пусть Е — пространство аналитических в обла
сти О функции класса С« (ИГ). Тогда оператор В, действую
щий. по формуле

(•$?) (х,у)= Ее у л (т, у) фс (-р £ Е)

вполне непрерывен из Е в С„ (Г).
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Доказательство. Так как ® (z)—аналитическая функция, 
то по теореме Коши имеем

Л

Г ? е, д) ? (*) dz, (х, ff) е г, (2.13)

г 1՜ АВ

где АВ — дуга окружности Г, соединяющая точку А (х, у) с точкой 
В (у'1—у1, у) при движении по Г, в положительном направлении.

Легко показать, что оператор 5 удовлетворяет неравенствам

|(5®) (х, у)| < const Мса<о+г), (х, у) £ Г, (2-14)

ys)| < const hfc^D+r) (1*1—х2|+|уг—jr3|). (2.15)

Из неравенств (2.14), (2.15), на основании теоремы о вполне не
прерывности оператора вложения С^—* при н > а, следует вполне 
непрерывность оператора 5: Е- С. (Г), что и требовалось доказать.

Вполне непрерывность операторов Tv•••, Тт доказывается ана
логично.

Заметим, что решения задачи (2.11), (2.12) представляются в виде

№ = ? + ՛>» (2.16)
где ® (z) — аналитическая в области D вектор-функция класса 
С«(£>+Г), а | (z)—вектор-функция класса С1 (7) 4՜ Г)-

Подставляя (2.16) в (2.7) и учитывая аналитичность вектор-функ- 
ции ® (z), легко убедиться в том, что решение v граничной задачи 
(1.3), (1.9) принадлежит классу С1 (£>) П Са (D 4֊ Г).

Таким образом, доказана
Теорема 2.1. Граничные задачи А, В и С нетеровы, их ин

дексы равны ъ = — [arg det G (z)]r 4- n.

Замечание 1. Пусть Г/ — часть окружности Г, заключенная 
между касательными к окружности Г, параллельными прямой iy4֊^x= 
— 0. Других дополнительных условий на Г/ мы не налагаем. В этом 
случае справедливость теоремы 2.1 доказывается с помощью резуль
татов, полученных выше, и леммы 2.2, приводимой ниже.

Пусть Hi и Н2—нетеровые операторы, действующие из банахо
вых пространств Ei и Е3 в банаховые пространства Ег и F3 соответ
ственно.

Пусть Т—ограниченный оператор, действующий из Е3 в flt а 
К — вполне непрерывный оператор—из Е^ в F3.

Рассмотрим систему линейных уравнений
Н>у —Тчо+f, (2-17)
Н2чи = Kv 4֊ g. (2.18)

где v £ Et, w£E2 — искомые, a f £FV g £ F2 — заданные элементы.
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Под нетеровостью системы уравнений (2.17), (2.18) и ее индек
сом понимаются общепринятые определения (см.,например, [5]). Имеет 
место

Лемма 2.2. Система уравнений (2.17), (2.18) нетероаа, ее ин
декс равен сумме индексов операторов Н1 и Н2.

Доказательство. Поскольку оператор АГ вполне непрерывен, 
то лемму достаточно доказать для следующей системы уравнений:

Нг V = Ты + /, (2.19)
Н2ш = ё- (2.20)

Так как оператор Н2 нетеров, то существует ограниченный опе
ратор В՛. /2 ֊* Е2 такой, что оператор ВН3 канонически фредгольмо- 
вый, т. е. имеет вид /—/V, где / — тождественный, а 77 — вполне не
прерывный операторы в Е2. Применяя оператор В к обеим частям 
уравнения (2.20), получим

ы — 77™ + Вё- (2.21)
Подставим в (2.19) вместо ш ее выражение через правую часть 

равенства (2.21), получим эквивалентную систему
Я։и = 777™ 4֊ ТВё + /,
/72™ = г.

Так как оператор 7'77: Е2 Ег вполне непрерывен, то отсюда следует 
справедливость леммы 2.2.

§ 3. Построение граничных задач А*, В* и С*, 
сопряженных к задачам А, В и С

Пусть Ь — дифференциальный оператор первого порядка, опре
деленный на функциях, заданных в области О и принадлежащих к ка
кому-либо классу функций.

Если и = (пц՛ • •» и™) и V = (и1։ • • ՛, и®)— две тп-мерные вектор- 
функции, то через [и, и] обозначим

[и, и] = Ее I и/ (х) VI (г) <1хс1у.
о

Сопряженным оператором £* назовем дифференциальный опера
тор первого порядка, удовлетворяющий тождеству

[?. ♦] « [*, Ь* ?] V ?, 'К Со- (79).
Рассмотрим следующую граничную задачу:

£и=/> (3.1)
՛ ЛГы|г — 0. 0.2)
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Определение 1. Граничное условие
/И* »|г = 0 (3.3)

будем называть сопряженным к граничному условию (3.2) относитель
но оператора £, если равенство

[£и, и] - [и, £*и] (3.4)

выполняется для любой вектор-функции и, удовлетворяющей на Г 
условию (3.21, тогда и только тогда, когда на границе Г вектор- 
функция о удовлетворяет условию (3.3) (см. работу [6]).

Граничную задачу

= а (3.5)

,М»®|г = 0 (3.6)
назовем сопряженной граничной задачей к задаче (3.1), (3.2).

Требование принадлежности решений сопряженной задачи к ка
кому-то определенному классу функций в каждом случае зависит от 
задачи (3.1), (3.2). ,

Сопряженные граничные задачи Л*, 5* и С* будем строить, 
исходя из определения 1.

Вначале найдем сопряженную систему уравнений к системе (1.3), 

(1.4). Для этого, вводя матрицы <2=£-М01, где Е — единичная 
матрица порядка т,

О • <2։

б-1 А, (З֊1 В, 
2 ' 2

и векторы g = (/; Р), и — (у; ш), перепишем систему уравнений (1.3), 
(1.4) в виде одного уравнения

(3.7) 
где

Ьа = иг— (2 — Аи — Ви .

4-697
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Используя формулу Грина, нетрудно проверить [8], что 

[£м, «о] = [и, £*<»] — Ее — Г ш (/) Л ({) и (/) 

г
(3-8)

ГДе Л (?) = Е Г (з) + С??'(«)> (з) +1'д (з), Е— единичная матрица
тп + п-го порядка, а

£*ш = — Шу 4՜ <2^ — А' И —В' Ш, 

здесь (') означает транспонирование. Из (3.8) следует, что оператор 
к* является сопряженным к оператору к.

Пользуясь определением 1 сопряженного граничного условия и 
тождеством (3.8), легко убедиться, что сопряженные граничные ус
ловия к условиям (1.5), (1.6) имеют вид

ш/|г\г, = 0, г = 1,-• •, т, (3.9) 

(3.10)

где Л1 — л-мерная диагональная матрица с элементами на диагонали, 
совпадающими с последними л диагональными элементами матрицы А 
в том порядке, ц каком они присутствуют в Л, а

ш = (ш1։• ■ ш„, <“), “» = • •, ОЪи+л).

Граничная задача А*. Найти непрерывно дифференцируе
мое в области О решение системы

к* ш = А, (3.11)

принадлежащее классу С4(£)+Г) ֊2// И Удовлетво
ряющее граничным условиям (3.9), (3.10).

Далее, поскольку характеристики системы (1.3) касаясь окруж
ности Г, делят ее на 2т частей Т1(•••, (/./=#).; при г=£ /), то не

<4-Л—1
ограничивая общности, можем предположить, что Г/ = и , ։=!,• • •, т

Определим невырожденные матрицы б* порядка т 4֊ п для 
к ==!,•••, 2т; (см. след, стр.)

на при 1
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Аналогично предыдущему получаем, что сопряженная граничная 
задача В* имеет следующий вид:

Граничная задача В*. Найти непрерывно дифференцируемое 
в области £) решение системы (3.11), принадлежащее классу Са (/)-}-Г) 
(0<а<тш и удовлетворяющее граничному условию

1т/Й2Л»\| _0,
X 2г /|т* (3.12)

где (3.12) есть сопряженное граничное условие к граничному условию 
(1.7), (1.8).

Вводя для к = 1,- • •, 2т матрицы С*:

на 7* при 1 к < т,

на 7т-гр при 1<р<т,

получим сопряженную к С граничную задачу С*:
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Граничная задача С*. Найти непрерывно дифференцируемое 
в области D решение системы (3.11), принадлежащее классу С« (D+Г) 
/о <«< min и удовлетворяющее граничному условию 

Gj~l Аш 
27՜ = 0, к = !,•••, 2т, та (3.13)

где (3.13) есть условие, сопряженное к граничному условию (1.9), 
(1-Ю).

Замечание 2. Легко проверить, что граничные задачи А*, В* 
и С* являются задачами типа задач А, В и С для системы состав
ного типа (3.11).

Таким образом, справедлива
Теорема 3.1. Граничные задачи А*, В* и С* нетеровы, их 

индексы равны между собой и равны

---- — [argdet G (f)]r —л.ТС

Для того чтобы доказать, что условия разрешимости задач А, 
В и С действительно записываются в виде (1.11), нам потребуется 
следующий факт [7].

Пусть Bj и G/ — банаховы пространства, G' — сопряжннное про
странство к G- (/ = 1, 2). Рассмотрим уравнения

-41 W = Л («)» (3.14)
А (у) = Т, (0), (3.15)

где А] — нетеровые операторы, действующие из В/ в Fj, Tj — линей
ный оператор, действующий из Gj в F/, а, $ — заданные элементы из 
G։ и G։, х, у — искомые элементы из Вх и В։. Имеет место [7]'

Теорема 3.2. Если ind А1 +• ind А2 = 0 и для разрешимости 
уравнений (3.14), (3.15) необходимы условия

(/ = 1,-• •, кг, ka = dim N (А։)), ? ± (/= 1, • •

к3 -- dim Л (А,)),

где • • •, Vk„ wu- • •, wn, — некоторые линейно независимые элементы 
из G\ и Gj соответственно, то эти же условия достаточны для раз
решимости уравнений (3.14), (3.15) и имеют место соотношения

dim Л (Д) = dim Л (Д’), dim N (Д3) = dim N (Др.

Пусть Е1 и Е2 банаховы пространства вектор-функций u=(v 
w), Ш (ш1, ..., ц>т; ш) класса С։ (£) -f- Г), удовлетворяющих на Г ус
ловиям (1.5), (1.6) и (3.9), (3.10), соответственно. G —банахово про
странство вектор-функций (/; F) класса С1 (D + Г) 4֊ С, (D + Г).
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Дифференциальные операторы L и L* можно рассматривать как 
линейные операторы, действующие из Е2 в G и из Е2 в G, соответ
ственно, с областями определения D(L) = lu^ElnCl(D)\L u^G] и 
D (£*) = {ш £ £2 П С1 (£>)|£*ш С G}-

При таком подходе задачи А и Л* эквивалентны, соответствен
но, уравнениям

Ей = g, (3.16)

£*« = А, (3.17)

где g и А — заданные элементы пространства G, а и и ш — искомые 
элементы из D (£) и D (L*) соответственно.

Теоремы 2.1 и 3.1 эквивалентны тому, что операторы L и £* 
как операторы, действующие из Ег в G и из Et в G, соответственно, 
нетеровы, причем ind L + ind £* = О,

Обращаясь к равенству (3.8), нетрудно заметить, что для разре
шимости уравнений (3.16), (3.17) необходимы условия

= 0 (/ = 1, • • •, А։, dim N (£*)), (3.18)

[А, ц)] = 0 (։ = 1, • • •, ki։ к2 =dim N (£)), (3.19)

где ։»’, •••, 01' и Цр являются полной линейно независимой
системой решений однородных задач А и А* соответственно. Далее, 
заметим, что теорема 3.2 справедлива и в том случае, когда операто
ры А2 и А2 не обязательно ограниченные, но имеют всюду плотную 
область определения.

Используя теорему 3.2, получим, что условия (3.18), (3.19) до
статочны для разрешимости уравнений (3.16), (3.17).

Таким образом, справедливость теоремы 1 установлена.
В заключение выражаю глубокую благодарность моему научному 

руководителю, профессору Н. Е. Товмасяну за постановку задач и 
ценные указания.
Ереванский государственный

университет Поступила 13.VII.1974

Ա. Ա. Անզւյան. Ս*ի քանի եզրային իւնղիրներ թազազրյալ տիպի հավասարումների սիս
տեմի համար (ամփոփում)

Աոաջին կարգի բաղադրյալ տիպի հավասարումների սիստեմի համար (հավասարումների 
1^իվր ցանկացած է) ուսումնասիրվում են եզրային խնդիրներ սահմանափակ տիրույթներում»

Ապացուցված էւ որ դրված խնդիրները Նյոտերի տիպի են։ Ինդեքսի համար ստացված է 
բանաձև։

Անհամասեո խնդրի լուծելիության անհրաժեշտ և բավարար պայմանները ձևակերպվում են 
համալուծ խնդրի լեզվով։
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A. A. ANDRIAN. Some boundary value problem» for the tyeteme 
of compotite type (summary)

For the systems of first order of composite typo, with arbitrary number of 
equations, the boundary value problems in finite domain are considered.

All problems considered are of Njnter type.
The formula for the index is given and the theory of conjugate problems is 

.constructed.
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