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X. О. МОВСИСЯНО ЕДИНСТВЕННОСТИ ПОВТОРНО СХОДЯЩИХСЯ ДВОЙНЫХ РЯДОВ ХАДРА
§1. ВведениеБудем рассматривать в единичном квадрате [0,1] ;< [0,1] = [0,1]- двойной ряд по системе Хаара2 Опт '^■пт (х> У)- (1.1)
п, т —0Мы скажем, что ряд. (1.1) повторно суммируется по строкам к функции /(х, у) на множестве Е = ЕхХ Е2с. [0,1 р, если при каж­дом фиксированном т, т = 0, 1, 2, • • • ряд2 Опт 7-Л (х) (1.2)л-0сходится к функции (х) на множестве Е„ и ряд2 (х) 7.т (у) (1.3)т-0сходится к функции /(х, у) на множестве Е = Ег Х Е2.Аналогично определяется повторная суммируемость по столбцам.Обозначим через [х0] ([у0]) отрезок, являющийся пересечением прямой х = х0 (у = уц) с единичным квадратом [0,1]*.В § 2 доказывается теорема единственности для рядов (1.1), повторно суммирующихся к нулю, а именноТеорема 1. Пусть1'. Ряд (1.1) повторно суммируется к нулю по строкам 

всюду на единичном квадрате [0,1]*  , кроме, быть может, точек 
счетного числа отрезков [хЛ], п = 1, 2,•••.2 . Для любой точки (хи, у0) £ [0,1]® и для любою фиксирован­
ного значения т, т=0, 1, 2,---1. Ол4ш.'■л ч. ֊°- . <։•■»
где {п*]Л_2  — возрастающая последовательность всех номеров п, 
для которых 7ят (х0, у0)=£0.

Тогда аят = 0 при всех п, т = 0, 1՜, 2,- •••.



О единственности рядов Хаара 315Далее в § 2 приводится пример двойного ряда по системе Хаара, который показывает, что в формулировке теоремы 1 надо потребо­вать повторную суммируемость ряда (1.1) по строкам для всех _у£[0,1|. А именно, существует ряд воу пт t-nm (*>  у), (1.5)

* В работе [1] предполагается ограниченность / (х), а в [2], при более силь­
ных ограничениях на коэффициенты пя, полагается / (x)£Z։.

п, т~<1обладающий свойствами:а) для любой точки (х0> у^ £ [0,1и для любого фиксированного значения т, т = 0, 1, 2, •••lira Ьпт 7-пт(х0, уо) = О; (1.6)Л » «*в) Для любой точки (х0, у0) ^[0,1]2 и для любого фиксированного значения п, п = О, I, 2, • • •lim Ьпт 7.пт (х0, у0} = 0; (1.7)
т — °°с) Ряд (1.5) повторно суммируется к нулю по строкам всюду на единичном квадрате [0,1]’, за исключением точек счетного числ отрезков [уЛ|, п~ 1, 2,•••;d) Не все коэффициенты Ьпт равны нулю.Этот пример доказывает также, что для двойных рядов Ааара не верны результаты работ [1], [2] о том, что если для каждой точки х£[0, 1], кроме, быть может счетного множества точек, некоторая зависящая от точки х подпоследовательность 5п^х) (х) частных сумм ряда 2 ап 7.п (х)

л«=0сходится к функции /(х)*,  то
1

ап = J / (х) 7-я (х) dx. 
оВ самом деле, если построен ряд (1.5), удовлетворяющий уело՜ виям а), b), с), d), то для каждой точки (х, у) £ [0,11։, за исключе нием точек счетного числа отрезков [уд], п = 1, 2,•••, очевидно су­ществуют возрастающие последовательности натуральных чисел 

{Nk (х, у))Г_р {Л/л (х, у)}7_։ такие, что прямоугольные частичные суммы •^(х, у), .И*  IX. у) (х, у)ряда (1.5) стремятся к нулю при к—» ос.



316 X. О. МовсисянВ § 3 доказывается следующаяТеорема 2. Пусть ряд (1.1) обладает свойствами-.1) Для каждой точки (ж, у) £ [0,1]’, за исключением точек 
счетного числа отрезков [хЛ] и [{/л], Л = 1, 2,--- существует (за­
висящая от точки (ж, у)) возрастающая последовательность
{Пи (х, такая, чтоПт 5/у*  (г. у), /V» (х. у) (*>  У) = / (*•  У)> (1.8)
где /{ж, у) —ограниченная функция.2) Для любой точки (х0, у0) € [0,1]’Нт Опт 7-пт (х0, у о) = 0. (1.9)л+т-*՛»

Тогда ряд (1.1) является рядом Фурье функции / (х, у) 
по двойной системе Хаара, т. е.

апт =֊ (£) / (х, у) 7.пт (х, у) бхбу.

РДР§ 2. Доказательство теоремы 1. Будем использовать сле­дующую теорему, доказанную Ф. Г. Арутюняном и А. А. Талаляном (см. [3]).Теорема А. Пусть ряд
2 ап 7п (х), (*)

/1—0где {/.„ (х)}"_0— система Хаара, обладает свойствами:1. Некоторая последовательность (5ду. (х)} частных сумм ряда ()  сходится к суммируемой функции /(х) всюду на отрезке [0.1], кроме, быть может, счетного множества точек.* 2. Для любой точки х£[0,1]
1- Дя  Л” (х) ’*

где п։ ла л*  <^ • • • суть все те номера п, для которыхХл(хН0.Тогда ряд ( * ) является рядом Фурье функции /(х) по системе Хаара.Заметим тот очевидный факт, что условие (1.4) равносильно условию Нт -^ = 0 (2.1)для любой точки х0 £ [0,1] и для любого фиксированного т, т =0,1, • • •.Тогда, в силу теоремы А, для доказательства теоремы 1 доста­точно показать, что при любом т, т = 0, 1, 2, • • •



О единственности рядов Хаара 317
«т (х) = 2 а,,„ X/ (х) = О

1-0почти всюду на [0.1].Пусть при некотором т^ > 0
?т, (х)у=0, х£б, тезб>-0. (2.2)Выберем точку х0 так, чтобых0^ б, х0=/=х„, п — 1, 2, • • •• (2.3)Рассмотрим ряд

че

У Ф/л (*о)  '/-т (у), 
т.-Окоторый сходится к нулю всюду на отрезке [0.1]. Следовательно (см. [4], теорему 1) ф™ (х0) =0; тп = 0, 1, 2,- •что противоречит условиям (2.2) и (2.3). Теорема 1 доказана-Перед тем, как перейти к построению ряда (1.5), дадим несколь­ко определений и докажем несколько простых лемм.Интервалы вида \ 1<։<2\ к = 0, 1, 2,-- к 2*  2*  /будем называть интервалами Хаара ранга к.Наибольший интервал, на котором функция Хаара Хя (х) =Д 0 почти всюду назовем носителем функции Хя (х).Через (Д).г и (А), будем обозначать проекции прямоугольника Д на оси г и у соответственно.Лемма 1. Пусть даны положительное число г, натуральные 

числа р и двоично-рациональный, интервал (а, Ь). Тогда суще­
ствует полином по системе Хаара

Р1
Р(х)= ^сГ/ч(х) (2-4)

1—Р,

и множества Е, Г, обладающие следующими свойствами:Г- Рг>Рг>р'> Х< (х) = 0 при х£՜ (а, 6) для всех г, рх р2.2°. Множество Е есть сумма конечного числа нгпересекаю- 
щихся двоично-рациональных интервалов, причем

+ Р (х) = 0, х^Е.

я _3°. Е = [а, 6]\£’ = II 7/, где 7/ , г = 1, 2,- • д — непересекаю- 
щиеся двоично-рациональные интервалы, причем



X. О. Мовсисян 0<о\ е + Р(х) = 6/в г -|-в = (<4 + 1) ®, х £ ?/, г = 1, 2,- • <7, где Ь1—некоторые натуральные числа.4°. шах \ci7-i (х)| = г, />1-Сг-Ср- хе<а. *)Доказательство. Интервал (а, 6) разобьем на интервалы такого ранга к, что 2*  > р и перенумеруем их слева направо: Д^1 » Л*Л)-Пусть 7.р, (х)— функция системы Хаара, носителем которой яв­ляется интервал Д^։։. Выберем сР1 так, чтобыс», тах 1/.р, (х)| = 8.4”Обозначим через 3, и 3,' те интервалы, на которых функция 7Р, (х) принимает соответственно положительные и отрицательные значения. Будем иметь
Е + сР, 7.р, (х) (+1) г при х£ з;I (<Л — 1)е при х £ з;.Далее, через 7.^> (х) обозначим ту функцию системы Хаара, но­сителем которой является интервал 3^ Выберем с(^ так, чтобы

с<^ тах 1՜/«) (х)|= е.
Тогда будем иметь <4 г 4- ср, 7Р, (х) = с”/ «={ </։ е при X £ й'2 («4—2) 8 при Х^З' ,где и 3՜ те интервалы, на которых функция (х) принимает со- бтветственно положительные и отрицательные значения.Продолжая аналогичные построения, через <11 шагов получим полином

(2Лх) = сР, /.Р, (х) + У^-^Сх), 7-1множества Е и Гг, обладающие следующими свойствами:а) <4 е + <2։ (х) = 0 при х £ Ег с Д(», где — некоторый двоич­но-рациональный интервал.в) — Дй1։\^г — и где г = 1, 2, —, — непересекаю- /=1щиеся двоично-рациональные интервалы, причемО < ^։Е + Ог (х) = е < (<4 ֊)֊ 1) а при х £ 7{։>, г =1, 2, • • •, дх, где — некоторые натуральные числа.



О единственности рядов Хаара 319с) тах |с‘й 7.1,) (х)| = $, / = 1, 2, • • •, (</։— 1), тах |сл 7Р> (х)| = г. 
х&а, ь) 1։ и՝ хею. *)При помощи аналогичных построений на интервалах Д^։, г = 2, 3,•••, т, получим полиномы С?։(х), •••, (%т (х) и множества Е/, Г/, г— =2,3,■■■,т, обладающие свойствами, аналогичные свойствам а), в), с).Положим />(х) = 3 $(х) = 2 с//ч(х), /-1 /-А

т т
Е =■ и Е1, Р = и Г,. /-1 1—1Ясно, что полином Р (х), множества Е и Г удовлетворяют всем требованиям леммы 1.Лемма 2. Существует ряд(х) + 3 ск X* (х), (2.5)

к-1 
обладающий следующими свойствами:1°. Ряд (2.5) сходится к некоторой ограниченной, неотрица­
тельной функции Е (х) всюду на отрезке [0,1], причем Г(х) = 0 
вне некоторого нигде не плотного совершенного множества Рс[0,1] положительной меры.2°. тах |с*  X*  (х)| -» 0 при к —* оо.Доказательство. Возьмем последовательность чиселе*  = —, к= 1, 2,---.2»Положим с0Х0(х) = 1 при х£[0,1]. Применяя лемму 1, где вме­сто г, р , (а, Ь) взяты, соответственно, е1։ 2, 0, (0,1), получим по­лином Р-1 (х) и множества Е, Ег.Пусть после п-кратного применения леммы 1 получен полином

9п

Рп (х) = 2 С/ X/ (х), с0 = 1,
1—0множества Еп и Еп такие, что:Множество Еп есть сумма конечного числа непересекающихся двоично-рациональных интервалов, причем

Рп (х) — 0 при х £я;"’я —^я = [0,1]\£"л = и где 71п), ։ = 1, 2,--•, тпп — непересекающиеся 
1— 1двоично-рациональные интервалы, причем

1
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0 С Рп (х) = 6'я> вл+։ <1 + 2 г, при х £ 7(/я>,
/-1где Ь'"} — натуральные числа.Применяя лемму 1 в каждом интервале 7։/я), / = 1, 2,- • •, тп, взяв вместо е, с!^, р, соответственно, зЛт։, Ь\п} ։«+•։, дЛ, получим полином

Ря+|(х) = V с/7.,(х),
1-0

и множества Еп-\> Рп+\, обладающие свойствами:Множество £"Л+1 есть сумма конечного числа двоично-рациональ­ных интервалов (полуоткрытых или открытых), причем
Рп+1 (х) - 0, X £ Еп + 1 Еп‘,

тп+\_Лц.1 = [0,1]х£Л+1 = и 7/'։+1\ где 7? ։>, / =1, 2,-• •, тЛ+1—непересе-кающиеся двоично-рациональные интервалы, причем
я+10<Рл+։ (х) == 6(*+։>ел+а<1 -г а, при х£7|я+1>;
/-։гаах |с։ 7-։(х)| <8л+։ при у„ < ։ < уП4.\-

•г€(0Л1Легко убедиться в том, что полученный таким образом ряд удовлетворяет условиям 1°, 2°.Лемма 3. Пусть ряд по системе Хаара
ос

2 а« 7-п (х) 
л=0

сходится к ограниченной, неотрицательной функции { (х) всюду 
на отрезке [0,1] причем / (х) =0 вне некоторого совершенного ни­
где не плотного множества (?с[0,1].

Тогда для любого натурального числа т 1 существует ряд2 Ьл7-л(х) (А)
п—т

и совершенное, нигде не плотное множество Р с [0,1], такие, чтоа) РЛ<2=0;в) ряд (А) сходится к ограниченной неотрицательной функ­
ции Р(х) всюду на отрезке [0,1], причем

Е(х) =/(х) при х$Р.Доказательство. Пусть — интервалы постоянствмножества функций 7.0 (х), 7.։ (х), • ■ 7.«, _։ (х), причем
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1)^/ = [0,1], А, П А/ = 0 при г == /.Эти интервалы определяются следующим образом.Если т —1=2*  —1, где £>0, то
д'= (^’ ’ г‘=1’ 2<”» т-Если т —1 = 2*  4՜ р, где 0 р < 2*  — 1, тоА'=(^7Г’ при 1<<<2р+2»

А/ = (-—р-—-» -—-—при 2р + 2<^г <тп. \ 2*  2*  /Так как множество (} нигде не плотно на [0,1], то существуют интервалы Хаара (3/ )ь=1 такие, чтоо/ с Д/, г = 1, 2, • • •, т и <2 П II 3/ = 0.
1=1Положим

пи при х £ о/, I — 1, 2, • - •, т ™ = /(х) при хе[0,1] \ 64,
причем числа пи, 1 = 1, 2,•••, т, выбраны так, чтобыУ (х) с/х = 0, ։ = 1, 2, • • •, т. (2.6)
Если через А(*>  обозначить носитель функции X*  (х), 0<С£-С/п—1, то г*А-г’ = 0 А/ , Д[_’ = и Д7я, 1</Л, уп тп — 1, л-1 л-1где Д^> = {х; 7.*  (х) > 0}, Д^} = {х; /.*  (х) < 0}.Тогда, в силу (2.6)1

М X*  (х) дх — тах |Х*  (х)| Ег (х) с!х — шах |7.*  (х)| Ех (х) dx =Ь д^) д(_*)>■* Г Г= тах |Х*(х)| 2 (х) с/х — тах |7* (х)| 2 (х) с/х — 0. (2.7)л-1 4/д л-1 д,лДля каждого ։ = 1, 2,---,т ряд (2.5) отобразим на отрезок 3/, заранее умножая на пи. Тогда получится ряд
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(2.8)
причем с»° = 0, когда носитель функции 7.» (х) не содержится в 3/. Ряд (2.8) при каждом 7, 7=1, 2. •» т, всюду сходится к ограничен ной, неотрицательной функции ?/ (х) на отрезке 3/, причем (х) =0 вне некоторого совершенного, нигде не плотного множества Р/ с 3,.Положим ®/ (х) при х £ Ь,, I = 1, 2, • • •, т 

т

Обозначим через Ьп коэффициенты Фурье функции Г (х) по- системе Хаара. В силу условия (2.7) и определения ряда (2.8)
/*(х)с/х  =0, к = 0,оотак как |*  <?< (х) Лх = т/ с1х.

Ряд 2 6„7.„(х), (2.9)л«=/пявляющийся суммой рядов Фурье функций /(х), <р/(х), I —1,2,-.., т, сходится к функции Р(х) всюду на отрезке [0,1].Положим
т 

Р = и Р/./—IЯсно, что ряд (2.9) и множество Р удовлетворяют требованиям лем՜ мы 3.Перейдем к построению ряда (1.5).Положим
•*  сс2 Ьпо 7.п (х) /0 (у) =7.0 (у) 2 С„ /.„ (х), (2.10)л—0 л=0где ряд, стоящий в правой части (2.10), совпадаете рядом (2.5). Этот одномерный ряд сходится всюду на отрезке [0,1] к ограниченной, не­отрицательной функции р, (х), причем Ро (х) =0 вне некоторого со­вершенного, нигде не плотного множества Ро с [0,1]. Поэтому ряд (2.10» будет сходиться всюду на единичном квадрате [0,1]® к ограни­ченной функции Ло (х) 70 (у), причем Ро (х) 7^ (у) = 0 вне множества Р0Х[0,1].



О единственности рядов Хаара 323Пусть уже построены ряды2 Ья,7.я (х), 1 = 0, 1, 2,..., S. (2.11)Л— Iобладающие следующими свойствами:для каждого У. i = 0, !,•••,$, ряд (2.11) сходится всюду на [0,1] к ограниченной функции F, (х);
I

Fi(x)=0 вне множества U Pit, где Р*,  к = 0, !,•••, ։—непере- л —0

• Ясно, что 7.lt (у) = 7., (у).
3-697

секающиеся, совершенные, нигде не плотные множества. Построим ряд V Ьп. 1+, Хя (х! (2.12)л-j+I следующим образом. Положим°' (X, у)= 2 [ 2 Ьп1 7.п (х) ] 7{ (у) = 2 F, (х) X/ (у). (2.13)
Пусть (Х/й (у)] — все функции системы Хаара носители которыхсодержат внутри себя интервал ДJ+1, являющийся носителем функции Xj+i (у). Положимф<*  (х) = max |Х/ (^)| Fik (х), к = 0, !,•••» (2-14)у€ (0.11Тогда, так как при (х, у) £ [0,1] X Aj+i

°*  (х. у) = 2 F/k (x)7.ik(y),*=О 
то (х, у)= 2 >•*  Ф/> (х), • (2.15)

*=С 
где >.*  = 1, когда Л5+1 с Д+ ={у; 7-i„ (у) > 0],).*  = — 1, когда Дд+1 [у; 7-1 „ (у) <0}. (2.16)Ясно, что при любом фиксированном х.^ [0,1]

zs (х, у) = const при У^ Д$+1. (2.17)Положим
л <х)= „.х 1-zl (,)| 2 >*  Ф'. М - S z‘ «• <2-18>

10.1J 1 *-о  *-0



324 X. О. МовсисянРяд (2.18) сходится всюду на отрезке [0,1], причем(х) = 0 при х£ — и А. (2.19)Применяя лемму 3, где вместо / (х), (?, т взяты, соответствен­но, (х), СЪ, 5-)-1, получим всюду сходящийся на [0,1] рядV Ьп.^ 7.„ (х)=Г,+։ (х) (2.20)
а-«+1и совершенное, нигде не плотное множество Рц\, такие, чтоЛ+1П и А-0, (2.21)

/=оЛ+1 (х) = /, (х) при Х(- Р1+1. (2.22)Таким образом, ряд (2.12) построен.Докажем, что если х0£ Л+ъ то (х0, у) = 0 при у£&~+г Из (2.15), (2.18), (2.19), (2.20), (2.22) следует, что м(х0, у) = °։ (х0, у) + '4+1 (у) 3 Ьп, ։ Г1 7п (х0) = а, (х0, у) 4֊
4՜ /л. 1 (у) Я+։ (х0) = о, (х0, у) 4- 7֊1+1 (у) (х0) = 2 л*  Ф,4 (х0)4֊*-п

при у£\՜ ,.։

'4+1 (у) шах |7-4+1 (у)| •5
2*-0 >•*  Фц (*о)  — 0

Применим лемму 3 бесконечное число раз. Докажем, что по­строенный таким образом двойной ряд повторно суммируется к нулю всюду на единичном квадрате [0,1]2, за исключением точек счетного числа отрезков [уя], п — 1, 2,•••, где дп — все двоично-рациональные точки отрезка [0,1].Пусть у0 £ [0,1] — произвольное двоично-иррациональное число. Покажем, что построенный двойной ряд повторно суммируется к нулю в произвольно взятой точке (х0, у®)€[уо].Если х0£՜ и Рк> то утверждение очевидно. Пусть к0— то на- *-оименьшее целое число что х0£/\. Обозначим через опоследовательность вложенных интервалов Хаара, которые стягива­ются в точке у0 (Д^ — носитель функции 4, (у)). Обозначим через Дт, тот первый интервал из последовательности {Д*̂ " 0, для которого 
Уо £ Дт, (так°й интервал существует, так как у0 — двоично-иррацио­нальное число).Так как Рч,П Риц = 0, то х0£ Рт,. Тогда по вышеуказанному свойству будем иметь от։ (хв, у) = 0 при у Д~։ и, в частности, °т, (х„ Уо) = 0.
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WI1Так как Pj П U Pi ~ 0 при j ти то з/ (х0, у.,) = 0 при J >т1г 
1—0т. е. построенный двойной ряд повторно суммируется к нулю в точ­ке (х0, уо).§ 3. Доказательство теоремы 2. Предваригельно дока­жем следующие леммы.Лемма 3.1. Пусть при некотором р05^.(.г, у)>с>0 (3.1)

при {х, у^^р.р.., где ±р,р,, — некоторый прямоугольник постоянства 
частной суммы Sp,p,(x, у). Тогда для любого отрезка [х0] можно 
найти число р^> ра и прямоугольник ^рр такие, что1°. Ьрр с. •2 • [д'п j Л ^Рр = 0 >3°. Snn (х, у) > С при (х, у) £ Арр. р*  < п < у.Лемма 3.2. Пусть. при некотором р

Spp(x, у)>с>0
при (.x,y)^àpp, где брр— некоторый прямоугольник постоянства 
частной суммы Spp (х, у). Тогда для любого отрезка [у0] можно 
найти число pxZ> р и прямоугольник 6PlPl такие, что1°՛ &p,pi^ ^рр>2°- [i/o] л Др.р, = 0«3е. S„n(x, у) >с при (х, у)֊АР1Р„ уСлСурЛемма 3.3. Пусть при некотором р0 SP,P< (х, у)^>с^>0 

при (х, у) £ ^р,р„, где ^р,^—некоторый прямоугольник постоянства 
частной суммы Sp,p,(x, у). Тогда для любых отрезков [х0] и [у0] 
можно найти число ух^> р0 и прямоугольник &PlP, такие, что1°. &plPl с ^р,р„2Э. [х0] П ^р.р, ~ 0» [уо] П Ьр,р, = 0,3°. Snn (х, у)>с при (х, у)^Лр։0։, Ро-<П<Р1-Лемма 3.3 вытекает из лемм 3.1 и 3.2. Докажем лемму 3.1.Лемма 3.2 доказывается аналогично.Возьмем s такое, что

Sp,p, (X, у) = с-г е. (3.2)Пусть Z», (х) и 7.т, (у) — первые функции системы Хаара, равные нулю вне интервалов (^р„р,)х и (±р„р,)у соответственно.Допустим, что
>■ mt. (3.3)Если &։ т„ то лемма доказывается аналогичными рассужде­ниями.



326 X. О. МовсисянПри (X, у) е &р.р. будем иметь ро
Sp^ (х, у) = Sp,p, (х, у) 4֊ /-«> (у) 3 almi 7.i (х)= с 4֊ s +/-0Ре+ ■/-«!, (у) 2 aimi7-i (х). (3.4)7=0Ясно, что

Pt2 aimt Ъ (х) = const (3.5)/-0при x^(AapJx. Поэтому •$₽.»!, (х, ÿ)> с + е (3.6)на некотором своем прямоугольнике постоянства Др.т,, причемДрот, с ^РаР,> (^лл)х = (Дрот,)х> nies ^р,т, = — mes Ар„р,. (3.7)При (х, у)^^р^тх будем иметь
т>S*,m,  (х, у) = 5ЛП1։(х, у) -г X*,  (х) 2 aw 7-i(y). (3.8)/-РОбозначим через ^т, * = Ъ 2» те прямоугольники постоянства частной суммы 5*, т,(х, у), для которых△*,т ։ с Др,т, > (А*Л1  )у = ()у> nies л!,т։ = — mes Др,т։ , Z=l, 2. (3.9)Так как 2 О». I f-i (у) « const при у £ (Др.,,,, )у, 7=0то априори возможны два случая:I) 5>1Я,,(х, у)>с при (х, у)СЧ?Я։> ։'=1> 2>П) 5л1Я1։ (х, у)^>с при (х, и 5* 1ОТ1 (х, у)<^с при (х, ÿ)Ç

6 ■Предположим, что имеет место случай II). Тогда ясно, чтоГЛ1 |, г Xх “*■ 1 Х։ М >е’ (ЗЛ0>и поэтому max |а*А X*, (х) Х,։(у)| > — (3.Ц)I®» ЛЬ



О единственности рядов Хаара 327при некотором ilt О -С 4 -СЯсно, что тогда5* 1Я։, (х, ÿ)>c + 2s при (х, уКА»»,,. (3-12)Пусть Z*.  (х) и ХЛл (у) — первые функции системы Хаара, равные нулю вне интервалов (А* 1СТ1 ).г и (Дд.щ, )» соответственно. Из условия (3.3) вытекает, что kt > ms, а из (3.12) ясно, что(х, у) > с + 2е (3.13)на некотором своем прямоугольнике постоянства Ал„Л,., причемА*,т,  с Ад|Л|, (Д* |Л|, ).г == (A»։m, ).r, mes A*,m,  = -^-mes А*, ;П1 • (3.14)Обозначим через А^л>, i = 1, 2, те прямоугольники постоянства частной суммы (х, у), для которыхД*,т,  с А* ։Л, > (A*,m,  )у = (A*,m,  )у, mes A* ։m, = —— mes А<։Д1։ > i = 1, 2.(3.15)Так как «։2 а*,  ! Z/ (у) = const при у £ (А*1ЯЦ  )у։
6=0то опять возможны только два случаяI) 5* ։т, (х, </) >с при (х, у)6д(»?/л» ։ = 1, 2,'П) 5»:т, (*,  у) > с + 2е при (х, у) £ ûVJn.И St.jn, (х, у) < с при (х, у) Ç Д^,.Предположим, что опять имеет место случай II). .Догда анало­гично предыдущему (см. (3.10) и (3.11)) будем иметь

2еmax |а* ։/, X*.  (х) Х/։ (у)|>------ —, 0 < z, < m,, (3.16)1°.Ч։ nij -J- 1(х, у) > с + 4е при (х, у) £ Д^։ • (3.17)Проведем аналогичные рассуждения при условии, что на любом /-ом шагу z'=l, 2, 3, • • • имеет место случай II). Тогда на n-ом шагу будем иметь:U« У)>с + 2п՜1-^ при (х, у) £ ä(k^mn и 5* Л Отп (х, у)<с при (х, у) £ А)2я’ тп, п=1, 2,.. kn > тп.Ясно, что при некотором in2^-1 е|а*«  '4 >----- :------- 7’ 0 < in < тп, п = 1, 2, • • •, (3.18)
•°'1) тг т п —1



328 X. О. Мовсисян5»ятя (х, ÿ)>c+2՞ в при (х, у)ЬЛ1ятя » (3.19)причем
Д»ля’л С Д*л-1'"л»  (Д*л«л)у  s (Д^л"д)у» (3.20)mes Д1я,„,я=у mes Для_1Я,я, ։=1, 2, л = 1, 2,--.

Из условия (3.20) вытекает, что прямоугольники Д* Л,яп, п = 1, 2,..., имеют некоторую общую точку (Во, тю) Ç[0,l]2. Так как
|в* я/я Х* л (Ео) ЧЧ)|> -֊- "“J0*»'»  Ч W Ч («/)Ьто из (3.18) следует, что в точке (%, тад) нарушается условие (1.9). Следовательно, на некотором шагу должен иметь место случай I.Пусть л0—наименьшее натуральное число, при котором имеет место случай (, т. е.Чли. <х> 0) > с при (х, ÿ) € i = 1, 2.Если

4]n(^>„,nÂ^„։| = 0, (3.21)то в качестве Дрр возьмем тот из Д* я,п1я, <"= 1, 2, который не пере­секается с отрезком [х0]. В качестве Spp (х, у) возьмем , (*i  У)- Ясно, что прямоугольник является прямоугольником постоян­ства для частной суммы •$*„,*/>,  (х> У)> пРичем
Ч.»л. (*.  у) = (х» у) при (х» у) £ Д*Л.«Л.-Выполнение условия 3° следует из (3.19).Если [Хо] п [Д*д,т Л, Л Д^Шя,) ¥= 0, то путем аналогичных рассуждений в любом из прямоугольников Д*̂ тл,« ։"=1» 2> придем к условию, аналогичному (3.21).Лемма 3.1 доказана.Доказательство теоремы 2. Не нарушая общности мож­но считать, что l/(x» ÿ)l<l при (х, у) £[0,1]*.  (3.22)Положим

bu =Jj Z/ dxdy
IO,1]>

и,

Олт (х, у} = 2 2 bh 7., (х) X, (у). (3.23)
/-0 /=0



О единственности рядов Хаара 329Нетрудно доказать, что частные суммы алл> (х, у) на своих пря­моугольниках постоянства равны интегральному среднему функции / (х, у) в соответствующих прямоугольниках. Тогда по теореме 5 ра­боты [5] Нт сЛЛ (х, у) = / (х, у) почти всюду на [О,!]2. (3.24)
п — —В силу (3.22) и вышеуказанного свойства частичных сумм ояя։ (х, у) 1’лш (X, у)| < 1, (х, у) с [0,1]’, п, т = 0, 1, 2». • (3.25)Рассмотрим ряд >, С пт '/■пт (х, у), (3.26)

п, /п=0

Где С пт = Опт Ьпт И ПОЛОЖИМ

<2пт (X, у) — 2 С/у X/ (х) Ху (у).

1=л)А’приори возможны два случая.I) Частные суммы (2ПП (х, у) равномерно ограничены на [0,1]2.II) Частные суммы <2ПП (х, у) не ограничены в совокупности.Пусть имеет место случай II. Тогда существует точка (х0, у0)£ £ [0,1р с двоично-иррациональными координатами и число р0 такие, что|Ол/ъ(хо> Уо)1 > 3. (3.27)В силу (3.26) Слп (х, у) = Зпп (х, у) — апп (х, у), (3.28)а ввиду (3.25) и (3.28)(х0, у0)>2 или 5ЛР։(х0, у0)< —2. (3.29)Не нарушая общности можно предполагать, что имеет место первое неравенство. В противном случае нужно рассматривать рядОО
2 — Опт ^•пт (х, у).

п, т —ОТак как х0 и у0—двоично-иррациональные числа, то֊^ЛРо (X, у) >2 (3.30)ПРИ (х, у) С ^р,рс » где — прямоугольник постоянства частной сум­мы 5р,р, (х, у), содержащий точку (х0, ул).Пусть — множество абсцисс всех точек, в которых не вы­полняется условие (1.8), и всех двоично-рациональных точек на [0,1], а — множество ординат всех точек, в которых не выполняется условие (1.8), и всех двоично-рациональных точек на [0,1].Из (3.30) с применением леммы 3.3 при [х0] = [У, [?о]=[7я] на«՜ дем натуральное число р0 такое, что
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[Е;] Л Др։Д1 = 0> [Т<1] Л ^р,р, — 0» ДР|Р1С-ДАА»5яя(х, у) >2 при (х, у)^^„ ри<п<р։.Далее, применяя лемму 3.3 при р0 = р1։ с = 2, [х0] = [у0] == [^, найдем натуральное число р2 такое, что
[Ег] Л ~^р,р, — 0> [’к] Л ^р,р, = 0։ ДЛР։С~ДР1Р|>5яя(х, у) >2 при (х, у)€длл> р։<п<р2.Продолжая этот процесс неограниченно, построим последователь­ность натуральных чисел {ря}^=1 такую, что

Ро < Р1 ‘ Рп ‘'» (3.31)
Р*1  л др*р* = 0» Г7։*]  л= 0, йркР^с^р11_1 рк1, к=1, 2,• • •, (3.32)5ЯЯ (х, у) > 2 при (х, у) 6 ДР*Р*>  Ро <«<>*,  к = 1, 2, • • •. (3.33)Ясно, что пересечение всех ДР։Р„ к = 1, 2,•••, состоит из не­которой точки (Ед, ■%) с двоично-иррациональными координатами, от­личной от всех точек, где не выполняется условие (1.8).Так как (Ео, ^о) € др*р* пРи всех 2>"'» то> в силу (3.31) и (3.33), будем иметь5ЯЯ (Ед, ч^о) > 2 при всех и > р0, которое противоречит условию 1) теоремы 2 и (3.22). Таким образом, случай II) не может выполняться. Пусть имеет место случай I). Тогда по теореме Рисе—Фишера ряд (3.26) является рядом Фурье некоторой функции Г (х, [ОД]8и, следовательноВт (^лп (х; у) = Е (х, у) почти всюду на [0,1]*.  (3.34)Л—*>В силу условия 1) теоремы 2 и (3.24)1нп у)(х, у) (х, у) =0 почти всюду на [ОД]8. (3.35)Из (3.34) и (3.35) следует, что

Е (х, у) —■ 0 почти всюду на [ОД]8. (3.36)Так как ряд (3.26) является рядом Фурье функции Е~(х, у), то 
Спт = 0 при п, т=0, 1, 2,••• и, следовательно, апт = Ьпт, л, т = = 0, 1, 2, - . ..Теорема 2 доказана.В заключение автор выражает благодарность А. А. Талаляну за постановку задачи и оказанную помощь при ее решении.
Институт математики
АН Арианской ССР Поступила 5.Х.1975
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Խ. 2. ՄՈՎՍ 1'1)ՅԱՆ. 2ա;որղաթար զուգամիտող 2աարի կրկնակի շարքերի միակության մասին (ամփոփում)

Ապացուցվում է ըստ տողերի հաչորգարտր ղուղա միտող Հաարի կրկնակի չարքերի միա­
կության թեորեմ։ Բերվում է Հաարի կրկնակի չարքի օրինակ, որը ցույց ք տալիս նշված 
միակության թեորեմի որոչ իմաստով վերչնական յինելը։

Այդ օրինակը նաև ցույց է տալիս, որ կետից կախված ենթահամարներով ղոպամիտոդ 
Հաարի միապատիկ չարքերի միակության հայտնի թեորեմները շեն տարածվում Հաարի 
կրկնակի չարքերի վրա։

Kch. H. MOVSISIAN. On the untquene*։  of tuccettively convergent doable 
Haar eerie*  (summary)

A uniqueness theorem is proved about the Haar series successively convergent 
over lines. An example of double Haar series is given showing that the mentioned 
theorem is in some sence final.

The some example shows also that the known uniqueness theorems for onedi­
mensional Haar series, converging over sequences depending on points, can not be 
extended to double Haar series.
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