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Пусть էՆՀք)— детерминат теплицевой матрицы

(/)(£ >_с , 
образованной коэффициентами Фурье

К
Ск = 2- Рշ՜""ժէ = °' *1։"

произвольной неотрицательной функции / (/) (— к, л).
В работе [1] Г. Сеге установил формулу

Нт ^£>Я_։(/) = С(/). 
Л —

где

<?(/) =

ехр | յ 1п / (է) ժէ | при 1п ք (է) (լ Լլ (— я, те) 
— Ж

ж

О при ( \п ք (է) ժէ =—оо.

Пусть задана непрерывная пХп-матрица-функция Н(1) (—со 
I Рассмотрим систему интегральных уравнений

Введем обозначения

տ) ք (տ) ժտ = շ (է). (0.1)

при 0

քո {է-(п—1) г) при (п —1)г
81 (')

Շ (է) = & ((՜ г)
при 0 < է 
при ր<Լէ

(0.2)

8՛՝- (է —(п —1) г) при (п—1) г

տ) = հէյ(է-{ւ-1)ր-տ + (յ 
где հլյ (?) — элементы матрицы Н Լէ).

Ս



2jg Л. В. Микаелян

Тогда система (0.1) эквивалентна следующему уравнению: 
пг

F(t) + >^H(t—s)F(s)ds = G(t) (0<f<nr). (0.3)

о
Детерминант Фредгольма уравнения (0.3) 

пг пг
И) = 1+2 ••• ’”)*,•••  Л. (0.4)

£,nlj J \S1

является многомерным континуальным аналогом детерминанта Теплица.
Для скалярного случая (п = 1) асимптотические свойства детер­

минанта (0.4) при г—ос впервые изучал М. Кац (2]. Новые резуль­
таты в этом направлении были получены Н. И. Ахиезером [3], Хирш- 
маном [4] и др.*

В настоящей заметке при более общих предположениях, чем в 
[2], [3], получена следующая формула:

+ 00
lim [Dr (//)]1/г =ехр (*  Indet [/+//(>.)] Л),

12к.

J е/иЯ(<) dt.

где

Dr (Н) = Dnr (1, Н) и Н{>.) =

1°. Пусть К (t, s) = (t, s)|£ — непрерывная матрица-функ­
ция в квадрате [0, 7?] X [0, /?]. Рассмотрим систему интегральных 
уравнений

Г
/(0 + '>• j К (t, s)f (s) ds = g (t). (1.1)

0

Предположим, что операторы 
г

Z(f, s)/(s)ds (0<r<~) (1.2)
0

ядерные в пространствах (0, г) (0 <г <А). Тогда, как известно, 

детерминант Фредгольма (л, К), определенный как (0.4), совпа­
дает с выражением

£>г Р, А) = П (1+ >.>•/0), 
)

где X; (г) — собственные значения оператора Кг.

Как стало известно автору, при произвольном п этими вопросами занимал­
ся И. Ю. Линник [9].
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При |/-K гДе = max $)Г| ядро резольвенты Гг (t, Mr Ort. t- R
s, i) системы (1.1) разлагается в ряд

r,(/,s, = s) 2 (->■)*  1

* Под символом Ц-Ц понимаем гильбертову норму в пространстве матриц по­
рядка п X п.

4=1 ö
j К (t, SJ • • • К (s*,  s) dsY • ■ • dsit

6

и является голоморфной матрицей-функцией от /. в круге р | < ——■ 
Мг

Легко проверяется, что

1п Ог (л, К) = Зр 1п [7+ ). Л>] = зр У (~1)Р 1 !/> КР=

р-1 Р

р-1 Р
Как известно, [5]

Поэтому

sp [К (sp, з։) К (з1։ Sg)*  • • Л (sp—i, Sp)] dsL- • • dsp.

1п£>,(4 К) = | J ••• J SE

о о

* * ‘-А*  (sp—1, Sp)] ds^• • * dsp»

Этот ряд сходится равномерно по г 6 [О, Л], при р.|<_
МЯ

Покажем, что его можно почленно дифференцировать.
В самом деле, ряд

- (j)22 ,P ± j։ ... Г sp [/r {Sp> Si)... tf(Sp_lf Sp)] dSi... dSp:= 

P <4 0J

= -ISpK(r, r) 4-2 2 f...
p-J P y=l J

• • К (s;-b r)x
0

X К (r, S;+1) • (K (sp-1, Sp)] ds-y- • • dsj-x dsj+! • • • dsp =
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= X зр К՜ (г, г) + 2 ( >•" 2 Г • • • Г ։р [ К (г, з>+]) К (зр, з։) X
р=2 Р $

X К (з։, ։,)••• К (зр_|, зР) К (5)-л, г)] ds1■ • - Л/-։ ds,+^■■ ^зр =
Г г

= х[ зр К(г, г) +2(-Х)рС... Г зр[К(г, 3,)... 
1 р՜' о о

• • • К(зр-1, г)] dsp-l

сходится равномерно по г [0, /?]. Следовательно, для всех ՛>, при- 
...^ 1

надлежащих кругу 14 \ — —> имеет место Мл

— 1п Ог (X, К) = X зр Г, (г, г, X). (1.3)
dr

Докажем, что эр Гг (г, г, X) является голоморфной функцией от 
X во всей комплексной плоскости, кроме нулей £)г (X, К).

Используя обозначения, аналогичные (0.2), легко убедиться, что 
система (1.1) эквивалентна одному уравнению

пг
Г (ОН-Х ^(6 3) Г(зиз=в (<). 

о

Обозначим через Г (£, з, X) ядро резольвенты это'о уравнения. 
Тогда

г (г, з, Х) = д>яг(б5> (1.4)

Яяг(Х, К)

где йпг (6 з, X) — минор Фредгольма, Ппг (X, К) — детерминант Фред­
гольма этого уравнения. Так как они—целые функции от X и (X, 

К) — Ог (X, К), то Г (#, з, X) голоморфна всюду, кроме нулей Ог (X, Л).

Поскольку ядро резольвенты системы (1.1) связано с Г (£, з, X) 
следующим образом:

Гг (/, 3, X) = г~и (/, 3, Х)6?, ,
где

"и (I, 5, X) = г (е 4- (г — 1) г, з + (/ — 1) г; X) (0 < (, з < г),
то

зр Гг з, X) и Г (#, з, X) 
имеет одинаковую область голоморфности.
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2 . Пусть Н (/)—непрерывная п А. п матрица-функция такая, что 
Н(1)' —ос, ос), /У*  (7) = Н (—/) и ее преобразование Фурье

е''։ //(/) dt

удовлетворяет условию

det [/4- Ж'-)] ¥=0 (- ос<л< »). (2.1)
При этих предположениях легко заметить, что матрица-функция 

А
положительно определенная при всех — со<^л<^со. Это, в 

свою очередь, означает, что при всех 0 г система (0.1) имеет 
единственное решение /, (/) и вектор-функции

(/,(*),  0<и<г

I 0 , r< t со

сходятся при /■—»«? по норме пространства Ь"/'л к решению урав­
нения

/(0 4֊ | Н (7 — з) / (з) ds= g (О 
о

какова бы ни была вектор-функция а (^)££"х1 (0, °°)՛
Значит, резольвента системы (0.1) определена при всех 0<^/’ССО 

и ядро ее Гг (/, з, л) голоморфно по ). в верхней полуплоскости и в 
некоторых окрестностях нуля и единицы.

Используя неравенство Адамара [6], из (1.4) получаем, что 
зр Гг (г, г, '>)—интегрируемая функция от г и

является голоморфной функцией в верхней полуплоскости и в некото­
рой окрестности единицы.

Из формулы (1.3) следует, что
1

Dr (', Н) = exp [In Dr, ()., //) + >. J sp Гт (", т, л) rfc| (2.2)

г»

при |/.| < и г'- [г0, Я] (г0 < 7? < ос).

Так как Dr (л, Н) — целая функция и равенство (2.2) имеет место 
в некоторой окрестности нуля, то оно верно там, где голоморфна пра­
вая часть.
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В частности
Г

Dr (1, Н) = exp {In Dr. (1, Н) 4- Jsp Г- (", 1) dt}.

г.

Если обозначить Dr (1, Н) = Dr {Н) и Гг (/, s, 1) = Гг (t, s), то 
получим

— 1п (Я) = ер Гг (г, г). 
дг

3°. Пусть Л (6 0—решение уравнения
Г

Гг (/, 5)+ У Н*({-֊)Ег  (֊, = (/-5). (3.1)

о

Очевидно, Г’ (0, 0) = Гг (г, г). Полагая в (3.1) з = 0, получим 
Г

Гг а, 0)+у Я*  ({--) Гг (-, 0) - Я*  (0. 

о
Рассмотрим уравнение

•ч?
Е(0+|’//»а֊-)^)Л = Н*((). (3.2)

о
Из оценки

вл (;, 0) - г (ОН к у КЯ* (01’ dt ■ |'йл (5, О)-Л(з)р ds + 

— во и
4-«»

+ У ц/7*  (0Р л- уН/7(01Г л
— ~ г

следует, что при г — со Гг (6 0) — Л (0 по метрике Ся*я (0, ос), так 
как Л(0 6 Ь’Хя (О, 0°) и Л(х, 0)-»/7(з) по метрике -<п (0, оэ). В 
частности

ДТ Йд7/)- = 5р/*
Легко заметить, что

.. 1п (Н) .. £>; (Я)
---- 7-----’!” ТДН}

Поэтому
lim [Dr (H)]ilr = exp [sp/*  (0)|.
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Остается вычислить зр Р*  (0). 
4°. Рассмотрим систему

Г (0 + | Я(< —«) Г (з) </з = //(?), 0< #< оо. (4.1)
о

Обозначим через

5(0= |’я«-5)Г(5)</$-Я(0( <<0 

и

о, г>о.
Положим Г (/) —■ 0 при I < 0. Тогда систему (4.1) можно перепи­

сать в следующем виде:
+

Г (£) 4՜ Н (1—з) Г (з) <15 — Н (/) 4՜ В (/), — со < 1 << ос.
ее

Переходя к преобразованию Фурье, получим 
■х 4-©о ао

| Г (0 еш <11 + ( Н(1) е‘" Л- С Г (0 е1'1 <11 = 

О — ее о
+ - О

= у Н (0 е"' Л + [ В (1) ем Л. (4.2)

Введем обозначения 
ее

Г (/.) - С Г (о ем <11,

о՜
-I-»

Н (}.) = у Я (0 ем <11, 

вш ее

в (/.) = ув (-о е֊'и <и. 

О

Тогда (4.2) принимает вид

[/+£(•>.)] [/֊Г ().)] = I- В (А). (4.3)

Как известно [7], при наших предположениях на матрицу-функцию 
, А

Н (1) матрица-функция 14՜ Н (X) допускает следующую фактори­
зацию:
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/+//()•) = б’« ()•) б (л), 
где

G ’ (/■)€ 7?"х'' (- », «֊) и [б*  ().)]±։ € RnXn (— 07 > сг՝)-

Здесь 7?" я(— °?, °°) — класс функций, допускающих пред­
ставление

I- (*е  ';'т(0 di,

и

где 7 (0. ~).

Из (4.3) следует, что

б (/.)[/-г (>•)]= [б*  (>.)]-’[/-£(>)I- 
Отсюда

/ - Г (>.) = б-1 (>.),

/-£().) = б*  (л).
Поэтому

Z+ //().)= |/-f*  (>.)]->[/- Г (/.)]-■ , 

и следовательно

det [/+#(/.)] =|det|/-Г
А

det |/+ Н (/•)] является функцией класса R (—on, со), т. е.

det [/ г //(>•)] ~ 1 Ь j А (/) е1'-1 dt. (4.4)

А

Предположим, что матрица-функция Н (л) креме условия det [/-+- 

-\-Н ('■)] 7Г='О удовлетворяет условию

Н (>•) € Я'՞ (- =О, «).
А

Тогда 1- det [/ 4֊ Н (/)] £ £։ (—со, ос) и поэтому функцию А (/) 
можно считать непрерывной. Кроме того, ясно, что А (—t) = A if).

Очевидно

det [/— Г (>.)] £ (— со, со),

т. е. он лредставим .в виде

Jnt [/- Г («] = 1 ֊ (f) е': ' dt, Im К>0. (4.5)
О
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Здесь функция 7 (I) непрерывна, так как она является реше­
нием уравнения 

<ж
7 (0 +У А«—5)7(5) </$ = А (О- 

о

По теореме Винера—Леви [8] 
+ « +«

1п (1 + | А (0 е'х< л) = у ем I (0 Л, (4.6)

где I (0—непрерывная функция из (—со, оо). 
Отсюда

откуда следует

1 — i 7 (0 el" dt = expl — I е' ' I (t)dt j • 

о о

Разлагая правую часть в ряд и, используя теорему единствен­
ности для преобразования Фурье, получим

7 (0 = I {*•••(  I (t-h-.....- s„-i) I (s։)'- • •

• • • I (sn-ti ds^ ■ ■ dSn-b

Отсюда и из (4.6) следует, что

In det [f +- Н (/.)] di-.

С другой стороны, из (4.5) имеем

л 71! с/

1
т(0)



284 Л. В. Микаелян

7(0) = AC Ц-det [- Г (}.)]] d>,

так как 1 ('•)(: £>(—00» °0)*
Пусть Г (О = Птц (f)|՞ у=1, тогда

/֊ Г 0)^53//-JlM (О«'"' 

и
Поэтому

det |/- Г (>•)] = (1 ֊ J ЪЛО е'и^) •” (1 - J 7^ (0 в"')֊Ь 

6' и
*р »*

+ /е ().) = 1 - Ji։1 (0 eni dt----------- у7лл (/) еш dt -- R. (Z).

у о
Следовательно

+*

A (*  [1 - det [I— Г (/-)]] d>. = Tn (0)4- • • • -г 7- (0) = sp Г (0),

так как 
+ ** 
у /?1 (}.) /А =֊• 0. 

— ео
В самом деле, функция (>■'} состоит из слагаемых следующе­

го вида: 
00 •• X

I 11 (0 в''՛*  d• • • • Г "а> (/) е''' «7/ = е1՛1 / (0 dt,

о и О

где
/(/) = у • • • у 71 (/ 5։ • 5р-0 7։ (51) "' ’ 7р (5р-1) ds1^ • • dsp-l

4|+-”+1р_1 /

Поэтому
+ »

(՛ *>(■'•)
J
— 30 -п. о

'f^dt dl =/(0) = 0.

Итак

зРГ(О) =
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Обращаясь к уравнению (3.2), заметим, что

sp А*  (0) = 2j J In det [7+//С')] d>..

Таким образом, доказана следующая
Т е о р я м а. Пусть Н (t) — непрерывная матрица-функция 

класса Lf* n (— оо, сг,) такая, что

1) =

2) det [7+ //(')]¥= о,

з)^(>-)€4(-~, оо),
4) операторы 

Г
H(t֊s)f(s)ds

О

ядерны в пространствах L$* n (0, г) (0<^г<^со).
Тогда

+ *
lim [Dr (/7)]1,r =ехр С In det [/+ //(>)] cP).

г-*  12ти J
• — eo

Замечание. Можно показать, что результат работы [3] до­
пускает обобщение на многомерный случай. Именно, при условиях 

аналогичных условиям работы [3], справедлива следующая асимптоти­
ческая формула:

Ita ---------------- D'W-------------------„

exp I — Г Indet [I -*гН (>.)] |
12^ J I— so 

on
-• exp I / sp [/"J (f, 0) Fi (t, 0)] dt j > 

о
где Fr {t, 0)—решение уравнения

Г
Fr (t, 0)+ |я*  (f — s) Fr (s, 0) ds = H*  (0- 

0
Автор выражает искреннюю благодарность М. Г. Крейну за по- ՝ 

становку задачи и В. М. Адамяну за ценные обсуждения.
Институт математики

АН Армянской ССР Поступила 25.V.1575
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Լ. Վ. ՄԻՔԱՑԵԼ9ԱՆ. Դ. Սեգյոի մի թեորեմի թազմաչափ կոնտինուալ անէԱ|որյի մաււի՚ն. 
( ամփոփում )

Դիտարկվում է (0,1) ինտեգրալ հավասարումների սիստեմի Ֆրեդհոլմի Df (H) դետեր֊ 
մինանտի սհսիմ պտոտիկան, երր ր-^-OQiH {է) կորիզի վրա որոշսմլի պայմանների դեպրում 
ստացված է հետևյալ բանաձևը.'

00

lim [Dr = exp [ ֊^֊ ( In det [7 + H (/.}] ժ/.|. 
r—-° I 2՜ J

L. V. MIKAELIAN. On the multldlmemlonal continual analogue of a- 
theorem of G. Sreg6 (summary)

The asymptotical behaviour of the Fredholm determinant Dr (H) of a system, 
of integral equations (0.1) is considered when r -» co. Under certain assumptions- 
about the kernel H (t) the following formula

lim [Dr (//)]>/= In det [/ + H (/.) ] Ժ> |

is obtained.
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