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Введение
1°. Известно, что мультипликативные представления /-нерастя

гивающих оператор-функций играют большую роль в теории оператор
ных узлов и линейных систем. С их помощью были построены и изу
чены модели широких классов операторов [2, 7].

В связи с открытием М. М. Джрбашяном [3—5] новых классов 
мероморфных функций, возникает вопрос об их интерпретации с точ
ки зрения линейных систем.

В работах [1, 6] в рамках теории линейных узлов даются реали
зации некоторых классов мероморфных функций М. Mi Джрбзшяна. 
Настоящая работа продолжает исследование этих работ, она посвяще
на изучению операторов, реализующих функции классов Dp (р — 0, 1, 
2, • ■ ■). В работе показано, что операторы, дающие реализацию пре
дельных множителей и конечных произведений элементарных множи
телей Джрбашяна будут ограниченными. Операторы, реализующие 
бесконечные произведения классов Dp(p~>0) при условии 2(1—|С*|) = 
= оо, оказываются неограниченными, однако можно ввести новую мет
рику, в которой эти операторы становятся ограниченными. В работе 
исследуются также резольвента и спектр соответствующих операторов.

2°. Мы приведем здесь некоторые определения и результаты из 
[1. 6], необходимые для дальнейшего.

Определение 1: Совокупность L, состоящая из двух линей
ных пространств Н, Е и четырех линейных операторов Г; Н —• Н՛, 
Ф: Е—Н՛, 'F: Н-* Е-, К: Е-* Е называется линейным узлом, а опера
тор-функция

L) = К+ z<F (7— гТ)֊' Ф: £— Е. (0.1)

называется передаточной функцией узла/,.
Если пространства гильбертовы, а операторы непрерывны и 

dim£ = 7, а — орт в Е, то Ф (иа) — ид, — (х, р) а, К (иа) = 
= uka (q, р, х^Н; к,и^Е). В этом случае будем писать L=(T, Н, q, 
р, Е, к). Передаточная функция имеет вид:

Е) - к ¥ z ((I — zT)՜1 q, р).
Определение 2: Будем говорить, что линейный узел L яв

ляется реализацией заданной в единичном круге функции f (z), если 
f (z) совпадает с передаточной функцией узла L.
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Функция F(z)^Dp допускает представление [5, 6]

F(z) = Cz" ~р(*' 5 (z),
~р (z; th)

где

т.р (z; С») = П МР (z-, С*),

гх r-~z KI (1-1’1*)'՜ 2 1 I m*»

S(z) ֊ exp | f i'c.-fV֊՛ '■ ! • <»-3>

I “ J J Vх ггс / )0 0

Здесь произведение ~p (z; С*) сходится тогда и только тогда, когда 
сходится ряд

2 (1-|:*1)₽+'<ео, 0<|сЛ|<|ся+։|<1. 
к=*\

В работе рассматриваются последовательности, удовлетворяю
щие этому условию.

Множитель Мр (г; С) вида (0.2) (с точностью до постоянного мно
жителя) был введен М. М. Джрбашяном [5].

Учитывая, что

2 _ j = 1 + L 4 2 Cz
(1֊^)' "i-Cz ^(1֊^’ (0.4)

представим Mp (z; С) в виде

где

(0.6)

Приведем известные [1,6] реализации элементарных множителей’ 
которые нам понадобятся в дальнейшем.

а) Функция ехр ех (С)^՜ '՜՛;?} реализуется узлом [1]1
I 2 1 — ч г)

нх = L2 ( о, ֊е։(С)), Е=С1г
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[ Л (Z) /| (х) = Z/ (х)+2С j’ exp (х -1) f (0 dt, (0.7)

6

qx (Z) = exp x; p1 (Z) =2 r, exp (y e։ (Z) — x ; kx (Z) = exp у e։ (Z).

Этот узел будем обозначать через L (Z).
( „ Ь |

Ь) Множитель exp (cj (Z) -----F7*i может быть реализован сле-
I (1—Z z)4

дующим узлом £* (Z) (к = 2, 3,•••, р):
Я* (С) = £* (Я*, [о, е* (Z)], £=СТ,

.V
I Л (Z) f] (х) = Bf (х)+ J (/ (0, р0)^* Чо dt, (0.8)

о

<7* (Q = <7о> Рк (Q = Ро> ** (’) = 1.
где

Несущественное отличие выражений (0.8) и (0.9) от соответ
ствующих формул в работе [6] вызвано принятым нами определением 
(0.1) передаточной функции № (г; Ь), в то время как Л. Меграбян 
[6] исходит из функции 5 (=; Е) = № (х՜1 ; Ь).

С — х К|с) Множитель Бляшке ---- =----- — реализуется узлом ЬР+\ О
1—Сх Z

НРи (С) =£= С,; 7>+1 С)/ = :/, (0.10)

ФР+։(^ = Г'ТЯТ; рр+1С)=- =

§ 1. Сцепление линейных узлов

Пусть имеются узлов = (Т֊п>, с^п,։ р^п\ Е,
^л))> (п = 1, 2,•••> /V) с общим внешним одномерным пространством 
£ = СР Пусть далее £/(я)—гильбертовы пространства с метриками

(• , •) п и сходится произведение |՜] к{п). Тогда, применяя правило 
л-1

сцепления узлов, введенное в [1], можем образовать, узлы-

L = LW VLW V- • • VL^ ~(Т, X, д, р, Ет к)г (.1.1)
2—463
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£ = £(*) у... уцп уцм =.- (Т, X, ч, Р, Е, к). (1-2)

Пространства X и X представляют линейное многообразие эле
ментов вида (хЛ}‘п-1 = (Л1։ Хп,-", ^л')> где х„£//<Л>. В случае 7У<°о 

- .V
мы будем считать, что X = X = ‘Э Н<п> (см. [1]), а когда Ы— эт бу

дем рассматривать X как линейное пространство.
Лемма 1.1. Операторы Т, Т, элементы д, р, д, ри числа к, к 

определяются следующими равенствами:

(ТХ)„ = Ля> Х„ + д(д> 2 (х*. П ^։)> 
*-1 а—»4-1

, л-1 , .V ( .V .л-
д=^д'я>П *՛” ’ Р = П I ’

' ■։•»! ' л-1 ' л-л+1 >я=Д

К 
к=к - [] к(։\ 

5=1

(ТХ)П = Лл>хл + д(я’ 2 (х*, />'*))< П
АезЛ-г! Л ея 4-1

Л' Л'
д(я) |՜] /с(^ ,

1-л+1 )л-1

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

Отсюда видно, .что оператор Ч', который определяется по фор
муле

лг
Чгх = а 2 (х*, рк)л = а {х, р), (1.7)

*-1

определен только на векторах х, для которых сходится ряд в правой 

части (1.7). А операторы Т и ’Г определены на векторах х, для ко
торых сходится ряд

V
2 (хп, Рл)л. (1.8)
л-1

Найдем формулы для операторов (г/— Т) 1 и (г/—Г)՜1 . Пусть (г/— 
— У)՜’ х =/, тогда

Л-1 , л-1 .
(г/_ р«)) Д — ^л)^ /д р(») П А(х) \ = (19)

*-1 ՝ 6-Лч1 ' к



Исследование операторов 207

Обозначая через уп сумму

»«= 2 (7*> Р{п п ) ’ (1.10)
* =։ ' ։-ы ' *

будем искать решение уп в виде уп — Ол В (г; я), где

В (г; п)= П (1.11)
1-1

Учитывая (1.9)—(1-11) и соотношение уп — ул-г кп-г = (/л-ь р(л՜”)» 
получим

/л = (г/ — Л’))֊’ хп +
л-1

— (г/— Т(л))՜1 д1“} 2 ((г/— Л*>)-1 х*, //*’)* В (г; к 4֊ 1, л), (1.12)
<■=1 

где
Л—I

В (х; к 4- 1, п) = |֊| (г֊։ ; £Ы).
.5=1*1

Аналогично для (г/ — Г)՜1 х — мы имеем
8п = (г!— Л"’)՜1 хп 4֊

4- (г/- ГЛ>)֊1 </л> ((г/- Л*’)՜1 **, р(*>)* В (х; п-1, к). (1.13)
Л«=л+1

Имеет место
Предложение 1.1. Пусть з(Лл>) и сходится произведе- 
,у ~ ~ ֊֊

нив П^(г;^л)), тогда (I - г Г)֊' 9 £ И (ЧТ) и (I— г Т)֊' д£1> (Т) 
л=1

и имеет место соотношение
А’

1Г(2, £) = 17 (2; £) = |-| 1Г(г; П՞').
п=\

Доказательство. В случае 7\^<^ со эти утверждения очевид
ны, они вытекают из теоремы умножения передаточных функций ([1], 
теорема 1). Итак, пусть /V — оо и (/—г Г)՜1 д = у, имеем

(^~ гГ։л>) уп — 2 (у*, ри))4 ["] &(л) = </л) П к^. (1-14)
*֊•։ л-*+1 л=։

Откуда, если д(Л} = 0, то уп = 0 (г 43 (7’(л1)). Будем искать решение 
уп (для тех п, для которых д(/1)։У=О) в виде

Л—1
Уп = — к^-ип. (1.15)
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Подставляя (1.15) в (1.14) и учитывая, что q(n>^=0, имеем 
п—* л 1) е

vn - г 2 «/֊X 7™)֊’ р<»), = 1,К'“’ ' а—1
(1-16)

Г

I

откуда получим
-1 п-1

vn =
Г"՜1 1
п 

-г—1

п >

»—1
(1.17)

и
л-1

У* = (/--хГИ)-1 д(") р «7 (Z; £«). (1-18)

Из (1.15) и (1.4) имеем

(у, р) = к 3 (('֊* 

А=1
(1.19)

Отсюда и из (1-16) при п -* ос получим

(У, Р) = — (Ь, — 1), Z
что вместе с определением 1 передаточной функции дает доказатель
ство предложения 1.1 для L. Аналогично доказываются утверждения, 

относящиеся к узлу L .

§ 2. Свойства операторов, реализующих произведение 
Джрбашяна класса

1“. Чтобы получить реализацию для элементарного множителя 
Мр (д; С) вида (0.5) достаточно взять сцепление:
Л (С) == £, ШЬ, (С)\/ - -. V Ьр+х ('.)=( г С), Н (С), ч С), Р О, Е, к (0),

(2-1)

где Л» (С) (к = 1, 2, - • р -г 1) определены по (0.7)— (0.10), простран- 
/ р+1 \ство Н (ч) гильбертово ( Н ('-) = ф Нц ((.) ) • 
\ *—* /

Для оператора Т(С) узла (2.1) справедливы следующие простые 
предложения, доказательство которых следует из явного вида опера
тора.

Лемма 2.1. а) Существует число С, не зависящее от С (|^|<1) 
такое, что

РЖС.

б) Спектр оператора Т (С) состоит из единственной точки 
2. Точка ч является одновременно собственным значением и су
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щественной особой точкой резольвенты (г I — Т ('))“’ . Собствен
ные элементы оператора Т (') имеют вид (0, 0, •••, АР+։), где 
Ьр^Нр+1 (1).

в) Пусть ' пробегает множество М точек из круга |С| < 1, и 
точка г не принадлежит замыканию множества сопряженных то
чек ' ('£М), тогда существует число А, не зависящее от С, та
кое, что

1г1-Т(М֊Ч<А.

г) При р >0 область значений оператора I — Т (С) плотна в 
НЩ. ,

2’. Приступаем к рассмотрению оператора, реализующего произ
ведение М. М. Джрбашяна. Согласно теореме умножения передаточ
ных функций (предложение 1.1), произведение (х; \к) имеет реали
зации

ее по

ь = V Ь Сл)> £ = V £ (Сл). (2.2)
Л-1 Л-։

Составляющие элементы узлов £ и £ выражаются по (1.3) — (1.6), но 

вместо узлов £(я) надо взять £ (СЛ). Основные пространства X и X 
представляют пространство последовательностей х= {Хл}”_1 (хЛ6 
£//(£„)). Мы будем считать как ив п° 1, что пространства //(СЛ) 

снабжены гильбертовыми метриками. Обозначим через Н простран
ство последовательностей х = (хя)^1 (хя£Н (£,,,)) с нормой |х||2 =

2 |(г/-Г(Сл))֊1д(Сл)Р = оо, (2.5)
л—1

ос
2 Я(х7- Т*С-„))֊>(Сл)|։=ос.

= У Ыл<°=> и будем изучать свойства операторов Т, Т узлов 
к=1

£, £ в этом пространстве Н. Как было показано в п. 1 точка С есть 
точка спектра оператора Т (С). Введем обозначнние

А =Кл)«“-։. (2.3)
Имеет место предложение.

Лемма 2.2. Пусть Л (замыкание множества Л) и

2 (1-|Сп|)^со, 
я—1

(2.4)

тогда

(2.6)
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Доказательство. Докажем сначала (2.5). Если рассматри
вать £(£«' как сцепление (р + 1) узлов, то формула (1.18) дает

[(zl- ТС«))՜1 <7 С»)1* = {Н- Т* (£„))֊> qk (Сп) Vk (J,; 2), (2.7)
где

v*C«; -)=П £и:«)).
*“1

В силу сходимости произведения Джрбашяна Гпп (и* (Ся; z)| ֊» 1.
1:п|-*։

Так как z՜^ Л, то j(z — С») '։ | > С, где С не зависит от U. Тогда из 
(2.7) имеем

{[(«/ — ТС«))֊1 q С«)Ш/(:я) ТСп))֊1 q (U)].=

=■ |(z - Г«)֊1 Г (1-М)Ьн Си; г)1* > С (1 - IUD-
Отсюда следует (2.5). Равенство (2.6) доказывается аналогично.

Теорема 2.1. Пусть

2 (1- IUI) = оо,

л-1

тогда 
ЛИ ичи

1) Каналовые векторы р, q и р, q соответственно узлов L 

и L не принадлежат Н.

2) Операторы Т и Т неограничены и их области определения 
плотны в Н, и спектр каждого из них покрывает всю комплексную 
плоскость.

Доказательство 1. Учитывая (0.5)—(0.8) и (1.3), имеем

11g Сл)& с„) = у [exp ej (U)—1] 4- (1—С«Г) ехр е, С„) —

■+ У к |С„|։ е* С„) exp е, (U). (2-8)
*=2

£ l?C«)lfnW)>c3 (1-•.:«!).
л-1 1=1 л-=!

Последнее неравенство следует из (2.8) и из сходимости произведения 
ес

П ^։С/)՛ Значит q^H. Для р, q и р доказательство аналогично. 
/-1

2. Оператор Т определен на плотном множестве ялементов вида
(х:, х;, ХХ, 0, 0,...) уЛ'<~. (2.9)
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Оператор Т определен на векторах вида (2.9) с дополнительным 
условием

лг
2(х*. Р*)* = 0, (2.10)

где р>, — р (»*) |՜] к (С/) — Л-ая компонента вектора р. Если некото- 
/=*+1

рый вектор у £ Н ортогонален ко всем векторам вида (2.9) и (2.10), 
то он должен иметь вид у — ср. С другой стороны, как было показа
но в 1) вектор р не принадлежит Н, следовательно с =0, значит у=0.

Пусть А, резольвенту (я/— Г)՜1 , в силу (1.12), можно рас
сматривать как сумму двух операторов, первый из которых ограничен 
в силу леммы 2.1 (в). Поэтому достаточно рассматривать второй опе
ратор, который обозначаем через /?։ (г, Т).

Полагая х = (х1։ 0,•••), где х1 удовлетворяет условию

з = ((г/— Т (Сх))-1 х։, р (С1))«?ь0, 
имеем

[Я. (г, Т) х]„ =֊- 3 (х/- Т (Ся))֊։ Я (С„) В (г; 2, п). .

В силу сходимости В (г; 2, п) из леммы 2.2 следует, что вектор х 
не принадлежит области определения оператора 7?2 (г, Т). Таким 
образом, мы показали, что з£з(7’), значит

С\ Ас а (Т).

С другой стороны, поскольку множество Л нигде не плотно в С, то 

из замкнутости спектра мы получим С=о(Т). Что касается то из 

(1.13) и леммы 2.2 (формула 2.6) можно показать, что (г!— Т)՜՜1 так

же неограничен при Л, следовательно С=а(7). Так как спектры 

з(7՜) и а (Г) покрывают всю плоскость, то операторы Т и Тнеогра 
ничены. Теорема доказана.

Следующая теорема дает более точную характеристику спектров 

операторов Т ՝л Т. Для этого обозначим через Р, (А) и Са (А) соот
ветственно точечный и непрерывный спектры оператора А в смысле՜ 
113].

Теорема 2.2. Пусть 2(1 — Щ) = ро, тогда

1. РЯ(7) = Л, СО(П-- С\Л, (2.11)

2. С,(Г)эС\А. (2.12)
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Если последовательность Ся такая, что

2'՞ 1^(7՜։ г’*) ֊мр(0; С*) I п сЛ + 1^о, (2.13)

где 2"1 обозначает сумму с пропущенным т-ым членом, элемен
тарный множитель Джрбашяна, определяющийся по (0.2), то

С, £0,(7). (2.14)

Таким образом, если (2.13) имеет место для всех натуральных т, то 
С=С,(7). (2.15;

Замечание. Ряд (2.13) сходится в силу сходимости произведе
ния М. М. Джрбашяна.

Доказательство. Соотношения (2-11) следуют из формулы 
сцепления (1.5) и того, что Ся есть собственное значение оператора 
Т’(Сл).

2. Для Л неограниченный оператор (г!— Г)՜’ определен на 
векторах вида (2.9) с дополнительным условием

2 (х*> «*)* = 0,
*-1

причем

з* =(7/- Г* (С*))՜1 р В (г-, к 4-1, со).

В силу леммы 2.2 и сходимости В (г; 4-4-1, оо) последовательность 
5 = !5*)£=1 не принадлежит Н, тогда как в теореме 2.1 получим, что 
область определения оператора (г/— Т)~г плотна в Н.

Докажем теперь (2.14). Решение уравнения (Ст 1— Т) х=у имеет 
вид

(Ст/- 7’(:я))-\уя 4- 
_ л-։

+ (Ст Г- Т(?„))֊' ч (:я) 2 ((;„, /_ Г(С*))֊։ ук, р (С*)* У 
*-1

X В (г,т', 4-4-1, л), (п < т) 
г(ся))-> Уя+ (:.»/- г(:„))-» х

х 2 т ((Ст /- Т (СА))- ։ ук, Р (С,))* В (Гт; 4 - 1, п) - 
*-1

+ А (С /- т с,п)) ։ ч (:я) П 4 С,) 1 4- 
+ 1 и

п -1
+ 2 т ((С1 /— т(С*))-’ д (:*), р С*))д в (Гт; 4 — 1, л) р

(;«^>л1) (2.16)
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где
Д = (х,п, Р (՝т)).

Выражение, стоящее в квадратных скобках, в силу (2.13) сходится к 
некоторому отличному от нуля числу. Следовательно, если у = 0, то 
А = 0, иначе х~Н. В случае у — 0 хт будет собственным вектором 
оператора 'Г (Ст), тогда в силу общего вида собственного вектора 
(лемма 2.1) и А = 0 следует х,п ~ 0, таким образом х = 0.

Докажем плотность области определения оператора (Ст I— 7)՜* . 
Действительно, этот оператор определен на векторах вида (см. (2.16))

У — (У» Уг> - ՛. Ух> °> V эс,

У'"(</*. (Тя/-7*(с*))֊> (:*))*№ л + 1, «) = о, (2.17) 
к I

и у1П взята из области значений оператора (Сш/— Т (Ст)), которая са
ма плотна в Н (Сот) по лемме 2.1 (в рассматриваемом случае р^>0, 
поэтому лемма 2.1 применима). Следует отметить также, что вектор 
х = I— Т՝)՜1 у в этом случае имеет вид

X = (х։, х։,- • •, ХЫ, о, - •), 
а компонента хя должна удовлетворять условию 

(хт, р (Ст)) = 0.
Совокупность векторов (2.17), в силу леммы 2.2, будет плотна в 

Н, теорема доказана.
Теорема 2.3. Если

т •'•I

то операторы Т и Т ограничены и

= (Т)= РА Т) ЦС,(Т) =л =з (Т) =- л (Г) и С, (Т),

Р,(Т)= Р,(Т)=^.

Доказательство. Из (2.8), учитывая (0.5), мы получим

И<7 СЛ:Я)< С (1-|С„|), (2.18)

С не зависит от Ся. Отсюда у^Н (из условия теоремы), аналогичным 

образом имеем также р, д, р £ Н.
Из формул сцеплений (1.3), (1.5) и (2.18), а также из условия

теоремы следует ограниченность операторов Г и 7. Пусть Л, тог
да с помощью (1.12)—(1.13), леммы 2.1 и условия теоремы нетрудно 
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показать ограниченность операторов (zl—Т)՜1 и (z/— 7՞) ', т. е.

*€р ( Г) и z£p (Г).
То, что 'т € 73, (Г) очевидно, a (7) следует из (2.16)<

и условия теоремы. Таким образом

о(Г)=Л =а(Т), 

а предельная точка множества Л (если она имеется), очевидно, при

надлежит непрерывному спектру С,{Т), С„ (Т). Теорема доказана.

§ 3. Введение новой метрики

Как было показано в § 2, операторы Т и Т вообще неограниче- 
ны. В этом параграфе покажем, что можно ввести новую метрику, в 
которой операторы окажутся ограниченными.

Напомним, что Н есть пространство последовательностей 
х={хя}„=ь х,,^Н{^п) с нормой 

4

W = (3.1)
л==1

Будем рассматривать еще совокупность Hj. векторов х £ для кото
рых сходится ряд

И2 = 2 k^(i-p)-2"1 <то- (3.2)
л-1

Очевидно, что Н± всюду плотно в Н и является полным гиль
бертовым пространством относительно метрики

(х, у\ + = V (хл, у,,)., (1 — |С*|)-2/'*.
*=1

Как нетрудно видеть, сопряженное к нему пространство будет обла
дать нормой

М- = 2 Ы- (1-М2'". (3.3)
л=1

Это пространство обозначается через Н-. Из (3.1)-(3.3) видно, что

значит Н+ //С Н-.
Пространства Н+ и Н_, согласно Ю. М. Березанскому [12], на

зываются соответственно пространствами с позитивной и негативной 
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метриками, или пространствами основных и обобщенных элементов 
гильбертова пространства Н.

Теорема 3.1. Справедливы следующие утверждения:
•с

1. Каналовые векторы д, р и д, р узлов Ь — \/ А('я) и В = Л—1

V /- Ся), соответственно, являются обобщенными элементами 
я-։
гильбертова пространства Н, т. е. они принадлежат Н-.

2. Оператор Т узла Ь ограничен в метрике (•,•)+ (т. е.

Т, рассматриваемый как оператор из Н- в Н , будет ограничен
ным).

3. Оператор Т узла Ь ограничен в метрике (•,•)_.
4. В соответствующих метриках для их спектров имеют 

место соотношения:

=+(?)== А+(Г) и С,+ (7) = А = з_ (Г) =

= (Г) и Са_ (Г); А+ (Г) = Р,_ (7>А.

Доказательство 1. Следует из (2.24) и сходимости ряда

2 (1-Г,«!)^1 <~

(и из явных формул (1.4), (1.6) для р, д, р, д),

2. Так как оператор Т есть сумма двух операторов, в силу 
леммы 2.1 (а) первый оператор ограничен. Рассмотрим второй опе

ратор Тг.

;Т
£ |дСя)Й 3 (хА, р(Ся))* П £&)* (1—Г«!)՜2'”'. 

л-1 *-я I 1-лЦ
(3.4)

х = (х1։ х2,- • •)(:#+•
Имеем
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Учитывая, что

мы имеем
н

*-л+1

N ы
< 2 М(1-|;*1)֊8'("*’>< 2 Ы2 (1- |С*|)-2^<М’- <з.б> 

*=л+1 *-л+1

В силу сходимости произведения П ^ (’') и из (3.4)—(3.6), имеем 
1-1

ИГ х|+ < С2 1<7СлХ2 (1 ֊М)" 2 11р (С*)? (1 ֊ИК'хй- 
л=>1 *-1

Ряды в правой части сходятся в силу (2.8), значит Т ограничен.
Доказательства утверждений 3 и 4 аналогичны доказательству 

утверждения 2 и теоремы 2.3.

§ 4. Предельный множитель

Из (0.5) и (0.4) следует, что предельный множитель 5 (х) с точ
ностью до постоянного множителя представляется в виде

5 (z) = exp 2d Г Г д4՜'I р (1—?)₽՜’log |F(pez8)| 2 —
17 J J *_1 (1 — xpe՜'՜)*

(4.1)
Для краткости введем обозначение

С (?, ») = (1 - /)₽֊’ log |F (ре")|. (4.2)7ь
Множитель

1 2։
5(z) = expj I Г G (P, &) - ' d?d$ j

I J J (1 — zpe՜'8)* I
(4.3)

имеет реализацию
Н„ = 2? (/?*, [0, 1]Х[О, 2«]); Е= Сг,

(Л*/)(Р, О)=В(р, »)/(р,
р 2՜

(/ (Х1 0» Яо GI/3(x, t) dxdt,
о о

(4.4)



Исследование операторов 217

9*(Р. 0) = GJ/2(P> ») 7о> Р* (р. О) = б'-’(Р, &)р0; Л* = 1> (4.5)

Этот узел будем обозначать через 5*. Эта реализация несуществен
но отличается от соответствующей реализации, полученной в [6]. 
Это отличие вызвано различными определениями передаточной функ
ции (см. [6] и наше определение 1).

Имеет место утверждение.
Предложение 4.1. Предельный множитель 5 (г) имеет реа

лизацию

5 = \J---\Z 5р+ъ

где Sk определены по (4.4)—(4.6). Каналовые векторы являются 
обычными элементами основного гильбертова пространства Н узла 
S. Оператор (основной) А ограничен, его спектр составляет весь 
замкнутый единичный круг.

Доказательство. То, что каналовые векторы принадлежат 
пространству Н, следует из сходимости интеграла (см. [5], стр. 28)

I 2к
¥ j J(1 - |los ^։>< °с- 

и о
Остальные утверждения непосредственно следуют из (4.4)—(4.6).

Пусть F(z)^Dp и не имеет особенности в нуле, тогда она до
пускает представление

F (z) = С z" ~p(z' g,) S (z). 
r.p (z; 6*)

Отсюда и из полученных выше результатов имеем: любая функция 
класса Dp, не имеющая особенности в нуле обладает (вообще говоря 
неограниченной) реализацией, однако в основное пространство можно 
ввести новую метрику, в которой основной оператор становится огра
ниченным.

§ 5. Об устойчивости операторов, реализующих 
элементарные множители М. М. Джрбашяна

Будем говорить, что оператор Т сильно устойчивый, если его 
степени Тп сильно стремятся к нулю при п~+ос. Инвариантное под
пространство оператора Т, на котором Тп сильно стремится к нулю 
при п -» оо, будем называть подпространством сильной устойчивости.
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1’. Как мы уже видели оператор Т, реализующий элементарный 
миожитель Мр (г; ') класса D,, имеет спектр, сосредоточенный в од
ной точке Z. Так как |Z|<3> то согласно теореме Рота [И], он подо
бен некоторому истинному сжатию А (т. е. ;'Л{<1). Следовательно Т 
сильно устойчив.

2'. Рассмотрим этот вопрос для самого простого не неванлиннов- 
ского՛ класса /У։.

Как известно, элементарный множитель А} (z; С) класса 7V։ 
имеет вид (см. [3], [1])

Аг (г, ’) =: Я A (z; Q. (5.1)
1 — « z

где
A (z; ",} = exp fl — 2' z log —՝ — ) • (5.2)

\ 1 — C z /

Как наказано в [1], множитель Al(z, ') имеет реализацию

Н = L? (О, I), Е-=С1։
X

(7/) (*) = ՝ (ехр сх) / (х) -г 2с С j exp — (t) df, (5.3)
«I

Я = Чь exp x; p = Pa exp (/ — x), к = exp I, (5.4)
где

l =1 — 1’1><7о po =2cC, c = --(i —1:|)֊> log |:i. (5.5)

Для простоты мы предполагаем, что Z>0, тогда спектром опера
тора Т вида (5.3) будет отрезок [', 1].

Предложение 5.1. 1) Пусть ' > н / (х) > О (причем не

почти всюду =0). Тогда
lim J Тп /| — ос.

2) Имеет место оценка для степеней оператора

М— некоторая постоянная.
Доказательство. 1. Из (5.5) имеем

С ехр сх>сх 4- Ъ, Z ехр (х — /) > 1, где 6 = 1-)֊ 1п
Далее

(7’/)(х)>(ГГ/)(х), (5.6)
где

X
(Л /) (х) = (сх 4- 6) / (х) -I- с J / (0 dt,
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(7’"/)(х) = (сх+6)я/(х) 1- пс (сх + Ь)п~} у / (Л <11. (5.7)

о
Из (5.6)—(5.7) следует утверждение 1).

2. Так как
' ехр сх С х 4֊ С, с' ■< 1, 

то имеем
(5.8) 

где
.Г

(Гг7)(х) = (х + :)/(х) + 2|/(о <н, 

п
.г

(7?/)(*) = (* 4-С)"/(х) + п(п4-1)(х-К:)л֊։ р(/)л- 

6
X

— п(п — 1)(х + С)"՜1 \ с + /) С (о л. (5.9)
п

Из (5.8)—(5.9) следует утверждение 2).
Покажем, что оператор Т обладает подпространством сильно?: 

устойчивости.
Резольвента оператора Т дается следующей формулой [7]:

[(V- Г)-' /] (х) = ДЦЦ 1- А) 2Сс С -5՜1 (б (11.
/. — а(х) I— а (х> .) /.— 2(1)о

(5.10.1
Пусть /- = Е 4֊ п;, тогда

|5 (х, л)| = ехр { 2Сс I - ---- * Я . <11 ].
I — ։(0]' + Т I О

отсюда
|5 (х, 7.)| ехр (с/И), с—постоянная. (5.11)

Такая же оценка верна и для |5~’ (х, /)|. Так как я (х) — вещественна 
то 

|л֊а(х)|>|4 (5.12)
Из (5.10)—(5.12) имеем

К/-7- Г)֊>! < ехр < ехр (В^Г֊). 
м

А, В — некоторые постоянные.
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Значит, для малых 8
М (8) = sup |(>/ — Т) -1} < exp (с'/г“) |Im

и
In In M (6) d'j

Следовательно, по теореме Любича—Мацаева [10], Т является 
5-оператором, поэтому для любого сегмента Ac[Z, 1] — □ (Т) суще
ствует инвариантное (спектральное) подпространство L (А) относитель
но Т такое, что Т (А) =■= T\L (Д) принимает А за своим спектром. 
Если Л строго лежит в единичном круге, то Т (Д) подобен истинному 
сжатию [11 ]. Следовательно, подпространство £ (Д) есть подпростран
ство сильной устойчивости.

Таким образом, доказана
Теорема 5.1. Оператор Т вида (5.3) не является сильно 

устойчивым, но обладает континуумом инвариантных подпро
странств сильной устойчивости.

В заключение приношу искреннюю благодарность проф. М. С. 
Лившицу за постановку задачи и внимание к работе.
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VII ԿՈՆԳ ԽԱՆ. Որոշ մնրոմորֆ ֆունկցիաների ղասերի ռեալիզացնող օպերատորների հատկու-
|>|ուններր Հ ամփոփում)

ներկա աշխատանքը նվիրված է Մ. Մ. ձէրբաշյանի [.) ^ 7, 2>...) դասերի ռեալի
զացնող օպերատորների սպեկտրալ և սահմանափակության հարցերին տարրեր մետրիկա- 
ներում է

DO CONG KHANH. Operate.™ reallzhlng готе claeeei of meromorphtc 
functions (summary)

Spectrum properties and problems of continuity of operators realizisin; fun 
étions of clasies D/։ (p = 0, 1, 2,---) of M. M. Jrbashian are investigated.
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