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ХАРАКТЕРИСТИКАХ

1°. Пусть / (а) — мероморфная в конечной плоскости функция, в 
дальнейшем такие функции будем просто называть мероморфными. 
Почти все, о чем будет идти речь в данной статье, переносится или 
непосредственно, или с естественными видоизменениями на случай 
функций, мероморфных в единичном круге, но мы для краткости огра­
ничимся случаем конечной плоскости. Мы будем без пояснений поль­
зоваться стандартными обозначениями неванлинновской теории рас­
пределения значений [1].

Всюду в дальнейшем «и (х) — положительная и невозрастающая 
функция на [1, со). Следуя М. М. Джрбашяну [2], определим

Г
К (г, /)= У П » (О л + Ш (1) А (1, /) = 

։
г

= у И (*, /) (1 (— <0 (0) + ® (г) М (г, /), 

1
2х г

"’■»(''> /)= Л [ П 1п I/ (#«'*)! а 10 (0) + « (г) 1п I/ (ге/ф)| I , 
2л з и 1О 1

Г. (г, /) = /) + т„, (г, /).

Величины Л^(г, а, /), т^'г, а> /), (г, а, /) определяются, как
обычно, то есть М, (г, а,/) = М, (г, !/(/—а)) и т. д. Отметим, что 
эти характеристики отличаются от введенных в [2] ограниченными 
слагаемыми, но это отличие не существенно и упрощает дальнейшее 
изложение. Кроме того, по той же причине мы накладываем меньше 
требований на функцию «о (г), чем М. М. Джрбашян. При ш (х) = 1 
получаем классические неванлинновские характеристики.

С помощью своего обобщения неванлинновских характеристик 
М. М. Джрбашян получил ряд очень важных результатов, главным 
образом в проблеме факторизации мероморфных функций. В работах 
М. М. Джрбашяна основное значение имели функции, для которых

(г՛, /) = О (1) при г -* со, а также то обстоятельство, что за счет 
выбора функции ш можно добиться ограниченности характеристики 



Об обобщенных характеристиках 133

Т... (г, /) для любой наперед заданной функции /. Это является одним 
из важнейших преимуществ характеристик Т„. (г, /) по сравнению с 
неванлинновскими, так как из Т (г, /)= О (I) следует, что /(г)^сопз1.

Как известно, обе основные теоремы неванлинновской теории 
распределения значений содержательны лишь при неограниченных ха­
рактеристиках Т (г, /). Нас будет интересовать, в какой степени эти 
основные теоремы переносятся на обобщенные характеристики 
М. М. Джрбашяна, поэтому мы рассматриваем функции / (г), для 
которых Т„ (г, /) — ю при г со.

Прежде всего заметим, что имеет место такой аналог второй 
основной теоремы. Пусть ач — различные числа из расширен­
ной комплексной плоскости, функция ш (х) имеет непрерывную про­
изводную »>' (х), удовлетворяющую условию

Нт х»' (х) > — со, (1)

тогда вне некоторой последовательности интервалов Л, для которой 
У с11п г< со, выполняется

4֊О(Г Ти(г,/)1п Ти(г,/)), г--оо. (2)
Неравенство (2) следует из результатов Дингхаса [3], [4]. Динг­

хас определял*

1 Г 
2к ]

т.„ (г, /) = у т (6 /)</(— о» (0) -Ь «> (г) т (г, /). 

I 

о
Так как т (г, /) = т (г, /) 4֊ О (1), то очевидно, что величина 

Г
т* (г, /) = у т (/, /)</(—<» (0) + ш (г) щ(г, /) = 

1 
г

4? | у 1п+ I/ (<е'*)| 4 (- 0) (0) + <» (г) 1п+ |/ (гв^)1

О 1
о

отличается от ль» (г, /) на несущественное ограниченное слагаемое. 
Нам будет удобнее пользоваться величиной т„, (г, /), называя ее так- О
же характеристикой Дингхаса. Характеристическую функцию Т„ (г, /) О
Дингхас вводит с помощью А (г, /) и доказывает (см., например, [4], 
(3.2)), что

На само« деле свою характеристику Дингхас ассоциировал с другой функцией 
а (х) [хи>(х)|-։, подчинив ее довольно-таки жестким ограничениам (прим. Ргд.).
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Л. (г, f) = N» (г, f) + /И.., (г, /)+ OÇ J ~~df '

1

г
Так как слагаемое О Ç J ш (f) d 1п также не играет никакой роли 

для трансцендентных мероморфных функций, то мы для удобства бу­
дем называть характеристической функцией Дингхаса величину 
•• г
T«,(r, f)=Nm (г, f) + т™ (г, f)= J T (t, f)d (— w (/)) + œ (r) T (r, f),

и, ссылаясь на результаты Дингхаса, без дополнительных оговорок 
О — О

будем заменять т.„ (г, f) на т,> (г, f) и Т,а (г, f) на 7\, (г, f). При 
указанных выше условиях Дингхас доказал неравенство

Г
(9-2) Гш(г,/)<£М.(г, а*,/)+О^^֊Л  ̂+

+ О Гш (г, /) 1п Г.» (г, f) ), г -*• со. (3)
%•

Так как, очевидно, пъ„ (г, пъ0 (г, /) и Тт (г, f) -С TL, (г, /), а функ­
ция (9 — 2) х — К Кх 1п х при ç > 3 — возрастающая функция для всех 
достаточно больших х, то из (3) сразу следует (2).

Отметим, что вопросы, которые изучали с помощью своих обоб­
щенных характеристик Дингхас и М, М. Джрбашян, нигде не пере­
крываются. Существо различия характеристик А. Дингхаса и М. М. 
Джрбашяна, на наш взгляд, заключается в следующем. Характеристи­

ка т„, (г, a, f) Дингхаса учитывает скорость приближения f (z) к чис­
лу а в круге (|z| <г). Характеристика же М. М. Джрбашяна тп , (г, 
а, /) учитывает, кроме того, и способ приближения к числу а: она су­
щественно зависит от конфигурации множества {z: |z| <r, |/(z) — a| <1} 
и от того, насколько отклоняется f (z) от а на дополнении к этому 
множеству. Статья М. М. Джрбашяна, хотя и опубликована позже ра­
бот Дингхаса [3], [4], являлась завершением цикла статей, начатого в 
1945 г. (ссылки см. в [2]).

В настоящей статье (п. 2') будет показано, что в отличие от 
характеристик Дингхаса для характеристик М. М. Джрбашяна не вы­
полняется аналог первой основной теоремы. М. М. Джрбашян [2] по­
казал, что Тш (г, 1//) = 7L, (г, /) 4-0(1). Опираясь на недавний ре­
зультат С. К. Балашова [5], мы укажем пример целой функции f (z) 
такой, что при ш (х) = 1/х для всех а, 0<^|а|<^со выполняется
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Hm . 1/(/֊а)) = hm /V- (г, а, /) = (4)
֊ Г. (г,/) Г. (г,/)

lim Тк (г, f) = со.

Далее мы докажем, что для характеристик Дингхаса при опре­
деленных ограничениях на ш (х), имеет место аналог известной леммы 
о логарифмической производной [1]. Это позволит получить вторую 
основную теорему (3) с иными ограничениями на <о (х), чем у Динг­
хаса и с лучшей оценкой остаточного члена, чем в (3). Отсюда оче­
видным образом будет следовать усиление неравенства (2) для харак­
теристик М. М. Джрбашяна. С другой стороны, мы покажем, что без 
определенных дополнительных ограничений на w (х) лемма о логариф­
мической производной неверна: можно указать пример целой функции 

/ (г) и ю (х) таких, что при г —* m выполняется (г, /) = о (пь„ {г, 
flf}). Доказать лемму о логарифмической производной для характе­
ристик Дингхаса при условии (1) нам не удалось. “Лемма о логариф­
мической производной часто полезна и независимо от ее' приложений 
при доказательстве второй основной теоремы, например; в аналити­
ческой теории дифференциальных уравнений. Поэтому мы приведем 
также один вариант леммы о .логарифмической .. производной для ха­
рактеристик М. М. Джрбашяна.

Наконец, отметим некоторые естественные вопросы, на которые 
мы в настоящее время не знаем ответа. ■■ • • I •.

1) Справедлива ли для характеристик М. М. Джрбашяна при 
определенных ограничениях на и» (х) вторая основная теорема в форме

У пг.„ (г, а*, /X 2 Т.„ (г, /) 4- о ( Т.а (г, /)) ? 
А—I

Если бы была справедлива основная теорема, то это неравенство сле­
довало бы из (2).

2) Существует ли мероморфная функция /(z) и ш (х) такие, что 
для некоторого а, 0 <. |а| °с выполняется

lim ш» (г, a, j)ITa (г, /)^>1? 
Г—™

2°. Построим пример целой функции f (z), для .. которой выпол­
няется (4). Пусть с—положительное число такое, что с’ — число не­
целое. Обозначим р = 1-}-с։, р = [р], А = (sh ~с)1к,

ak = (А/Д)’/р exp |z (с/р) In (Л/Д)), к = 1, 2,- • •.
Пусть

/(«) = П Е р \ (5) 
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где Е (*, р) — первичный множитель Вейерштрасса рода р. Легко 
видеть, что

п о, /) = [Аг'], /V (г, 0, /)=—/* + О (1п г), г - о:..
Р

В силу известной теоремы Бореля ((!], стр. 81) выполняется 
Т (г, /) = 0(г₽) и 1п М (г, [) = О (гР) при г — ОО, 

поскольку Р - нецелое число. Функция/(г), определенная по (5), яв­
ляется частным случаем целых функций, асимптотическое поведение 
которых изучал С. К. Балашов [5]. Из теоремы 1 в [5] получаем сле­
дующее утверждение. Для произвольного т/, 0<^Т|<^тс/2 равномерно 
относительно 2« —Ч) выполняется

1п|/(ге'<с,0'+։,)|==г<,ее1’-’։ 5т 0 4- о (г?), (6)
Возьмем за о» (х) функцию «» (х) = 1/х и найдем асимптотику характе­
ристики Г», (г, /) = т.,.(г, Г). При фиксированном ?£[0, 2к) опреде­
лим последовательности г* (?) = ехр {(? + 2"Л)/с} и г* (?)=ехр {(? + 
4՜ 2тс& 4* «)/с}, к=0, !>•••. Пусть г>г։(О). Из (6) нетрудно полу­
чить, что при

П-1 (?) ет‘/е < г -С П (?) е՜՝"՜, к — 1, 2, • • • 
выполняется

1п |/ (ге'’)| = — I* ехр {с (? — с 1п г + (2к — 1) тс)} зш (? — с 1п г)+
-|-о (г<“) = — г ехр {с (? + (2Л — 1) тс)} з!п (? — с 1п г) 4-о (г?), г -*• оо.

(7)
Определим на [гв (?), оо) функцию ф (г, <₽), равную

— г ехр {с (? 4- (2к — 1) тс) эш (? — с 1п г} при

П-1 (?)</■<г* (?). Пусть Ч — Ч (г, ?) = [(с 1п г — ?)/2тс]. 
Обозначим

£\ = {ге‘ф: г > 1, — оо <ф < оо, (|Ф — с 1п г| < т/)\/ 
\/( |Ф — тс — с 1п г| <?;)}.

Через х (г) будем обозначать характеристическую функцию множе­
ства £Т|. С помощью функции ф (г, ?) равенство (7) можно записать 
так:

1п |/ (ге'9 )| = ф (г, ?) 4- о (г?), г - оо, гЕъ (?), (8)
где £п(?)=£,П[я: аг£г = ?|, 0<?<2тс. Пусть а£С\10}. Из (7) 
следует, что

1п I/(ге'’) ֊ а| = ф+ (г, ?) 4֊ о (г₽), г — оо, г~ Ет, (?)• (9)
, Оценим снизу разность тт (г, {— а) — т* (г, /). Мы имеем, 
учитывая (9)
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г 
И' и/ 1 1 +1п |/ (/е'’) ֊ а| 4- 4֊ -1֊ 1п |/ (ге1’) ֊ а| = 

I г )
1

= { | 1п |/ (/«'») — а| 4- у •]»+ (/, Т) ^- +

Я,<+)л1’.И Р.(? . г)\£^(?)

4֊ (1 - X («'»)) ֊ Г (г, ?) + X (ге1^ ֊- 1п |/ (ге'*) - а| 4֊ о (г'~*) >

> У Ге.?)֊ + (1֊хИ)֊Г(г,т)- 

!'•(?). (?)

4 ,п<|Т(й=;|'7-’:(ге'',7'"‘?(^+’(^1)- <։о> 

£,(?)лП.И

Здесь мы использовали элементарное неравенство (х+х14—•4_*л)+> 
> х+ — (— Х։)+— • • • — (— х„)+. Аналогично получаем

Г
|У1п|/(^)|֊-4-у1п1/(ге^)||1 =

= 1 Г ]п|/(^)|4 Г 'Н6?)֊ + (1-Х («'’)) X
I л I л г
£\|(?)лП. И !'■•(?). 4\£,((?)

X — ф (г, <р)4- X — 1п |/ (ге/¥)14֊о (гр՜’) | < 
г г )

С У ф+(л<р)у +

[Г. (Т). гч (?՝1\£ч(?) 1Г, (?)7г)\^ (¥)

4-(1-Х(ге'?))Х —ф(г, <р)+ Г 1п+|/(^)|4 + 
»■ и г

(?)л1Ь и

+ X (ге'?) — 1п+ |/ (ге'-)| + о (г₽֊։). (Ц)

Заметим, что
< (?) е-т'/с

Г , Л С] ФО. ?)-^- = — 2 I ехр [с (<р4*
к.(?). гч (?л\£^) *=0,Д),,/։

4-(2& + 1) я) 5»П (® — с 1п /) с/ )л / —



138 А. А. Гольдберг, В. Д. Мохонько

?-1 2
= exp (с (<? 4- (2k 4- 1) «)|— cos т?—

*=o c
»-։ 2

— S' exp |c (» 4՜ (2k 4- 1) *)} —cos iq=0, (12)
£0 c

( ф+ (t, ®) —- = у exp (c (? 4՜ (2&4-1) K)} — cos v| =
J » 0 c

к.(т).гч(ти\^(т)

• =.- cos r‘- (e^ — 1) >
c sh « c

> e֊*“ cos v) rC,_ e1“ cos ц . 
c sh it с c sh it c

Из (10)—(13) следует, что
Г

I С In I/ (te‘v) - a| 4- — In If (re1*) - a|} —
(J r r )

- [ Г In |/(^)| -- + ֊ In |/(ге'П| I+ > *"*\COST> r'- ֊֊ 
(J r r J c sh itc

1

- f ln+. ------- - --------֊ — — X (re'’’)— ln+------- - --------
J |/(te'r)-a| f '■ r \f(r^-a\

(T)nli. d

- J In- I/ (fe'*)| ֊- - z (r^) ֊ ln+| / (re'*)| + о p֊‘), 

я, (J)n[i. d

откуда

, r , / ZW e՜ C0S 'Ima (r, f — a) — (r, f) --------------- rc
c sh itc

27 Л

{ь-kKrjn^^

1 d^dt 
\f(te*)-a\ f՜

27 И ՛
(1 W <Г)Л^Л

dgdt 
t3



Об обобщенны?: характеристиках 139
---  ' -3

- Г •
2г.г 3 

{М ')Л*г(

|/(ге'’)—а| 2т.г ]
||Ж1-Г)Л^

(14)

Существует такая постоянная 0, что Т (г
•^.Кгг и Г (г, 1/(/— а)) ■^.Кг՛' при г^>1. Так как

(И
то

1
2лг

2г, К

{/г/-г|Л^

1 ГС
2я 33

(1-Г2|т|лЛ\

1п+|/(/е'*)|-^<- 2у'^
Чр-1)

Из одной теоремы Эдрея и Фукса ([1], стр. 58) следует, что

1 , , 24 ,, о? — т, 1п 
|/(ге^)—о| п 2г,

а значит

и ՛ 

(1 1֊1
Следовательно

„ 24№? .
>-----------Ъ 1п г*.

24/Г2? '
|/(/е^)—а| е ՝л(р—1) ‘ ”
1 <ЛрЛ ле

2^/

՝~2тс сое 2’4? К
I с зЬ ~с • л.(р—1)

24 ХГ2Р р .
------------ - II 1п

Л (р—1)
ле 
.2^ (15)

Так как

т» (г, /) = Та (г, /) < Тш (г, /) =

_ АргР֊1.

то
Вт 7’" У(/~а)) _ вт т*(г> А— а)

Гт (г, /) тп,„(г,/)
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се՜2"® 2ч>. 1 4֊-----------cos 4— —
Ар sh «с к

Устремим здесь ч к нулю. Получим
„ П(г, 1/(/֊а))_д^1 +
Иш ------Z----------------- л х '

24-2₽ .---------- Г) In
К

с ехр (— 2^с)

֊.2ч

г1) sh «с
(16)

С другой стороны

Ти. (г, /) > м. A/’֊2 dt Ь О (1) =

sh wc ֊' + О (1).

■Из (7) следует, что

Используя известные результаты ([1], стр. 59 -60), легко получить, 
что т (г, а, /) ~ о (г₽) при

г — со и т-и (г, а, /) ֊^т„ {г, а, /) = о (г* '1'), г—<х-.

•Следовательно,
пи (г, а, /) = о(Та(г, 1/(/֊а)) и Г„, (г, 1/(/֊а))~А.(г, а, У)

при г -> оо. Поэтому (15) можно переписать так

Иш (г> а'^-=А>1. 
Г--- Та, (г, /)

Таким образом, целая функция / (г) обладает всеми требуемыми 
■свойствами.

Было бы- интересно выяснить, существует ли мероморфная функ­
ция / (г) и функция «> (х) такие, что Т» (г, /) = о (М„ (г, а, /)) при 
•г ֊> со.

3°. Как уже отмечалось в пункте 1°, Дингхас [3], [4] доказал 
аналог второй основной теоремы—неравенство (2) при условии, что 

•непрерывно дифференцируемая функция <» (х) удовлетворяет условию 
(1). В этих же статьях Дингхас показал, что некоторый аналог вто­
рой -основной теоремы имеет место, если принять ш (х) = Г (х, У)’՜1, 
•0^«<^1. В этом разделе будет показано, что вторая основная тео­
рема -имеет место для характеристик Дингхаса при некоторых огра­
ничениях на о> (х) и Т (г, У), не содержащихся в условиях Дингхаса, 
притом с лучшей, чем в (2) оценкой остаточного члена. Мы приведем 
здесь лишь доказательство аналога леммы о логарифмической" про­
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изводной для характеристик Дингхаса, с его помощью вторая основ­
ная теорема доказывается точно так, как в классическом случае [1].

Пусть нам заданы мероморфная функция / (я) и положительная 
яевозрастающая на [1, по) функция « (х). Обозначим г1 = г1(г) = г 4՜ 
4֊ (Т (г, /))-2 • Скажем, что выполняется

Условие А: если существует такое положительное число И, 
что для всех г, начиная с некоторого, выполняется

Г(ги Л<{Т(г, /))-". (17)

Условие А относится только к Т (г, /). Следующие четыре 
условия налагаются одновременно на <о (х) и на Г (г, /). Будем счи­
тать, что выполнено

Условие Б: если существует такое число 0<т<^1, что для 
всех г, начиная с некоторого, выполняется

- (г) > |Г(г։,. (18)

Условие В: если существует такое число т, 0т1, что 
для всех г, начиная с некоторого, выполняется

(г) <|Т(г։,/))֊’. (19)

Условие Г: существуют такие числа 0<т<4 и М, 1 
< Л/ < по, что для всех достаточно больших г, для которых выпол­
няется (18), выполняется и (17).

Условие Д: существуют такие т, т։, 0<^т, Тд<^1, что для всех 
достаточно больших г выполняется (19) или выполняется

•’(г։)>{Г(г։,/)Г. (20)

Очевидно, если ю (х) = 7 (х, /)'"’, 0\Я<^1,‘то выполняете* 
условие Б с т = 1 — а.

Теорема 1. Если выполнено хотя бы одно из условий А—Д, 
то для всех г, кроме, возможно, множества конечной меры, вы­
полняется

Г
пъ» (п //) — О(1п+ Т„ (г, /) + <о (/) 1п > г—(21) 

1՛

Доказательство. Известно ([1], стр. 122, формула (1.11)), 
что

т (гг /7/) — О (1п + Т (г„ /) 4- 1п г), г -» со. (22)
Тогда .

г • . • •
ЛЬ» (г, Г//) = т (г, /7/) 10 (г) + [ т (г, /7/) Л (— <о «))=
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= О [<- (г) ln+ Т (rv f) + J ln+ T (tv f) d (-<■> (/)) + 
J

r e
+ 0։ (t) d In t ) , r —* со. (23)

i

По теореме Бореля—Неванлинны ([I], стр. 120) выполняется 
/’(л, /) С (г, /)+1» кроме, возможно, множества конечной меры. 
Поэтому

® (г) 1п+ Т(г1։ /)<ш(г)1п + Т(г, /) + 0(1). (24)

Если

ш (г) > { Т (г, , то Ш (г) -* < Т (г, f) ш (г) < Т„ (г, f) и

« (г) In’ Т (г, /)< |1п+ (Г(г, /)ш(г) )-| In* -֊֊I <2ш (1)-1п* К (г, /).
I "> (г) I

Если же
® (г) < [ Т(г, f)}՜112, то о> (г) 1п + Г (г, f) = О (1).

Из (24) получаем, что для всех г, кроме, возможно, множества ко­
нечной меры, выполняется

ш (г) In* Т (rv f)=O (In* Г,„ (г, /)), г - ОО.

Чтобы вывести из (23) соотношение (21), остается доказать, 
что вне множества конечной меры выполняется

Г
У ln+ Т (#1։ /)</(-« (Z)) = О (In* Г» (г, /)), Г -> оо. (25)

I

Пусть выполнено условие А. Используя неравенство (6^>а):
ъ

—-----771 Г In1 f (х) d (— °» (х))< in* !-------- - -------- X
°* (в) 0) (6)J ( и) (а) — о, (^)

а
b

X^f(x)d (-0, (х))| + 1п 2, 

а
где / (х) — непрерывная неотрицательная функция (см. [1], стр. 116), 
получим

Г
У ь* Т (t1։ f)d(-<>> (ф<
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<м у 1п+ т (и л а (-«. (0) < о (1) + 

I
г

+ М(<- (1) -<» (г)) 1п+ | 1 [ т«, /)</(- - (/)) ) <
(ш(1)—ш(гН I

1
г

< Мш (1) 1п+ у Т (с /)</(— о> (<)) + о (1) < 

I

<М<1>(1) 1п+ Та(г, /) + О(1),

т. е. (25), причем без исключительного множества.
Пусть выполнено условие Б. Тогда для всех имеем

(« (г) Г (г, /))■'> о» (г)’՜1. (26)

Очевидно

1п+ Т(։и /)</( ֊«> (*)Х® (1) Ь+ Т (г1г /).

Но вне множества конечной меры по теореме Бореля—Неванлинны 
имеем

1п* Г(гр/)<1п+ Г(г,/)+0(1)<1п+ {Г (г, /)ш(г))4-

+1п <֊-?֊+ О (1) < 1п+ {Т (г, /) ш (г)} + О (1) + 
® (О

+ — 1п+ (Г(г, /)ш(г)}<_1_ 1п+ П(г,/)+О(1), (27)
1 — 1 — т

здесь было использовано (26). Таким образом, и в этом случае до­
казано (25).

Предположим теперь, что при г>г։^>1 выполняется (19), тогда 
г г

у1п+ т (#1Г /)</ (-Ш (0)=2 С 1п+ т (/1( /) р- ГТо а (- /шЛоГ+

1 Г*
г

+ 0(1X2 У<7Ж, /)}-/։ 1п+ /)</(-/щ_й))’+

Г
+ О(1хсу^(-/Г(0) +О(1) = С (1), (28)

т. е. соотношение более сильное, чем (25).
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Пусть выполняется условие Г. Не уменьшая общности, можно 
считать, что функция <» (г) непрерывна слева. Для всех достаточно 
больших г выполняется неравенство (18) или (19), соответствующие 
множества обозначим через Ег и Ег. Пусть

г = шах (х £ Ек։ х С г}.

Тогда

С !п+Г (/,, /) </(-<* (ОХ С 1п+ Г (^,/)</(-Ш (0)4- 

1 £.Л|1. ']

4- | 1п+ Г(/։, /)</(-®(0)+ о (1)< 0(1)4- 

г«ЛП. '1
4- 1п1 Т (г1 (г), /) у с/ (—ш (0) < О (1) 4- ш (1) 1п+ Т (г։ (г), /). 

ЛлП. п
Здесь интеграл по Е։П[1, г] мы оценили точно так, как (28). В силу 

условия Г при г = г выполняется (17), поэтому

1п+ Т (г։ (г), /)-<Л/1п+ Г (г, /).

Используя (27), получаем

1п + Т (г, /)■<֊ 1п+Г«, (г, /Кр-Чп ► Г. (г, /),

в силу неубывания характеристики Тп (г, /) [3]. Таким образом, и в 
случае Г доказано (25).

Предположим, что выполняется условие Д. Как и выше

У 1п+Г(#1,/)</(-« (0) = 0(1).

£«ПП. ']

Обозначим через Е։ множество тех значений г, для которых выпол­
няется (20), причем снова можем считать функцию ш (г) непрерывной 
слева. Обозначим г = шах {х£Е։: х<г). Тогда

У 1пГ Г /) </ (- ш (0)< ш (1) 1п+ Т (г, (г), /) < 

*.пп. и

< ш (1) 1п Ч т (г, (7), /) ш (гх (7))) + оз (1) 1п+ —< 
“> (п И)

' < 1՜ 1п+ {Т Й> /) 10 (п Й)) < ^֊- 1п+ Г. (г, (7), /)'.
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Таким образом 
г

1П *• 7 (f։, /) d (֊«> (0) < In1 г. (r։ Ö-), /)4- О (1) < < (1) + 
1— Ч

I

4- ln+ Т,„(7-\- L-^.r, f\< о (1) 4- 
1՜՜՜1 4 1П(г,/)’ 7

+ 1п+ г... Cr, f)< ln+ h (г, /) 4- О (1).

где предпоследнее неравенство справедливо вне множества конечной 
меры. Здесь мы снова использовали теорему Бореля—Неванлиияы, а 
также неравенство

9

7L (г, f) = Ш (1) Г (1, /) + J Г (/, /) « (#) dt 

I
г

<® (1)[ Г(1, /)4-Jre, /)л[ = ®(1) Т (r,f).

1

Замечание. Если функция /(z) имеет конечный порядок, из­
меренный относительно Т (г, f), то

Г
m<„ (r> f'lf)— Ju։ (0 d In t՝^, г — со. (29)

I

Действительно, в этом случае имеем m (г, f'jf) — О (In г) и, вме­
сто (23), сразу получаем (29).

Из теоремы 1 и этого замечания обычным образом следует
Теорема 2. Пусть аг, • • •, ач — различные числа из расши­

ренной комплексной плоскости, f (z)—мероморфная функция. Если 
выполнено хотя бы одно из условий А—Д, то вне множества зна­
чений конечной меры выполняется

(q — 2) Т„. (г, /) < 2 (г, а*, f) + О (In Т., (г, /) +
t-i

Г
4՜ J ш (0 d In t), г-* оо. (30)

1

Если f (z)—функция конечного порядка, то для любой функции 
«> (х) выполняется (без исключительных значений)
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-2) Та (г,/) < 2 М, (г, Съ /) 4֊ О

Эти соотношения (30) и (31) остаются в силе, если в них заме­

нить Та (г, на Та (г, /).
Замечание 1. Неравенство (31) легко получить и непосред­

ственно из второй основной теоремы Р. Неванлинны

(<7-2) Т(г, ак, /)+ О(1пг).
*—։

Замечание 2. Из неравенстна (44), доказываемого в конце 
статьи, следует, что неравенство (30) справедливо вне множества ко­
нечной логарифмической меры, если вне множества конечной логариф­
мической меры выполняется

Легко видеть, что если Г<„ (г, /) —► со, при г — со, то
Г

>0 (/) с/ 1п 1 = 0 ( Та (г, /)), Г ֊> со.
I

Из (30) обычным образом вытекает, что множество дефектных 
значений в смысле А. Дингхаса, т. е. тех а £ С, для которых

8» (а, /) = ] — Пш 7\Л> (г, а, /)/ Т„, (г, /) > 0,

не более чем счетно. Используя результат Хеймана [6], покажем, что 
если не накладывать некоторых ограничений на / (г) и на со (х), то 
для всех а из некоторого множества, имеющего мощность континуу­
ма, может быть (а, /) = 1, следовательно, не выполняется и (30). 
Хейман, в частности, показал, что существует целая функция / (х), 
множество Ес. С мощности континуума и такая последовательность 
г*~» оо, что для всех а^Е выполняется № (п,, а, /)<Г1п*г*, а также 

Л = 1, 2,'”֊- Переходя в случае необходимости к под­
последовательности, не уменьшая общности, можно считать, что

г։> Т’ (ги /) ^>1, Т (г«+1, /)>2 Т (г к, /) и

м
3 Гк1 1п*/* < оо. Возьмем со (г) = {.Г (п, /)}-։
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при г rv
« (Г)=- {Г(г*+։, /)]-։

при Тогда при гп <гп+\ выполняется
г

т. (г, f) = T(r, f) ш (г) н- J T(t, f) d (-Ш (f)) =

1

л / 1 1 \= О (1)+ 2 Т (г., /) ( ‘ - —! ■) >О(1) + л/2,
à-—1 \ т (n, f) T(r>+1, f)/

т. е. Гш (г, /) -*■ o’ при г —» œ. С другой стороны, для любого aÇE 
и гя<;г -<. Гд+1 выполняется

Г
N* (г, а, /) = œ (г) N (г, а, /)+ JtV (t9 а, f) d (— ш (/)) = 

1

= О (1) + V N (rt, a, f) |------ ---------------------------- 1 <
£ ' I Пп, f) Пгд+ьП/

■<O(1)+S ^-2T<0(l) + S r.-ln-r.,
*-i T (rk, 0 ",

T. e. Nm (r, a, J) = O (1) при r —► œ и om (a, f) = 1.
Функция u> (г), которой мы пользовались, имеет разрывы в точ­

ках г*. Очевидно, ее можно „сгладить“ в достаточно малых окрест­
ностях n, так, что и для непрерывно дифференцируемой функции 

« (г) будет выполняться Та (г, f) —► œ и Na (г, a, f) = О (1), при 
а£Е, г -» со.

Легко видеть, что при условиях теоремы 1 выполняется

m.a(r,flf) = о (T«, {г, f)), г — со. (32)

Если проследить доказательство теоремы 2, повторяющее обычный 
вывод второй основной теоремы с помощью леммы о логарифмической 
производной, то нетрудно прийти к заключению, что в предыдущем 
примере выполняется

Та (г, /) = о (m.a (г, flf)), г-* со. (33)

Покажем, что и для характеристик М. М. Джрбашяна для неко­
торых функций f (z) и ш (х) может выполняться аналогичное соотно­
шение

Гго (г, /) = о (ль, (г, flf)), г — со (34)

вне множества конечной меры. В указываемом ниже примере будет 
выполняться также (33), что будет показано непосредственно.

4-231
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Возьмем принадлежащий Хейману ([1], стр. 123) пример целой 
функции

/(*) = з
я-1 V* /

где гп = 2я՜1» а Х„ — строго возрастающая последовательность нату­
ральных чисел такая, что п՜ 1£_։ = о (1п >.„) при п ֊> оо. Известно 
([1], стр. 124), что тогда т (гя, [//)> Г* (гя, /) > 1, л > п^. Пусть 
ш (г) = 1 при гО„„ а при гп<С г <1 гп^1, л0, о»(г) = {Г (глч.1։ /)}->.
Известно ([1], стр. 124, (1.15)), что Т (г„, /) ^ (1 4՜ о (1)) л 1я_։ 1п 2. 
С другой стороны

/ _ \хя—։ я՜2/, \х* - /г
|/(Гяе'П|>(—) ~2(- ~2 (~)

\ Гп-1 / * -Я V* / * \г* /

>2>я ։ — (л - 2) 2(Я-։)Х"-2 —2= (1 4-о (1)) 2х"֊։,

Т(гп, /)>>—! 1п 2-Ьо(1).
Поэтому

Т (гщ ~ О (Т (гя+1, /)), Л — со.
Мы имеем

Г

Т-. (Г, /) = Т(г, /) О) (г) 4-1 Т (6 /) </(-«, (0) --= 

1
[1п г/1п 2| / -

= 0(1)4- 2 т (гп, /) —------------------ £------- | =։
Л+! |7’(гя,/) Г(гя,։.Л/

(1п г/1п 2|

= 0(1)4- 2 (1 4֊ О (1)) -* а , г ֊<■ ОО.

Отсюда видим, что Г«, (г, /) — со и Та (г, = О (1п г) при
Зафиксируем *>л0. Тогда при г>г,

Г
/7/)> [ т (#. /7/) «/(—«> (#))>

[1п г;1п 21

Г

[1п г/1п II

|1п г/1п 21
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= Т(г,, J) ih(r, У) + о (1)].

Следовательно

Ит (r, flflL (r, f)> T(r„ f). 
Г+ »•

Перейдя здесь к пределу при г, -> со, получаем (33). Покажем, что в 
этом примере выполняется (34». Действительно, при |z| = гп, п^п0, 
выполняется \f (z)lf (z)| }> 1 ([1], стр. 124), поэтому

{|1л г/1л 2]

Ш (г) ln If (re'^)lf reW 2 ln \f (rn el^f(rn е'*)| (ш (гп) - 
я=лв

- w (гя + 0)) | h> ю (г) In+ \f (re"f)/f (re'*)| -}•

[In r/ln 2]

+ 2 ln\f (r„ e'^tf (rn e'*)| (w (Гл)- <o (rn + 0)) - 
л^л։

— «։ (r) ln* I/ (re'*)//'(re'’)| 
и

<r> flf) > (r> /7/) — <° (r) m (r, f/f),
но вне множества конечной меры

m (г, un < T (r, flf) + О (1) < (2 +o (1)) T (r, /) 
и

« (r) m (r, fin < (2 + о (1)) Ш (r) T (r, f) < 2 + о (1).

Из (33) следует

n (r, /)< f» {r, f) = O (m. (r, /7/)) =

= о (znra (r, flf) 4- C (1)) = о (ma (r, f'/f)), 
t. e. имеет место (34).

Замечание. Из (33) следует, что ln г = о (тп<» (г,/'//)) и
Г

J œ (0 d ln t = о (m« (r, flf)), r -* oc. 
i

Это показывает, что (29) может не иметь места, если конечен поря­

док функции 7L, (г, /) (в нашем случае порядок Та (r, f) равен 
нулю).

4°. Если функция / (z) имеет конечный порядок, то, очевидно, 

выполняется (29), где характеристика пъ» (r, flf) заменена харак­
теристикой М. М. Джрбашяна тп<0 (r, flf). В случае, когда / (z) 
имеет бесконечный порядок, нам удалось получить оценку (21), 



150 А. А. Гольдберг, В. Д. Мохонько

где вместо характеристик Дингхаса стоят характеристики М. М. 
Джрбашяна, лишь при условии, что

Г
1п —-— = О ( ( о։ (/) </ 1п Л , Г — оо.

« (г) и /

Исключительно с целью сокращения записей будем предпола­
гать, что: 1) / (0) =1; 2) /(г) не имеет нулей и полюсов в единичном 
круге; 3) о։(1) = 1, и положим ю(х)=1 при 0<х<1. Обозначим

1п.„ |/(/?е'»)| = <•> (/?) 1п| / (/?е'»)| + 1п I/ (/«'’■)!</(— ш (#)),

R
1п+ I/ (Ле'’)| = » (R) 1п+ I/ (Яе'’)| + |՛ 1п<֊ |/(/е'*)| < (֊ «, (/)). 

о
Тогда 

2к
тпт [ (1п„, |/(/?е'?)|) 1 е/р,

2тс з 
и 

2к

յ 
о

Пусть а,, —нули /(г), 6,—полюсы /(г), с,„ — последователь­
ность, составленная из нулей и полюсов

R
/ (г), Д* (/?) = ( и (х) <1х\ 5/? (х, о») = 1 4֊ 2 г*/д* (Л).

о *”■*
М. М. Джрбашян ([2], теорема 3) доказал следующее обобщение 

^формулы Шварца—Йенсена: при |г|<^ R

1п/(г)= 2 1п6---- —— 2 1п/1 ——\_
\ “и. / 1\|<* \ 6, /

2к
— 2 Г 5/г (е֊,вг, ш) 1пш| 1———I «/0 +

|-1а<₽2те5’ I “н ।

2к

+ ~ •$/? (е~п г, <ь) Ьц, |/ (Яе/Э)| </0, 
о

(35)
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мы воспользовались здесь также формулой (1.56) из [7]. Так как 
I Д* (/?) > Æ* ® (R), то

js; (г, ®)| =2| 2 к г*-уд, (/?)« 4-É к И*՜’//?4 <
"1 « (*)

. 2R 1
' «>(/?) (Æ-h|)» ՛ 

Продифференцировав (35), принимая во внимание (36), получим 

С-М|< 2 _1_____ +______1S. х
/(։)! ..(Æ) (Я —1,|)>

2к
( 1 Г /?е/в il If il iX s — I Iln.„| 1---------- p + J- |ln.„|/(Æe'«)p .
1i^2k0J c" 4 2тсу N

Nw имеем
2։
( |ln„,| f (Æe,։)| rf6 = (R, f) 4֊ m,„ (R, 1/f),

2^ J

(36)

(37)

(38)

2k

l |1пш| 1—^7 |d<i — (R, 1 — R, fl---- — \
J Cm ՝ cm ' X V Cm' f

2 m,„ (r, l----- < 2тпш (r, 1---------- =
\ Cm / \ Crn/

R
= 2fü։(^)mf R, 1— ֊) + Л, 1-— )</(—«> (0) l-

l X Cm ՛ J X c„, / J

Ho

m ( r, 1------- j <^zn (r, 4֊ ln2 = In+ — 4- In 2,
\ Сщ) \ Cm/ |C/n|

поэтому
2к R

1 C il P P f 1-i- |ln..|l֊— rf0 £2 ® (/?)!□-£֊ 4֊ ln+— rf(֊o.(O) +21n2,
-2* J Cm J l |Cml J Ic,„| J

0 1

2k
1 1' R*1* I2 -i- lin»! 1- —P < 2 M, (Æ, /) + 2M, (R, 1/f) 4-

l®m«» 2ît ÿ Cm 1

+ 2 ln2 {n(R, f)-n(R, 1/f)}. (39)
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Из (37)—(39) следует

tM. < 2 1 +____ 8/г
/(z) *|z — cm| <0 (R)(R— |zj)2

T., (R, f) +

Так как при R' R
pr D'

а TL (г, /) — неубывающая функция, то 

IfMI^ У 1 . ՝ .16/?’’
|cmi /? |z — cm| w (R՛)2 (R- |z|)‘ (R' — R)

Пусть |z| < г < R < R', R — г = R' — R = (R' — r)/2. Тогда

где фр (z) = —I ,------------------» И
|£/п1<Я \Z Cm |

, , V , 128 Л'2 Т ..
*(г)+ш(Л')2(Л'-г)’ ( ’Л

1

m«, (r, f/f) < m.„ (г, ф# (z))4- 
{19Я P,a 1

Учитывая известные соотношения ([1], стр. 116, 118) и
1 t < г имеем

(40),

2։

(41)

при

m (t, Фл J In* фА,(^е'՝?) d? = 
и

о

1

lc,„l<R Me'՜ Cm|1/2

r.(R՛,/).

о

1

2к

<21n+f— f! У
Ite'f֊c4 

<2 ln+ 2 {n (t, f) + n (f, i/f)} + 2 In 2 <

<2 In+ ; Z) + 2 ln 2 
w (R )(/? — r)

тш (г, ф* (д)) = <о (г) т

1
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շ ln4.4^r„ (R', ք) շ ln 2։

Из (41) и (42) следует

ш... (г, Ոք) <3 1п+ Г. (R', /) + 4 In 4֊

D' 
֊^—4-14 In 2. 
Æ —г

(42)

(43)

Предположим, что 7\ (г, f) — -х> при г — со. Выберем R' = г 4՜ 
4-г min [(Г., (г, /))՜2 > •« (г)*|. Из теоремы Бореля— Неванлинны легко 
вывести (ср. упражнение 2 на стр. 121 в [1]), что вне множества ко­
нечной логарифмической меры выполняются неравенства

1 . 1
------- -С “—֊ 4՜ 1 и 
и» (R') w (R)

T,..(R', /)<Г.(г,/)4-1.

Учитывая (43), имеем

т . (г, f'lf)< (г, flf) < 13 ln+ Т„ (г, /) 4- 14 ]п —4֊ О (1), (44) 
Ш (г)

вне множества конечной логарифмической меры. Наличие слагаемого 
— 1п о» (г) является основным недостатком оценки (44). Ее преимуще­

ство перед (21) — то, что вместо Т„ (г, /) стоит Г„ (г, /).
Ль.ювский государственный университет 

им. И. Франко Поступила 20.V.1974

П. U. ԴՈԼԴՐհՐԴ, Վ. Դ. (քՈհՈՆԿՈ. նրացվսւծ ՍԼանփնյան - բնո,|,ազւ*|ւչճ1>ր|ւ մաօի1<
( ամ փոփոսէ )

Աշխատանքում ցույց է տրվում, որ չնայած նրան, որ Մ. Մ. Տրբաշյանի ընդհանրացված 
րնսլթաղրիչն երի համար տեղի ունի արժեքների բաշխման տեսության երկրորդ հիմնական թեո­
րեմի որոշ տարրերակ, աոաշին հիմնական թեորեմը կարող է տեղի չունենալ.

Ուսումնասիրվում են այն պայմանները, որոնց դեպքում Դինդհասի և Մ. Մ. ւՓրրաշյանի 
բնութագրիչների համար տեղի ունի լոդարիթմւսկան ածանցյալների վերաբերյալ լեմման,

A. A. GOLDBERG, V. D. MOHONKO. On generalized Mevanllnna’t 
charucterlrtlct (summary)

For generalized Nevanlinna’s characteristics of M. M. Jrbashian a modifi­
cation of the second main theorem of value distribution is shown to be true while the 
first main theorem may not be valid. Conditions when the lemma about logarithmic 
derivative for the characteristics of M. M. Jrbashian and A. Dinghas are considered.
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