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ТЕОРЕМЫ ВЛОЖЕНИЯ, СВЯЗАННЫЕ С ЗАДАЧЕЙ 
КРАТНОГО ИНТЕРПОЛИРОВАНИЯ В ПРОСТРАНСТВАХ Н»

1°. Пусть О = [г: |г|<^1)—единичный круг на комплексной плос
кости, Г—его граница, пусть, далее, Нр — класс Харди с обычной 
//-нормой.

Определение. Будем говорить (см. [1]), что последователь
ность отличных друг от друга чисел «/££>, /=1, 2,-- удов
летворяет условию Карлесона, если существует такое число о (0 

3 <71), что

п|гтт>։- т

В работе [2] Л. Карлесон (см. также [3]), доказал следующую 
теорему

Теорема А. Если последовательность удовлетзоряет усло
вию (1), то для любого КНр, (0<р< + оо)

2 (/(«/)!" (1-1«/1)< С (8)В/^Р, (2)
/-։

где С (2) — положительное число, зависящее только от 3.
М. М. Джрбашян в недавней своей работе [4], в связи с задачей 

кратной интерполяции в пространстве Н2 установил следующую тео
рему.

* В дальнейшем Сг (я, =>) будет обозначать положительное число, зависящее 
только от я, р.

Теорема Б. Пусть последовательность удовлетворяет
условию (1). Тогда для любой функции

2 1Л> («;)12 (1-|а/1)։'+1 <с,*  (2) г = 1, 2,.... (3>
>=1

Цель настоящей статьи—распространить теорему Б на простран
ства Нр (0<\/><^ 4֊ оо). Необходимость в этом возникает в связи с 
постановкой задачи кратной интерполяции в пространствах Нр, О 
<₽< + ». приведенной в конце указанной статьи М. М. Джрбашя- 
на. Докажем следующую теорему.
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Теорема 1. Пусть последовательность удовлетво
ряет условию (1). Тогда для любой функции /\^НР

3 I/" («/)Р (I - ыг* 1 <Сг (?) №нр, Г = 1, 2, • - •. (4)

’ Ьр — класс гармонических

/-։
Мы приведем два способа доказательства теоремы 1. Первый из 

НИХ проходит ДЛЯ всех 0<р<^4-со։ а второй —ТОЛЬКО ДЛЯ 1֊<><Ч-ОП.
2е. Первый способ. Для любой точки и для любого 

г,, 0 << т) 1 рассмотрим круг
Кг. (г)=К: Г,-х|<74(1-|х|)1. (5)

Сначала приведем следующую лемму.
Лемма. Пусть и (г) — неотрицательная гармоническая функ

ция в О. Тогда справедлива следующая оценка:

шах и (г) < -■+ и (г). (6)
/6^(г) 1—7) '

Доказательство. Лемма непосредственно следует из нера
венства Гарнака.

Доказательство теоремы 1. Согласно интегральной фор
муле Коши

(«/) = _± [ /(О
2՜։ ,) (1 — а у)г+1

(«у)

<11, /=1, 2,

Поэтому имеем

1Л> («/)!'•<
г! (тах |/(0|) V 

^(•/) )

или же
1Л’ («/)Р (1 - 1«/|"+։ < (-Ц֊)'(1- М) (шах I/ (ОР). 

\уи/ <ел\(«у)
(8)

теперь предположим, что 1 < р < 4֊ со и положим

«(О = Д Р, (01/(011Л|.
2к.) 

г
где Рг (0—ядро Пуассона. Заметим, что и^А''*.  Если V (г), V (0) = 0 
сопряженная с и гармоническая функция, то по теореме Марселя 
Рисса (см. [1], стр. 215)

функций и в О, для которых

|и|лР = зир 
о< г <։ (I

—к

|и (ге'в )р
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Нр <֊ С О’) Нр •

Очевидно, если положить л (z) = и (z) 4֊ iv (z), то будем иметь 
h(z)^Hp, пользуясь неравенством (6), получим

max 1/(/)|-Стах и (0 — и (ау)С •֊—-—— |Л («>)!• О
(>j) <ьл\ («у) 1 — т) 1 — V

Теперь, комбинируя оценки (8) и (9), приходим к неравенству

31Л» («/)!' (1֊М)'"1 ֊< °՜՜1’111 ՛*

2 (Я/)Г (1֊|а/|)^> < Сг (V) 2 (1- М) I?» («>)|։ <
)֊=։ J-1

< Сг (7), S) < сг (о, 7() 1®^, = С'г (о, 7j) nfipp, Г = 1, 2,- • -,

чем и завершается доказательство теоремы.

Наконец, отсюда в силу теоремы А будем иметь

2 |/<'> (а/)|₽ (1-|а71)^+։ <С, (7), 8, р) МНР <Сг (8, V, р) ЫЪ > г=1.2. • • • 
/-։
и теорема 1 доказана в случае 1 р <С +

Пусть теперь 0<^р-С1, тогда по известной теореме о фактори
зации (см. [5], стр. 23) функция f (z) представима в следующем виде: 

/(z) = F(z) Q(z), (10)

где F (z) — внутренняя функция, а Q (z) — внешняя. Вновь применяя 
неравенство (8), получаем

/։н (Я/ )|Р (1- |й/|)^ < Сг (7,)(1- |а,1) (max j-p (f)|2 * * s), 
(«у)

где ? (г) = [Q (z)]^, причем, легко видеть, что

Применяя к функции ® (z) неравенство (9) для р = 2 приходим к не
равенству 

max
Гв* ч(.у) (1֊֊7»)։ 

где
Re Т<։ (г) = ֊ Г Л (0 |? (01 i</d.

2к J 
г

Im (0) = 0, и поэтому
Следовательно, справедливы оценки
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Несложная модификация вышеизложенных рассуждений позво
ляет получить следующее усиление теорем А и 1.

Теорема 2. Пусть последовательность |ау) удовлетворяет 
условию (1)

/^Нр, 0<р< + <*>,  0<т)<1.

Тогда справедливо следующее неравенство

2 (шах |/«> (01)" (1 ֊ |*/1)" +1 < Сг (8, т() , г=0, 1, 2,• • (И)

3°. Второй способ. Сначала докажем теорему для простран
ства №. Пусть Н1 и / (я) = Т՝ (г) <2 (г), где Г — внутренняя, а (2 — 
внешняя часть функции /. Положив /։ (я) = Т" (г) |(? (г)]’՛4 /2(г) = 
= [Ф (2)]|/2> легко видеть, что /։, /а 6 Нг и, кроме того, !]/]|,՛/՛ = Ц/Лн*  1/2Ин'-

По формуле Лейбница

/“О
Следовательно

1Л> (я)|< сг 2 1/Г;) И1ЛЛ Ю-

Поэтому имеем

2 1Л>(«/)! (1֊М)'+։ <Сг 2 (2(а/)|(1-мГх

/֊=։ *=о  ' /=։
*+ 5֊\

X |Д* ’ («/)! (1 -|а/|) Л

Пользуясь неравенством Шварца и теоремой Б, получим

2 1ЛЧ«/)1 (1֊МГ+1< 
/-։

(«/)1։ (1-|а/|)2<г-‘>п
Г'’2 

X

х 2 1Д*>  (М|2 (1-1«>1)2»+։ | } <

< Сг (8) ИАк. 1/Л/« = Сг (8) 8^., Г = 1, 2, • ■ •. (12>

Теорема 1 доказана в случае р = 1. Пусть теперь р — положи
тельная мера на И, сосредоточенная в точках а», с нагрузками (1 — 
-|а»|), Л = 1, 2, 3,-..,
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rfn= 2 (l-a/IX + oo. 
/֊*

Пусть, далее, — пространство всех функций, измеримых по 
мере и, для которых j j |/|/’ <»•

о
Тогда теорема 1 эквивалентна ограниченности оператора (7'/)(z) = 

~ /1,) (z) (1 — И)' • из пространства Нр в .
Поскольку

( Г \Tf\pd? = 2 |/(,) («/)lp (1—

V /=։

из теоремы Б, М. М. Джрбашяна и ввиду справедливости нашей тео
ремы для р—1 следует, что Т ограничен как оператор из и
Н2~Используя известную теорему Рисса—Торина (см. [6], стр. 
144), получим ограниченность Т: Нр -*■  Ьр при 1<р<^2. Следователь
но, теорема 1 справедлива, если 1 -С р <12.

Предположим теперь, что 2<^р< -р о=. Тогда если 

— + — = 1, то 1<<7<2. Пусть и g^Hч.
Р Я

Легко видеть, что функция (г) = / (г) § (г) принадлежит простран
ству Н1.

Ввиду того, что при г — 0 теорема 1 совпадает с теоремой А, 
то применяя метод полной математической индукции, получим нера
венство

Пользуясь неравенством Гельдера и (12), получим

,+ L L
2 /ю(М(1֊М) Р g^W-M4 <C(8)(j?jH. +• ),

‘или же
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SA’ (а/)(1-МГ \ (’Jd-lx/')’’
/-։

< Сг (о) ||Д//Р jg[//? .

Теперь применим интерполяционную теорему Шапиро и Шилдса 
(см. [3]):

Для любого элемента ш £ 1ч, = 1 существует функция

И//« <Ач (S) такая, что g (ау) (1 — |а/|) ' = wj, j = 1, 2, • • ••

Следовательно

V-i /

•— sup
J-1

< Cr (8, p) r = 1, 2, • • •.

Доказательство закончено.
4°. Приведем, наконец, аналог теоремы 1 для других пространств 

аналитических функций.
Пусть 2—любое открытое множество на комплексной плоскости 

и пусть Ар (2)—множество аналитических в 2 функций, для которых

= (JJ I/ <х + ,'У)И dxdy ’

Определение. Последовательность |а/|, а/£ 2, у =1, 2,---, 
удовлетворяет слабому условию Карлесона (или Д*  условию), если 
существует такое положительное число о, что

j =/= к, |ау — а*|  > 8 (max (d (а/ д 2), </(а*<?2)),  (13)

где d (z, <?2)—расстояние от точки z до множества (22.
Теорема 3. Пусть {։,} удовлетворяет условию Д*,  тогда 

для любой функции f (z) £ Ар (2) (1 р + 00) справедливо нера
венство

s l/(r)(’>)|/’[</(«/,^2)P+2<Cr(8)j^0, r = o, 1,-... (14)
/=։

Доказательство. Пусть Ср (ву) — окружность радиуса р с 

центром в точке ау и пусть б (а; д 2), тогда

М«>) = и [ /(О
2tti J (f — в;)г+1 

СР

dt,



130 Ф. А. Шаиоян

или же К
рЧ>+։ •утл (а/ )|р I/ («/ + ре',,)|/’ р<Л.

- к

Интегрируя это неравенство по р в интервале ^0, — «/(л; с/2) , по

лучим

(а/)|₽ [с/ (а/։ д 2)]^+։ .< | | |/ (х + ф)|*  <1х<1у,

«1

где' 
{Й 1

/: у </(«/.

Используя тот факт, что КуПА5=0 при ]=/=!, приходим к не
равенству

2 \р> («/)г [</ (»/. д 2)^+»< сг (2) трЛР, г =0, 1, • • •.
>-։

Теорема доказана.
В заключение выражаю искреннюю благодарность профессору 

М. М. Джрбашяну за полезное обсуждение.
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Ֆ. IL. ՇԱՄՈՅԱՆ. Ներդրման թեորեմներ, կապված J-JP տարածություններում թսպմապա- 
ւիկ ինտերս]Ո|յացիոն խնդրի fibm (ամփոփում)

Հոդվածում ապացուցվում է, որ եթե իրարից տարրեր կոմպլեքս թվերի (1®7| <Ն
յ = 1, 2,***)  հայորդականոէթյունր բավարարում է հետևյալ պայմանին

inf 
*

Д; — а» 

1—а/<х»
> օ>0,

տպա ցանկացած ք Հ JjP՝ Q < p < -{- 00 ՛տեղի ունի հետևյալ անհավասսւրոլթ/ոմւր

2 1/<" («у)Р (1֊խ|ր+1 < Сг (о) l/l'p , г - 1, 2,. •..

F. A. SHAMOIAN. Imbedding theorems connected with problem of multiple 
interpolation tn epace H1՛ (summary)

Let the sequence of comlpex numbers

{«*}*-!  (ia*l < 1» a* ¥= »/, j4=!c, k, / = 1, 2,.. .։



J
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satisfy the condition

П -^|>o>0. 
j+k 1— ։» |

Thon for any function f' Hp (0 < p < -f-co) the following inequality holds

2 lf'> <?№ d ֊to I)"* 1 < Cr (3) \f^,P, r = 1, 2, • • • •
/=■։

Au analogous theorem for Borgman space Ap is also given.
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