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ОБ ОДН ОМ КРИТЕРИИ ПОЛНОТЫ СИСТЕМЫ 
СОБСТВЕ ИНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ПРОИЗВОЛЬНОГО 

САМОСОПРЯЖЕННОГО ОПЕРАТОРА С ОДНОКРАТНЫМ
СПЕКТРОМ

В работе изучается вопрос о полноте заданной совокупности 
собственных элементов произвольного самосопряженного оператора At 
действующего в сепарабельном гильбертовом пространстве Н. В пред­
положении однократности спектра этого оператора, доказывается не­
обходимое и достаточное условие полноты системы Ф = (<?*} его соб. 
ственных элементов <?*, отвечающих собственным значениям >■*, кото­
рое формулируется исключительно в терминах резольвенты Rz рас­
сматриваемого оператора А.

Представляется уместным особо подчеркнуть, что наше условие 
инвариантно относительно выбора фигурирующего в нем, так назы­
ваемого, допустимого вспомогательного оператора G, а также и то, 
что при проверке выполнимости этого условия для конкретного само­
сопряженного оператора, достаточно знать лишь совокупность Л = {лА| 
и нет нео бходимости находить саму систему Ф, полнота которой ис­
следуется.

1°. В этом пункте приводится подробное доказательство несколь­
ких вс помогательных предложений, используемых при установлении 
упомянутого выше критерия полноты, а также при доказательстве 
одного неравенства, аналогичного хорошо известному неравенству 
Бесселя для произвольных ортонормальных систем.

Пусть Е>. — соответствующее А спектральное семейство проек- 
ционных операторов, g — нормированный порождающий (циклический) 
элемент, р (f) = ЦЕ/ g||2, а р (/) = р</ (f) + ра (£) + pj (t) — каноническое раз­
ложение неубывающей функции р (?) на дискретную, абсолютно не­
прерывную и сингулярную составляющие, причем ре (?) = ра (О+рХО — 
вся непрерывная составляющая.

Пусть далее V: H-+L* — изометрический оператор, суще­
ствующий по основной спектральной теореме (см., например, [1]).

Условимся, наконец, неограниченный линейный оператор G с 
плотной в Н областью определения Do, называть допустимым вспо- 
могате льным оператором, если как его ядро, так и его коядро три­
виальны (ker G = coker G = {0}), а обратный к нему оператор
—* Do является оператором Гильберта-Шмидта, и поэтому допускает 
представление:
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G’-'/= 2 v-p (f> •«/>)•%»; v/^Я, (1)
о»)

где
yj р.2 = ||G’ ’lß < + co» a !шл1 и {UJp} — полные в Н
fp) Р

ортонормальные системы (см., например, [2]).
Лемма 1. Пусть при некотором p^N р (лр 4- 0) — р (><р — 0) = 

= Др'>0, и пусть <»* — Иш*, тогда а>ц (i.p) определено при каждом 
k^_N и имеет место неравенство

Ь(Ч1։<֊֊ (2)
ЛР

◄ Для доказательства прежде всего заметим, что точка >.р по 
условию обладает положительной f-мерой, т. е. р({/.р|) = Др^>0, и՛ по­

скольку ю* (t) т0 ‘°* ('՝/>)— вполне определенное число.
Далее, поскольку каждый из элементов <о* имеет единичную нор­

му в Н, а оператор V изометрический, то справедлива нижеследую­
щая цепочка соотношений:

1 - I о*||։ = S Иш*Р — I Ию*|։ с/р (/) — С |ш* (/)2 с/р (/) >

к я

> fl«>* (/)|* d'j<i (/)> 2 |со* (ля)|2 А,п > к (Ap)|s- Др,
J ("О
R 

откуда уже непосредственно следует неравенство (2). ► 
Лемма 2. Пусть для некоторого p^N, Др ^>0, тогда

2 p?-K0v)|*<4-oo. (3)
(*)

•4 Доказательство непосредственно следует из предыдущей лем­
мы и сходимости ряда У, ;л? . ► 

(!)
Лемма 3. Пусть для каждого p^.N, -^>>0, тогда нижесле­

дующий двойной ряд

2 н* • 1ш* (М12 д>> < +00 (4) ՛*. р€Л'
сходится.

◄ Для доказательства прежде всего заметим, что поскольку 
все члены рассматриваемого двойного числового ряда (4) неотрица­
тельны, то очевидно достаточно доказать его сходимость, например, 
в нижеследующем порядке суммирования:
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(*) Мр) /
С другой стороны, при доказательстве леммы 1 мы уже видели, 

что

<р)

поэтому сходимость рассматриваемого двойного ряда (4) непосред­
ственно следует опять из сходимости ряда 2 Р* • ►

Лемма 4. Пдсть неотрицательная функция / ({) принадле­
жит (/?), тогда каждая точка непрерывности функции р (О 
является точкой непрерывности для

р (*)= /(0 4 (0 .

если же
Р (}֊о + 0)— Р 0о ֊ 0)= До > 0, то

рО-о + о)֊р(х0-о)=/(М-до- (5)

4 Пусть сначала Хд — точка непрерывности функции р (/), что 
конечно равносильно тому, что мера р (р0 — о, Хд + 5]) промежутка 
Р՝о ~ 8» \> 4՜ Ч стремится к нулю вместе с 8. С другой стороны, для 
каждого о >0 очевидно имеем

Р + 3)֊ Р (>о — 8) =
л,--»

и так как / (/) суммируема по мере р, а р-мера множества, по которо­
му производится интегрирование, стремится к нулю вместе с о, то 
первая часть утверждения леммы доказана.

Пусть теперь р-мера одноточечного подмножества {Кд} положи­
тельна и, стало быть, функция / (/) обязана быть определена в точке 
= Хд.

В силу первой части леммы имеем

р (Хо+О)—Р (Хо—0) = Пт ( / (0 </р£/(0 = ։*т 3 / (х*) л*» (6)

л>—о 4

где Хд, Х2, • • — последовательность всех точек разрыва функции 
р (/). С другой стороны, из очевидного неравенства

*=0 8

[ f(t)dpw,
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следует, что для любого з>0 существует N, такое, что^2£/().*) Д4<^в.

Положив I, = inf !>•* —М, нетрудно понять, что для любого 1 *^A't
будем иметь

2 / (>֊*) д* = / (U *4 + 2 / (>-*) дъ (7)
|Х4—>,|<։ *ел’

где Л‘— совокупность таких к > /V,, для которых |Х* — >0! < о, и по­
этому сумма, стоящая справа в (7), очевидно, меньше г. Переходя в 
(7) к пределу при -5-»0, мы получим вторую часть утверждения лем­
мы, если принять во внимание соотношение (б). ►

Лемма 5. Пусть Г (/) — произвольная функция из тогда 
для каждого >-0, являющегося точкой непрерывности функции р ((), 
имеет место предельное соотношение

lim
т-0

_։ Г (QI rfpfO
(8)

Для доказательства разобьем промежуток интегрирования на 
две части, тогда будем иметь

Г '.|f (Q| dp (t) = xt Г [F(O|</p (?) + _2 Г |F(0| dp (f)
’ J U-Xo)’ + ’s J ‘ J (f֊W՜

л» Р-ч1>«
Для первого, из стоящи֊: в (9), интеграла /։ (т) справедлива оценка 

( |Г(01<Ф(0, (9*)

и֊'4|<а
и поскольку /*’(/) суммируема по мере р, а мера множестза, по кото­
рому производится интегрирование в (9*), равна р (>0 4֊ о)—р (л0 — о) 
и, стало быть, стремится к нулю вместе с о, то найдется й0 ^>0, за­
висящее от г и такое, что /։ (-) С е/2. Полагая в (9) о = оо, для вто­
рого, из стоящих справа в (9), интеграла /2 (т) справедлива оценка 

откуда непосредственно заключаем, что при
" < 17гег= • \/ — ’ <е/2‘

V И£ ■ V 2₽
Итак, предельное соотношение (8) доказано.

Лемма 6. Пусть неотрицательные числа Вп таковы, что
РЯА Вт сходится, тогда для любой последовательности |/-т1 
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состоящей, из попарно различных вещественных чисел, имеют ме­
сто предельные соотношения

Нт -2 2 -----^2---- = 0.
(^т— ХА)2-|- (10)

4 Сначала рассмотрим случай, когда X* не является предельной 
точкой рассматриваемой последовательности, т. е. |/т—Хл| =
=’8 >0, тогда легко понять, что справедлива оценка

т+НУ'т О
откуда непосредственно следует искомое соотношение (10).

Рассмотрим теперь случай, когда X*— предельная точка последо­
вательности {Хт|, т. е. 1п£л1л* |Х,„— ХА|=0. В этом случае при любом 
е^>0 целесообразнее разбить участвующую в (10) сумму на две части 
следующим образом:

-։ 2 ---- ^2----------- 1- -» У -------- ------------ , (11)
*ел\ (Хт—Х*)։ -Ь тв т>н, (Кт— ХА)։ 4- т2

где М выбрано так, что У, В,,, -С е/2 (это очевидно возможно, так

как ряд 2 Вт сходится), и поэтому второе слагаемое в (11) тоже 
("О

меньше е/2. Для оценки первого слагаемого в (11) положим 8=ш£|Хт— 
— Х*|, где нижняя грань берется по всем т^М и отличных от к, 
тогда ясно, что 8 0, и поэтому имеем оценку

2 х2 2 ,
■ я|<л''։(Хт —Х*)*-|- 1? (т) ё2т + Л

следовательно, при достаточно малом х, первое слагаемое тоже будет 
меньше е/2. Итак, предельное соотношение (10) доказано в полном 
объеме. ►

Л е м м а 7. В каждой, точке разрыва )0 функции р имеет ме­
сто соотношение

Ит X» Ц/?». + н С- т= 2 Рр- К М1։ А> (12)
(р)

где До = р (Хо4-О) —р (Хо—0).
4 Сначала докажем, что левая часть в (12) не превосходит пра­

вую часть, а затем докажем, что и правая часть не превосходит ле­
вую, чем и будет установлена справедливость соотношения (12).

Для этого, прежде всего, воспользуемся указанной в [3] фор­
мулой

2 аР?-р (0 (р)|/гч+и с֊т = яир —
(а } £ (г —Х0)3-|- х2 <$(0» (13)
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где верхняя грань распространена на всевозможные последователь­
ности |а») такие, что 2 |а,,|= = 1. ►.

(/»

Из этой формулы, принимая во внимание неравенство Коши-
Буняковского, легко следует оценка

Нт х* (7֊Т< Нт х» Г £4* (^_ , (14)

/?

где положено А (0 = 2 1ид-|111/> (ОР и, как показано в [3], А՜ (Об Ц (/?). 
. (/■>

Пусть теперь р (0 = Р* (О + ?с (О— упомянутое' выше разложение не­
убывающей функции р (О на функцию скачков (/) и на ее непрерыв­
ную составляющую рг (#)» тогда очевидно будем иметь

ГГ(р <ф(р [А^О^МО + ,л СА(О<фс«)
']О֊>о)։+^ ' 3 (/֊>„)*-гх«’ ՝ '

и в силу леммы 5 второе слагаемое справа в (15) будет стремиться 
к нулю при т—0, а интеграл в первом слагаемом превратиться в со­
ответствующий ряд V поэтому будем иметь

Г Г(0 4«) _>• ,г V П>-п) .11Ш • | ————~“ НГО • / • ——— • «А у, ■

-о -о
(16)

где суммирование распространено на все точки разрыва / функции 
р (О, а А,п — скачок ? (О в точке Мя. Поскольку л, :'по условию тоже 
точка разрыва, то выделяя соответствующее ей одно слагаемое в 
правой части (16), получим

Нт
Т-0

А’(р<ф (/) — А (>.й) • + Нт г-О
В, (17)

где положено В,Я=А’(<Я։) Д,я, а суммирозание распространено по всем 
՝1-т отличным от Но так как ряд

У>Вт= 2 А՝ ().,„) Дж
(ш) (Л>)

очевидно сходится (его сумма не превосходит ]А՞^ 1), то в силу лем- С
мы 6 второе слагаемое в (17) стремится к нулю при "■ —И), следова­
тельно, левая часть из (12) действительно не превосходит правую.

Перейдем теперь к доказательству обратного неравенства. Из 
(13) ясно, что

Нт--о
С Ор Пу “а (0 (О

Нт т» 1 __________ 1______
Т’О Р. ' оУ-Г
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Г IS а-p V-p ">РН} 
4֊ lim "* ' 101_______ dpc (#). (18)

и поскольку 2 аР Рр шр(^ при любых {ар} таких, что >■ |ар|։ = 1, 
1(р> IP)

очевидно не превосходит функцию то в силу леммы 5, вто­
рое справа слагаемое в (18) стремится к нулю, поэтому это нера­
венство примет вид

lim G-'f^ |У, ар Нр(|)р (\>)! >до —
'-° кг) ।

где

V В‘+ lim ха г-----  т -з >
-.-О !.т — >о) +

Вт — S аР Н/' 1иЛ> G-m)| Дт.
1(Р) I

Докажем, что ряд с неотрицательными членами

(19)

(20)

сходится, и поэтому второе справа слагаемое в (19), в силу леммы 6, 
тоже стремится к нулю при т —- 0.

В самом деле, так как V, !ар|2 * Ч = 1, то по ՛ неравенству Коши-Бу- (р) 
няковского очевидно будем иметь

2 Пт г’|/?х>+м С-Т-СвО-1® . (21)
(*) т՜’0

Ч Каждый из членов этого ряда, в силу леммы 7, может быть 
записан в виде

В,П < S Ир |шр (>֊m) I2 Дт = Вт, (Р>
и поэтому ряд

S ( S ня 1%, (М1։дт) = S в* (т)\ (р) / <л։)
будет мажорантным для ряда (20) и сходящимся в силу леммы 3.

Таким образом, обратное неравенство тоже установлено, чем и 
завершается доказательство соотношения (12). ►֊

2°. В этом пункте, опираясь на доказанные выше леммы, мы 
установим одно неравенство, которое можно рассматривать как неко­
торый аналог классического неравенства Бесселя, а именно, справед­
ливо следующее

Предложение 1. Пусть А—произвольный самосопряжен­
ный оператор в Н с однократным спектром, R:—его резольвента, 
а С — некоторый допустимый вспомогательный оператор, тогда 
для любой совокупности Л ={?•*) собственных значений оператора 
А имеет место неравенство
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lim ts G֊f = 3 (Ml* А*.--° (Р)
поэтому искомое неравенство (21) без труда следует из нижеследую­
щей цепочки неравенств:

3 lim G֊'r=2fs p’h, (Ml* А*
(Л) ■'■‘° (*) \ (р)

= 2 V-P (2 W аЛ < 2 £ (' 1^(01’ (/)<
(р) \(*> 7 (р) J

< 2 р’ f к им* (о=2 ^>рР= 214 = • ►
(я> J (р) <р)R

3°. Доказанные выше леммы позволяют установить нижеследую­
щий критерий полноты системы собственных элементов, являющийся 
основным результатом настоящей статьи.

Теорема. Пусть Ф = [?*}—некоторая система собствен­
ных элементов самосопряженного оператора А с однократным 
спектром, отвечающих собственным значениям >.* £ А, Rz — его 
резольвента, а G—некоторый допустимый вспомогательный опе­
ратор, тогда эта система полна в Н, если и только если

2 lim T=(|/?,.ft+/tG֊T= «G-’Д.1/fiX -.-о (22)

Необходимость. Пусть система Ф полна в Н и, стало 
быть, непрерывный спектр отсутствует и вся спектральная мера со­
средоточена в точках ).* £ Л, следовательно,

2 д* = 2 1р (X* + 0) - Р (/.» - 0)] = 1.
Х*6Л >*€Л

Докажем, что имеет место соотношение (22). В самом деле, по лем­
ме 7 имеем

lim -* 3 р* • |шр (/•*).* А
”° (Р)

следовательно

2 lim G“4S= 2 Рр ( 2 |®Р (МР А*>.*ел -.~о (р) \*йел

(12)

(23)

С другой стороны, поскольку р (?) = р<, (?), имеет место цепочка ра­
венств

1=1»рР = ЙИ«М։ = ^<։ = |Wp (?)|= с/р (/) =
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= С I«, (01’ <Ы0 = 2 Ь С'*)12 д*>
i

и поэтому из (23) непосредственно заключаем

2 lim ЦЛх* z.G֊T= 2 •
’•*€•՝ -.-о (р)

Достаточность. Пусть теперь соотношение (22) выполнено. 
Докажем сначала, что непрерывная составляющая спектральной меры 
отсутствует.

Допустим, вопреки нашему утверждению, что некоторая положи­
тельная доля спектральной меры р принадлежит непрерывной состав­
ляющей, тогда найдется множество McR такое, что pd (М) = О, 
ре (Л4)>0, и так как система (о>р (f)) полна в 1^ (Л), то найдется хо­

тя бы одна функция из этой системы, например, <вА (t), которую мож­
но без ограничения общности считать отличной от нуля почти всюду 
на М и, стало быть

f Г«А(0|2 </рс(0>0. (24)

м
С другой стороны, как и выше, имеет место цепочка соотношений

1 “ W = J К. (ОР (0 + J 1‘°л (01* (0>

R R
> 2 1шр. t(MI*д* + [ Iu>a, (01’ <4»с (0>

<*) Jм
и поэтому, в силу (24), получаем

2 ка*)|։д*<1. (25)х4ел

Теперь уже легко прийти к противоречию с соотношением (22). 
В самом деле

2 lim j/?x*+h G-1P= 2^(2 |ш,(Х*)1* Д*Х*6Л г-»о (Р) \х4 6Л

= рХ2 |шА 0֊*)|2 д* + 2 М К (Ol2 (0, ’•*6՝ p-f-pt J
но принимая во внимание строгое неравенство (25), а также и то, что 

1шр (0|2 <1?<1 (^) очевидно меньше нормы Ц^рЦ2 =1, получим неравенство 
я
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2 + S Р* MG'֊fs,
Х*6Л х-»0 Р*Р°

которое противоречит соотношению (22).
Докажем теперь, что система Ф полна в Н, для чего очевидно 

достаточно установить, что У А* = 1. Допустим, вопреки нашему Х4(=Л
утверждению, что У А*<^1—о, где 8 > 0.

В силу доказанного выше, имеем

2 lim тЧ/?х*4ьС-։||։= SpjS |шд(Х*)|։Д*. (23)
Х*ел т-0 " (Р) Х46А

С другой стороны, по только что доказанному, непрерывная 
составляющая спектральной меры отсутствует, а по предположению

У, Д*-<1—8, поэтому найдется хотя бы одна точка ЦГА такая, что 
Х*6Л

Р({>о)) = ^>О.

Далее, поскольку система [<> (/)| полна в Z,’ (/?), то най­

дется функция и»л (О такая, что «<р, (U^O. Ясно, что для этой функ­
ции о>л (/) имеет место неравенство:

2 1«>р, (л*)|- Д* -С 1 1шл>о (Ul2 Ao՛ (26)ХЛ6А

В самом деле, это непосредственно следует из того, что

2 [и„ (>.* )|» Д* < 2 |ш„ ().»)|» А* + |о։,։ (/,)!» <

< j 'ыр. (0l։ rfprf (0= J К. (01®d? (0 = 1-

Теперь уже легко прийти к противоречию с соотношением (22), 
так как в силу (26) будем иметь

2 -2 Ц^Хц+ft G ՝Л'= _j Рр/2 Iwp (/-х)|а А* 4՜ р,„ xj |iu,. (л>)|։ д։г-о \xtgA / *лел

< 2 Рд+ Р?. (1֊ «д. (Ul’ А») = 2 Рр-р£>Л (UI2 Ао = /»*/>. (р)
= й G֊4J - р*. • Ь. (Ul’ Ао < |G- 4Ü. ►
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Ռ. Ա. ԱէևՔՍԱՆԴՐՅԱՆ, Դ. 9.. ՄԿՐՏՉՅԱՆ. Միապատիկ սպեկտրով կամայական ինքնահա- 
մալույծ օպերատորի սեփական էլեմենտների սիստեմի լրիվության մի հայտանիշի մասին 
( ամփոփոէմ)

Հետազոտվում է սեպարաբել հիլրերտյան տարածության մեջ գործող կամայական ինցնա- 
համայույծ օպերատորի սեփական էլեմենտների լրիվության հարցը։

Ենթադրելով օպերատորի սպեկտրի միապատիկությունը, ապացուցված է լրիվության ան­
հրաժեշտ և բավարար պայման, որն ձևակերպված Լ միայն օպերատորի ռեզոլվենտի տեր­
միններով,

R. A. ALEXANDRIAN, R. Z. MKRTCHIAN. On the criterion of completnee։ 
of the syetem elgenelement* general telfadjoined operator with eimple epectrum 

(summary)

Completness of given system of eigenelements of arbitrery selfadjoined ope­
rator in separable Hilbert space is studied.

Necessary and sufficient condition of completness is prooved in the case when 
the spectrum of operator is simple.
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