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В ПРОСТРАНСТВАХ £?
Пусть 

7’=Ы (1.1)
— линейный регулярный метод суммирования, то есть матрица (1.1) 
удовлетворяет условиям:

2 |ао1<՜//, где Н не зависит от г, (1.2)
/=1

Пт аи= 0, ; = 1, 2,--., (1.3)/— *
ее

Вт 2 ац—1. (1.4)
'/-1

Пусть далее ср (у) — любая непрерывная функция, определенная 
на [0, + ос.) и удовлетворяющая условиям:

? (у) 1, <р (0) = 0, (1.5)

Нт = 0, (1.6)
У-“ ц

© (а + Ь) С © (а) + © (6) при любых а, Ь^-0. (1.7)
Определение. Измеримая функция / (х), определенная почти 

всюду на отрезке [0,1], принадлежит пространству [0,1], если 
1

У? (|/(*)|)  «<«< + °֊՝, 

о
В работе [3] было установлено, что если линейный регулярный 

метод Т =|]а/>Д удовлетворяет условию 
ее

2 |а//1₽<С+0° Для каждого ։=1, 2,•••, где 0<р<^1, (1.8)
/-1

то для произвольной функции / (х) [0, 1] (0<^р<^1) существует
ряд 

ее

2 с*  ©*  (х)
Л=1

и последовательность натуральных чисел 4 < 4 <^ ’ ’ ’ > которые удов­
летворяют условию

1

Вт |Д:*  (х, 7) — / (х)|₽ е/х = 0 (0<р<1), 
о
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где 7-средние Д/(х, Т) существуют в смысле сходимости в Ьр [0, 1] 
для всех ։ = 1, 2,- • •.

Можно доказать, что в указанном утверждении условие (1.8) на 
метод Т излишне, и что вместо подпоследовательности /*  можно взять 
всю последовательность. Более того, верна

Теорема 1. Пусть [фЛ (х)|—ПОНС в Ь-> [0, 1], Т= ли­
нейный регулярный метод суммирования. Тогда для любон функ­
ции /(х)££? [0, 1] существует ряд

Зс*Ф*(х),  (1.9)
4-1

Т-средние которого сходятся к / (х) в метрике [0, 1], т. е. 
1

Пт у ? (|41 (х, Т) -/ (х)|) бх = 0, (1.10)

о
где 

«к, 7
А(х, Т) = 2 ао 5/(х), 5у(х) = 2 с*  ф* (х), (1-11)

^71 л-1

причем Аг (х, Т) существуют в смысле сходимости в £3 [0, 1] для 
всех г = 1, 2, • • •.

Эта теорема представляет также обобщение результатов А. А. 
Талаляна (см. [1], [2]) о том, что для любой измеримой функции / (х) 
(соответственно /(х)£Д, [0, 1], 0 </><!) и для любой полной орто- 

нормированной системы {фп (х)} существует ряд 2 с*  ф*  (х), кото- 

рый сходится по мере (соответственно в метрике [0, 1]) к функции 
/ (х).

Действительно, эти теоремы получаются из теоремы 1, когда 

ф (х) = ------ и, соответственно, о (х) = хр, 0 <^р 1.
1+х

Заметим (см. [3]), что из сходимости ортогональных рядов по 
мере или в метриках не вытекает их суммируемость в тех же мет­
риках линейными методами, и поэтому из результатов работ [1], [2] 
не вытекают вышеуказанные частные случаи теоремы 1.

При доказательстве теоремы 1 использована следующая лемма, 
доказанная в работе [1].

Лемма 1. Пусть /(х), /։(х),՛ • •, /п (х) интегрируемы с квадра­
том на отрезке А = [а, 6] и 1^>е^>0, з^>0— произвольные положи­
тельные числа.

Тогда существует функция ф (х)£Л։ [а, 6], обладающая следую­
щими свойствами:

1- . ф (х) = 0 при х £ Д — е, (1.12)
где е—измеримое множество, такое, что
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причем, если |/ (х)| М всюду на [а, 6], то функция ф удовлетворяет 
неравенству

М4. |Нх)|< —, х6[а,6]. (1.16)
е

Выполнение условия 4 в формулировке, приведенной в [1], не 
указано, но оно непосредственно следует из определения функции 
ф (х).

Лемма 2. Пусть {<р*  (х))— ПОНС в Ьг |0, 1], Ф (х) £ [0, 1],
Т = — линейный регулярный метод суммирования, определяе­
мый матрицей (1.1) и {з„} — последователъностъ положительных 
чисел. Тогда для всякого 0 г, 1 и любых натуральных Иид 
существуют конечное число полиномов по системе [®„ (х)} вида

П\ П1
Л (х) = 2 с* (х), Л (х) = 2 с* <рл (х), • • • , Р, (х) = 2 с* «р* (х), 

*-/п, *=т,
(1.17)

Пт1<С.п1<^ т3<^- • п„
и натуральные числа

т»+։> д < <?! < <7»< • ■ -<д,, (1-18)
которые удовлетворяют следующим условиям:

1՞ к= 1, 2,-.., V, (1.19)
1

2° + (|Ф (х) — Н(х)|) е/х <(•/;, (1.20)
о

где ’
Я(х) = 2Р4(х), (1.21)

*-1

4՜ 1аО'К~“> 1</<п*,  г>дл, к = 1, 2, --,*,  (1.24)
кпк
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6°

5° /><?*, к = 1, 2,

>-т*+1
к '

1 < г -С д*,  к = 1, 2, • • • > *•

(1.25)

(1.26)

Доказательство. Возьмем ограниченную функцию |/(х)|<; М 
такую, что

1
У т (|/(х)֊Ф(х)1)*х<-֊-  (1.27)

О

Учитывая (1.6), выбираем 0 < £ <1, удовлетворяющее неравенству

(1.28)

Возьмем 8 > 0 такое, чтобы о и для всякой функции § (х) £ 
££։ [0, 1] из неравенства

1

а’ (х) </х < ։ (1-29)
о

вытекало бы неравенство
1

^<р(|£ (х)|) </х<-֊-« 
о

(1.30)

Далее, отрезок [0, 1] разделим на конечное число непересекающихся 
интервалов Дх, Да,•••, Д, таким образом, чтобы

4 Г— /*(х)</х<0,  1<г<7. (1.31)
4

Если т* — заранее заданное натуральное число и з>0, то в силу 
леммы 1, существует ^л(х)(;Ьг [0, 1], удовлетворяющая условиям:

Ъ(х) = 0 при х6[0, 1] —е*,  е*с:Д* ։ ц (е>) < ер (Д*),  (1.32)
У [Ф*  (х)—/ (х)] (х) Лг I < а, 1< ։ < лп*  — 1, (1.33)

4*

(1.34)

(1.35),



О представлении измеримых функций 539

Положим

Г*  (х) = I / (*)  — ’?*  (х), х £ Д*  
I о, хТД*.

1
С1 = у т7*.  (х) ф/ (х) </х, г = 1, 2, • • •. 

о

(1.36)

(1.37)

В неравенстве (1.33) число = ^>0 можно считать настолько ма­
лым, что

V, С/ф/(х) 
/—I

(1.38)

с другой стороны, поскольку система (®<(х)} полна, 
такое, что

можно выбрать

с/?/ (х)— Г*(х)

Из (1.7), (1.38), (1.39) вытекает

(1.39)^х<А. 
/ 8*

(1-40)

Далее, из (1.31), (1.34) и (1.36) получаем

(т*<п <п*),

(1-41)

откуда, согласно выбору числа 8^>0 (см. (1.29)), будем иметь

(1-42)

Положим

рь(х) = 2 С1 ?/(х). 
/=т*

(1.43)

Таким образом, для каждого к (1 определяется полином
вида (1.43), который удовлетворяет условиям (1.40), (1.41) и (1.42). 
При этом важно то обстоятельство, что для каждого к число т*,  
независимо от чисел тги,т, 1^։<Л, можно взять сколь угодно 
большим.
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Поэтому очевидно, можно считать, что выбраны полиномы (1.43), 
где т1 = ЛА, т*<лъ  К к <V, т1+х > т , 1 </< V ֊ 1, а также 

„ г' п <Га < • • • <7- и пт,+։ такие, что наряду с условиями ЧИС-Лй су С/1 \ '
(1 40) — (1.42) для каждого £, 1< Л О, выполнены также неравенства

|ш;|< г՜֊ (/><?«> 1 £/<71*),  
кпь

(1.44)

2 ад-։ <■7֊ (/><?«).к. (1-45)
/==1

У |а//| < 
;=/ял+1

'^֊ (1<7<<?л). 
к

(1.46)

Докажем, что полином
ч п1 п->

/7(х) = V У] с*®л(х)  = У с*  ®*  (х), 
1-1 к-пц к=֊Ш1

(1-47)

где
С*  = 0 при П1 <^к<^т1 ; 1, 7=1, 2, • •., V — 1, (1.48)

удовлетворяет требованиям леммы. 
Обозначим

<2; (*)  = ^ ■?»(*) (1.49)
Л-1

1
ф/ (»■) = 2 (•*)  (1 <7 <7)» (1.50)

Л-1

.4,= и Д*  (!.</<*), (1.51)

Ьа II . 
*■

1 <=
:

*•
 

1

съ 1Г
 л л *՛ (1.52)
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С другой стороны (см. (1.32), (1.36), (1.49),

| ? (1/(х) — Ф/ (х)1 <1х = о (Ю; (х)|) Лг (1 <]' <?),
Л в.

i j
|1 (Bj ) ֊ 2 |1 (e* *)  < 82 ji (А*)  < а,

пк-1
* у, при к =1 считается равной нулю, 

/»/п.

*-։ *=i

(1.54)

(1.55)

и в силу (1.49), (1.35), (1.28)

’ ? (|<2/(х)1) *х^  ( — ՝) НВуХе.« < А (1.56)
\ £ / \ е / 4

в)
(1 </<*),

т. е. (см. (1.54))
? (/(х)-Фу(х)|) </х< 4 (1 ■</<>)• (1.57)

4

Из (1.53) и (1.57) при / = м получим
1
[ ?(1/(х)-Я(х)| *х<у-  (1.58)

О
Тогда согласно (1.7), (1.27) и (1.58) будем иметь

? (|Ф (х) ֊ Н (х),1) <1х < Ч. (1.59)
о

Это значит, что условие 2° выполнено.
Проверим выполнение условия 3°. Поскольку ФДх) =0 при 

то из (1.53) и (1.57) следует

? (|Ф/(х)1 ) </х + — <
4

<]’ф(1/(х)|) + ֊ (1 </<*)•  (1-60)

о
Пусть тп!-С п-С п, и число к (1-<£-^у) выбрано так, что

Л1*  < л л*.
Тогда 

п nk-l п
2cz<p,(x)= 2c։=j(x)-t- 2с/?/(х)*.  

1—тх Inmx l~nlk

(1.61)

(1.62)
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Учитывая (1.42), (1.60) и (1.62) будем иметь

(1.63)

(1.64)

7711 ՝С> Т1 '՜^ Пч ।
т. е. условие 3° выполнено.

Условие 1° следует из (1.41), так как 3<т(։, а условия 4°, 5° и 
6՞ следуют из (1.44)—(1.46). Лемма доказана.

Доказательство теоремы 1. Пусть / (х) £ Ь- [0,1], (тй| и 
(е* ) — последовательности положительных чисел, где

1 >•։?*,  £=1, 2,•••,*!«։  т)«=0, 2 ел<4-оо. (2.1)

Для каждого еА., Л-1, 2,••• возьмем о*  такое, чтобы для всякой 
функции а (х)££2 [0,1] из неравенства

(2.2) 
следовало неравенство

1

|। ? (1я (*)1)  <1х< ек. (2.3)
О

Потребуем также, чтобы

Возьмем
*-1

(2.4)

«8,
$1 = 1, 7718, = 7И, = 1, С2 = 0, Рй, (х) =2 С*  (х),

и определим д», ^>1 и 7Пв,н такие, что

(2.5)

(2.6)
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3. 3 |а//|< (1 </<дэ։). (2.7)
/-тр։+1 2

Предположим, что для 0, 1 определены полиномы
Я1

Р, (х), Р2(х),---,Р«г(х), Р,(х) 3 с*Ф*(х) (2-8)

и натуральные числа тй,+1, д/, 0, такие, что

1 <<71"С<7։<- • • •< Ч»е>

1 = т1 — п1<тй^пг<^- • •<Сте<^п»г<С лгэе+1. (2.9)

Обозначим
"ое

Се (х) = 2 С*  <р*  (х), 
Л=1 

где 
сл = 0 при т < к 771/+։, г = 1, 2, • • •, &е— 1. (2.10)

Полагая в формулировке леммы 2

Ф (х) =/(х) — Се (х), т) = т)е+1, (е*)7_։  ={8*}£-® е+։ .

М = тйе +։, ч = Чь> 
определим полиномы 

лог+1 "в«+1
Р»,+ 1(х) = 2 с*  <р*  (х),- • •, Р»,+1 (х) = 2 с*?*(х)

«֊'"»Л1 *՝• ’’’,+։
и натуральные числа, 

тв։+1+1, дв,+1 < << ■ • •< д»г+1 (д»е+։ >дзе), (2.11)
которые, после введения обозначений 

»е+1
Я,+։(х)= 3 Ру(х), (2.12)

7-»г+։ 

#г+1
6«+։ (х) = Се (х) + Нц ։ (х) = 3 е* т*  (х), (2.13)

*֊=1 
где сь = 0 при

пле+1 <к<т»е+1 г ։, ։ = 0, 1, 2,-• •, &г+։ — — 1, (2-14)

удовлетворяют условиям

1’ |Р4д,<^+1 (Л = «е + 1,-••,»*+!),  (2.15)
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2’
1

« (|/ (х) — С,+1 (х) |) Ժ*  <‘Че+։, (2.16)
. 0

3’
։ Ո х ր
ք®( 2 С*=*(х)  ^х<-^+1+ ?(|/(х) —С,(х)|) ժ*

(т»е+։ ո -հ. пьг+1), (2.17)

4’

(г=1, 2,- -Л'+։— ։>" У“1’ 2’ ՜’ П1,'+г’ ‘><Г1,е+')> <2-18)

5’
| • б|> 4 г
1 >՛ ау-1 <—- ----  О’ = 1> 2»- •> ”е+1 —г>Ч»е+г),
1ք=ւ ** + г

(2-19)

- <ձ,.+ր
6’ շ Ы < ------------7 ■ (2-20)

».+<•+։

(г = 1, 2,-- •. }հ-ւ — 1<։<?»,+г ).

Покажем, что для определенных нами полиномов (Р*  (х)]Г, ряд
«> от< + 1~1 ~
2 2 2 ск7. (х) = 2с* ?*(х)  (»о=О) (2.21)
г=1 г—6ք_լ + 1 к+тг к-=1

удовле 
С

творяет требованиям теоремы.
начала покажем, что ряды

А(х, Т)= V агу5у(х), /=1, 2,. .,
/—1

где

5/(х) = 2с։?*(х)  (2.22)

сходят
И

ся в Լ2 [0,1].
з (2.1) и (2.15) следует

11ш = 0 и |1РА^։ <1 (յէ = 1, 2, • ■ ■), (2.23)

откуда получаем
1֊$/(х)|д,О /пг+1 — 1, г = 1, 2,---). (2.24)

Пусть
В։

о^>0 и г — натуральное число.
ябрав к и г так, чтобы выполнялись неравенства
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q,-i < /< <7*  (q0 = 1), (2.25)

и У 8, <8, (2.26)
F — Г

для произвольного натурального будем иметь
|л' » »-2 ■. <”«+։-։

2 auSjtx) | <2 . 2 az/Sy(x)p +
/-mr+j |Л։ t-r И /-me+j

tN d
2 a// S) (x) . (2.27)
=n>ft Jt»

где И^г-Н определено из неравенства
та <՜ /V <- т»-1.

Учитывая, что в силу (2.24), (2.25) и (2.26) выполняются неравенства
™e+2-J | ">«+2-։
2 ai/ Sj (х) I < 2 |aiy| (е + 1)< (е Н-1) 2 |а/у|<8в 

l=-mr И "Л։ /=п’г+1 J~me+1
(е> г) 

и 
Я v ,i NI 2 atjSj(x) j < 2 |«J-®<8»_։, (2.28)
■I Il L, J—m^

из (2.27) и (2.26) получаем 
1/V II **

2 ail S/(x)| <2 8e<8. (2.29)

Отсюда следует, что Г-средние ряда (2.21) сходятся в £2[0,1].
Теперь докажем, что Ai(x, Т) сходятся к /(х) в метрике 

[0>1]՛
Пусть е^> 0—произвольное число. Выберем о^>0 такое, чтобы 

для всякой функции g (х) ^L2 [0,1] из неравенства
1g «-,< 8 (2.30)

следовало бы неравенство
1

J ? (|£ (*)|)  </х<е. (2.31)

о
Из (2.1), (2.16) и (2.17) легко следует, что ряд (2.21) сходится к 
f (х) в метрике [0,1].

»-2
2 при 9 = 2 считается равной нулю.
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Тогда найдется такое IV, что

? (|5Л (х)-/(х)|) </х<г, (2.32)

Выберем & настолько большим, чтобы выполнялись условия

пь>14, 2 (2.33)
с-1>

23*4-3* +։ + *̂+1к -^<8 (*><>),  (2.34)
где // — константа, фигурирующая в (1.2).

Пусть теперь 7—натуральное число такое, что
I > д», (2.35)

а к удовлетворяет неравенствам 

к > в, д* 7<^д*+ь  (2.36)
Представим А/ (х, Г)— I (х) в следующем виде: 

«. »*
А, (х, Т) -/(х) = У ач 3; (х) -/ (х) = 3 аи (х) + 

/-։ Л-1
тк+1~ 1 тА+2՜՜^ * ше+1“^

+ 2 а//5у(х)+ 2 а//5, (х)^ £ 2 ад $/(х)-
4-1 /=/ил+1 ^==Л4-2 /ая,те

-5я։(х)4֊5я*(х)-/(х).  (2.37)
Тогда

1 1
У ф (Иг(х, Т) —/(х)|) </х< у <Р (|5Л* (х) — / (х)|) (1х -Ь 

о о

— 2 а/7 5/ (х) — (х)
/-т* +1

а//5;(х) </х.

(2.38)
Оценим каждое из слагаемых в правой части (2.41).

Учитывая (2.32), (2.33) и (2.36), имеем
1

Т (1У1*(х)  — / (х)|) 4/х<е. 
о

(2.39)
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Из (2.18), (2.24) и (2.33) следует

1Л*
2 5/ (х) <
/=։ К

я*

^2 1“'/<8*< 5>
/=֊1

(2.40)

откуда (см. 2.30) и (2.31), получаем
Л4

У а I/ 3, (х) 
/-։

<"«+!-։
Рассмотрим теперь сумму 2 а/;5}(х), где е^֊к֊т2. 

1-"‘е
<7*+1  -С <7с-ь то из (2.20) и (2.24) вытекает

[|я,г+1-1 «>
2 ац 3/ (х) <е 2 |а/;| < 6,_։ (е > к-т-2),

8 )=те И-, 1=те
Отсюда в силу (2.33). будем иметь

•-4+2

(2.41)

Так как г<^

(2.42)

(2.43)

которое вместе с (2.31) дает

(2.44)
о

Имея в виду (1.2), (2.18), (2.19) (2.20), (2.24) и (2.34), получаем
II'"*,1-1  "’*+2՜։  ||

I 2 аи3}(х)+ 2 ацЗ/(х)— Зп„ (х)|
И/-** +։ /””'*+!  ՛;'

а/}

гк- + ։Р*+1|4,-Н<8. (2.45)
к - п*

/=я>*+2

5-909
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Отсюда и из (2.31) следует
">Л+2-։

2 а//5/(х)+ 2 
i-ni, +։ /-«'л+1

ai, S) (x)—Snjl (х) dx ՀԼ 8. (2.46)

Из (2.38), (2.39), (2.41), (2.44) и (2.46) окончательно получаем

1
J Ф (|Л/(х, Г)—/(х)|) rfx<4s, при 

О
(2.47).

Теорема доказана.
В заключение автор выражает глубокую благодарность А. А. Та- 

лаляну за постановку задачи и оказанную помощь при ее решении.
Ереванский государственный 
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Ս. Մ. 2ք1ՎՀԱՆՆ1՚ՍՅԱՆ. Չափելի ֆունկցիաների ներկայացումդ Լ տարածություններում ցու- 
մարվող շարքերով (ամփոփում)

Դիցուր էք-ն դանդաղ աճող անընդհատ ֆունկցիա է որոշված [ 0, Հ&)-ումէ 7-ն գծա­
յին ռեգուլյար գումարման մեթոդ էէ լրիվ օրթոնորմալ սիստեմ է Լշ [0,1]—
Ապացուցված է, որ ցանկացած

ւ
յ Փ (1/Ա)1) ժ*<  + 00 |

0

գոյություն ունի շ Շհ (ւ) չարք, որի Հ-միչիններր զուգամիտում են ք֊ին Լ
*-։

մետրիկայով.

S. M. HOVHANNISIAN. On the representation, of measurable functions by 
orthogonal series summable in spaces (summary)

Let j be a slowly increasing continuous function on [0, co), be a linear jregular sum­
mation method and {^) be a C.O.N.S. in [0,1 J. The following assertion is proved.

For any /^£?= J/: y tf (|/|) dx there exists a series y c*  <?, such

that its T-means converge to / in the metric of L?.
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