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О БЫСТРОМ ПЕРЕМЕШИВАНИИ БЕСКОНЕЧНОМЕРНЫХ 
СЛУЧАЙНЫХ СТАЦИОНАРНЫХ ПРОЦЕССОВ

С ДИСКРЕТНЫМ ВРЕМЕНЕМ

Согласно бескоординатной концепции А. Н. Колмогорова мы бу­
дем рассматривать бесконечномерный случайный стационарный про­
цесс как пару {Н, U1}, где Н—сепарабельное подпространство неко­
торого гильбертова пространства с группой унитарных операторов 
U', ограничиваясь случаем дискретного времени t = 0, ±1, ±2,••• 
[3]. Пусть //* (И) означает замкнутую в гильбертовом пространстве 
оболочку элементов LPx, х£Н, Процесс {Н, Ul,j называет­
ся вполне регулярным, если его коэффициент регулярности

Р (•» Н) = р (т) = sup |(Е, т))| ֊> 0, (1)
Е. ч

где sup берется по всем (И), (Н), таким, что |];[| = 1,
= Мы допустим, что имеется так называемая спектральная плот­

ность, т. е. измеримая положительная операторнозначная функция 
f (/.), — к < К к, такая, что равенство

К
(£/' хд, xs) = J е Ш(/(Х) х1։ х։) dk 

— X
выполняется для всех х1։ х8 из Ни /£(—со, со). ‘Обозначим через 
Ls (Н) гильбертово пространство всех измеримых вектор-функций х (к), 
определенных на отрезке [—к, к] с отождествленными концами и 

X
J IIх (W Л -С 00» со скалярным .произведением

<Х1, х8> = (xj ().), хг (X)) Ժ/.,

/։/2‘Н — подпространство в I? (Н), образованное функциями х (л) £ 
€/1200 х> х£Н, а — положительный квадратный корень от / (к). 
Пара [Р12 Н, е,и ], где е‘и означает унитарный оператор умножения, 
образует стационарный процесс, изометричный процессу (Н, и*). 
Обозначим далее № (Н) подпространство Ь* (Н), порожденное эле­
ментами {е/х/х:х£Н, { = 0, 1, 2, • • •}, и К* (Н)—подпространство 
I? (Н), порожденное элементами (еш х: х £ Н, { = 0, —1, —2, • • • |. 
Легко получить следующий вид коэффициента регулярности:
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p (T) =p (r, /) = sup e‘>-֊ (f ()•) <? (X), Ф (/.)) d-, (2)

где <p(X)£ Нг (H), |> (X) £ А? (H) и удовлетворяют условиям нормировки
X

<«>?>/ = \ (X) f ('•)> f ('•))dK = 1»
(3)

R
<t, ՛?>/ = j (/(>•) Ф ('■)> Ф ('•)) d>.=i, 

— X

p (x) не изменится, если sup взять по каким-либо плотным в Н2 (Н) и 
К2 (Н) подмножествам, в частности, по всем полиномам

<р(Х) ~ 2 х* и Ф (Х)= 2 e'A*:z*, х* и z*£H.
к-0 Л-=О

В настоящей статье мы дадим описание некоторых вполне регу­
лярных процессов, коэффициенты регулярности которых убывают с 
различной скоростью. К сожалению, существует разрыв между необ­
ходимыми и достаточными условиями. Исчерпывающие, характеристики 
спектральных плотностей конечномерных случайных процессов, имею­
щих различную скорость убывания, получены И. А. Ибрагимовы м 
[1]. [2].

Прежде чем сформулировать первую теорему, заметим, что опе­
раторная функция IF (X) называется аналитической в области D, если 
для произвольных х и z из Н скалярная функция (W (X) х, г) являет­
ся аналитической в D. Пусть В (Н)— банахова алгебра ограниченных 
линейных операторов в Н. Операторными полиномами будем называть

т
полиномы Рпт (X) = 2 Л* е"՝4, где Akk В (Н).

k—n
Теорема 1. Пусть |Н, U‘)—стационарный случайный про­

цесс со спектральной плотностью f (X). Для того чтобы

Ita [р (-)]1л < e’ä> 8>0, (4)

необходимо, чтобы f (X) допускала аналитическое продолжение в 
полосу значений —o<^Itn z <3 комплексного переменного z— X-f-гц. 
Если (/(X) х, х) т (х, х), тп^>0, для произвольного х£Н, то это 
условие является также достаточным.

Необходимость. Из представления бесконечномерного про­
цесса следует, что вместе с процессом {Н, U'} вполне регуляре н 
процесс {И՜, И'}, где Н'—произвольное подпространство Н, a_* V1 — 
ограничение оператора U1 на Н', причем Н' является инвариантны м
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подпространством оператора U1 (см. [3]). Очевидно, что удовлетво­
ряется неравенство р (т, Н')-^р ("» Н). Выбрав, в частности, за H' под­
пространство, образованное элементами х и z £ Н, мы получим соглас­
но конечномерным результатам И. А. Ибрагимова [2], что (/ (X) х, z) 
аналитически продолжается в полосу — 3 <4m z < 3.

Достаточность. Предварительно докажем несколько лемм.
Лемма 1. Пусть для каждого Х£[— ", «] ®х (х, z) является 

билинейным непрерывным функционалом в гильбертовом про­
странстве Н. Если для произвольных х и z, принадлежащих 
Н, sup |®х (х, z)| ограничен, то норма функционала ||<?J = sup |фх (х> *)| X 1
ограничена равномерно относительно >•.

В самом деле, фх (х) = (х, z)| при фиксированном z = у являет­
ся непрерывным положительно-определенным полуаддитивным функ­
ционалом, т. е. удовлетворяет условиям

?х(х + у)< фх (х) + фх(у),
фх (ах) = а фх (х), а > 0.

Согласно принципу равномерной ограниченности ([4], стр. 65) для 
произвольного е^>0 существует 6^>0 такое, что |<рх (х, у)|.<^в лишь

! £
||х'| <С Следовательно, для каждого z |<рх (х, z)| < — для всех J|x|l < 3, 

3
— Повторно применив этот принцип, получим |?х (х, z)|<JK
для произвольных Цх||<Л,

Лемма 2. Если спектральная функция f (X), —не­
прерывна в равномерной, топологии пространства В (Н) и удов­
летворяет условию (f (X) х, х) т (х, х), тп\>0, то существующий 
стационарный процесс вполне регулярен, причем

₽(■։)<— ^х-1 (/), (5)т

где Е-֊\ (/) — величина наилучшего приближения к f (X) оператор­
ными полиномами степени т — 1.

Действительно, если Px-i (X) — полином степени не выше ~—1, то
К

J е'* (P,_i (X) Ф (X), ф (X)) Л =0. 

—■к
Следовательно

X
Р (") = sup Г еа' (/ (X) <р (X), ф (X)) d). =

J
<*» ՛»/<։ I -г.

= sup e'*([/(X)֊A-i (X)]f (X), ф(Х))</Х<

4-694
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(6)

Но из ограниченности снизу операторов / (X) следует неравенство

У (/(X) ? (х)| ? (М)> </>֊ (<р (X), <р ().)) </Х.

Подставив его в (6), получим требуемое неравенство (5).
Теперь перейдем к прямому доказательству достаточности. 

Пусть / (X) аналитически продолжима в полосу — 3 1ш г о. Очевид­
но, что периодическая функция (/ (X) х, г) ограничена в любой поло­
се — 3' <Чт я о' < о. Следовательно, по лемме 1 ||/ (Х)(|.< М для 
произвольного X £ [— к, я]. Пусть

/* (х, я) = -Ц-С еа* (/ (X) х, я) Л 
2«։.

будет к-ыгл коэффициентом Фурье для функции (/ (X) х, г). Очевидно, 
что /л (х, я) является ограниченным билинейным функционалом, по­
этому представима в виде /* (х, я) = (В* х, г), где (Н). По тео­
реме Лебега ([5], стр. 279) конечная сумма ряда Фурье В- (х, я) =

= 2 ем /ц, {х, г) удовлетворяет неравенству

|(/(Х) X, я)-В,(х, я)|<С£И(/(Х) х, я)} 1п т,
где С—абсолютная постоянная, не зависящая от функции. ^По тео­
реме Бернштейна [6] Е- {(/ (X) х, я)} е՜5 (1՜*։' для произвольного
0<е<1 и достаточно больших х. Следовательно, билинейный функ­
ционал

1п-»х.е» <։-)’/[ /(X)— 2 е'*‘Л

(/ (X) X, я) — 2 е'х*/* (*> 
____________к—-.__________

1п х • е~г *

удовлетворяет условию леммы 1. Отсюда вытекает неравенство

^(/)< /(X)֊ 2 е^Рк
I Л=—X

<Л/е֊։ <։֊ЧЧп т. (7)

Из неравенств (5) и (7) ввиду произвольности е следует неравенство 
(4). Что и требовалось доказать.

Теорема 2. Пусть [Н, I/1} — стационарный процесс со 
спектральной плотностью /(X). Для того чтобы
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Р(')= О (-֊'֊?), 0<?<1 
необходимо, чтобы спектральная плотность была г раза диффе­
ренцируема и r-ая производная удовлетворяла условию Гёльдера 
порядка р. Это и достаточно, если f (л) удовлетворяет еще усло­
вию (f (7.) х, х)^т (х, х), тп ^>0.

Необходимость. Пусть х — произвольный элемент Н, тогда 
функция (/ (>•) х, х) является спектральной плотностью одномерного 
процесса и согласно результатам И. А. Ибрагимова ограничена [2]. 
А так как If ().) х, г)|՝С(/(Х) х, х)1/2 (/(7.) z, z)1/2, то из леммы 1 сле­
дует, что II/ ()•)[ С М для произвольного Обозначим через

1 |Лв]
«л- (/(1, х. z)i [Лв],- >■) = —i— 3 5л--, (!.), 0 < 6<1, 

у =0
усеченную сумму Фейера для функции /(7-, х, z) = (/().) х, z), где 

(7.) уже введенная в предыдущей теореме конечная сумма ряда 
Фурье. Тогда имеет место неравенство ,([1], стр. 256):

max |(/ (7) х, х) - (/ (7, х, х); [<б]; 7.)| < £ р (2* [т (1 - 6)]).
х ° *-о

Но так как по условию теоремы р (т) = О (t_f_?), J.to имеет место 
неравенство

шах |(/ (7.) х, х)—a. (f ()., х, х); [тб]; 7.)|< const• т_г-₽.

Заметив, что а-—билинейный ограниченный функционал, легко получить

Пусть теперь Р2п (7.) — операторные полиномы наилучшего при­
ближения или введенные выше конечные суммы Фейера. Легко про­
верить, что операторные полиномы имеют производные любого по­
рядка р и удовлетворяют неравенству Бернштейна

(9) 
Составим ряд

W + 2 (X) ֊ Р^ (7.) (р=0, 1,..., г)

и, применяя последовательно неравенства (9) и (8), оценим £-ый член 
этого ряда

||Р^ (Л) ֊ Р?Ь Р֊)Ц <JP2t (>.) - Р2ь-х ().)!<

< 2-2*'• £2л_1 (/) < С-2֊* (10) 
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где С—некоторая постоянная величина. Теперь ясно, что для любого 
выше приведенный ряд сходится равномерно к некоторой не­

прерывной функции (X), причем 50 (к) почти всюду равен / (X). С 
другой стороны из равномерной сходимости следует, что

(X) <Д= (X) </Х+ 2 у (Р$+1 (X) - /$> ().)) <Д=5Р_1 (X).

Независимая постоянная интегрирования выбирается равной 0 для 
р = 2, 3,г. Следовательно / (X) почти везде совпадает с функцией 
50 (X), имеющей г производных. Остается проверить, что 5Г (X) удов­
летворяет условию Гельдера порядка р, а это легко следует из цепи 
неравенств

где С1։ С։, С, некоторые постоянные. Выбрав т так, чтобы 2т 
<п<2т+։, мы получим требуемое неравенство.

Достаточность. Пусть # (X) является непрерывной периоди­
ческой операторной функцией на отрезке [—я, к]. Возьмем ядро 
Джексона Рт (и) — I---------- и построим интеграл

I т 5Ш и J г

2

}т (X, х, г) = Ьт(? (X + 2«) х, г) Рт (и) (1и =
X 

”2
X

Г /1 \= А» (? 0) х, х) Рт {֊ (у-Ц) А, (11)
Г. 

к 
г

где Лт = у рт (и) с!и. Так как (|£ (Х)[ равномерно ограничена, то не- 

Т
трудно заметить, что }т (X, х, г) является ограниченным билинейным 
функционалом в Н. А оператор _/т (X), соответствующий этому били­
нейному функционалу в представлении /т (X, х, х)= (}п (X) х, г), яв­
ляется операторным полиномом степени 2т—2, то есть имеет вид 

2Л1-2
/т (X) = Ак еа*. Допустим сначала, что g (X) удовлетворяет 

—2/714*2
условию
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sup fg (к + и) — g (к)1, < К |и|’, 0 < 1 < 1.

Тогда

l/m(k)-g(k)|<
2

hm |lg (к — 2u)— g (к)] Fm (2u) du
r.

“Г

(12)

<2Am u’ Fra (и) du. (13)

Используя неравенства 0 sin и и и ------ , при 0<и < — и
sin и 2и 2

обозначив значения интегралов через
■к 
2 во •»
Г sin* £ ,, Г sin* t ,, (’sin* t ,± ct = —— dt, c2 = —— dt, c,~ —— dt, (14)
J t J J r000

мы можем получить следующие оценки:

Подставляя (15) и (16) в (13), получим
Ит (X) - г (к)(1< 4 4 < с ~ • <17>

8 С! т1 т*
Теперь заметим, что если g (к) является непрерывной производной от 
некоторой периодической функции С (к), то свободный член Ао в 

2т-2
разложении Jm (к) = е/к* равен нулю, так как

* = —2/И+2

Ао = const- I g (k) /л *= const-(G (к) — G(— «))=0 ([8]). 

о



^2 Р. Р. Беджаиян

В этом случае неопределенный интеграл от (X) опять является по­
линомом того же вида и той же степени, если произвольную постоян­
ную интегрирования принять равной нулю.

Теперь у(г} (,>•) удовлетворяет условию Гельдера с показателем 
поэтому из соотношения (18) следует

8ир|Л> О-)֊/т (>- = К'' Ц8)

Обозначим

тогда г (X) удовлетворяет условию
llr (X + и)— г ().)!< sup |г' (>.)[• |и| = Л7-|и|.

В силу (12) и (17) существует полином Jm (X, г) такой, что

Так как ('՛•• Xм) ^'՝ также является полиномом степени 2т—2 со 

свободным членом, равным нулю, то, применив этот процесс г раз, 
мы получим соотношение

НА(X)-А™-։0)1 <(20) 7Пг + ?
то есть

Сг+՝-К
(21)ТПГ’ ₽

Поскольку

^(уХ^.Н/Х^А, 
7Пг+?

то очевидно, что для любого п имеет место соотношение
(/) = О (п'+₽).

Теперь остается применить лемму 2, чтобы завершить доказательство 
теоремы 2.

Из теоремы 1 вытекает следующее следствие: для того чтобы 
Р (т) =О(е~ ") при произвольном 3^>0, необходимо, чтобы / (X) было 
целой операторной функцией комплексного переменного, а при усло­
вии (/ (X) х, х)՝^ т-{х, х), т^>0, это условие является и достаточным.

Следует заметить, что нахождение необходимого (и достаточного 
условия в бесконечномерном случае, наверное, будет нелегким делом, 
ибо даже в конечномерном случае условие полной регулярности по­
лучается довольно сложным методом и непосредственному обобщению 
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не поддается. А то, что условие аналитичности недостаточно для 
вполне непрерывности непосредственно видно из примера, указанного 
И. А. Ибрагимовым.

Пусть бесконечномерный стационарный случайный процесс 
; (/) = {? состоит из независимых процессов ?л (0 со спектраль­
ными плотностями /Л (л) = сЛ |1 — в_/А|а՞, сп ~ е~п’, и математическими 
ожиданиями М\п (/) = 0. Тогда бесконечномерная матрица

/().) =

0 0
А(Х) о 

о /։ (X)

является оператором в гильбертовом пространстве £։ (/։), а процесс 
; (/) изометричен процессу \РР 1«, е/л<]. Если х = (х*|Г=о и г = 
являются произвольными элементами гильбертова пространства /2, то

функция (/(X) х, г) — У Ск хк 2* |1—е/х|։* будет целой аналитической 
к-0

функцией в комплексной плоскости ’ = л — /р, так как

£Л_։ (/) < 3. хк гь |1- е''|2* < Ы2-к։-е֊л*тЛ 11,4 = О (е֊л’). 
I *=л

Следовательно / (X) является целой операторной функцией.
С другой стороны, докажем, что условие вполне регулярности 

не выполняется. С этой целью рассмотрим функции

?л (>.) = {хл*().)}^0, хл* ().)=
1 Сл(1—е'х)

фл (X) = {гпк (Х)};_0, хПк (X) = ֊=■"■ ■- ,
1' сп (1-֊е‘А)л

где оЛ4—символ Кронекера. Очевидно, что фп (X) £ № (/8), а ф (X) £ 
£№(/2), причем их нормы не превосходят единицы

?«>/ = ֊ I(/ (X) «Л (X), 
2к 1

®л (X)) (к =

1 Г 1
2՜ и сп |1 — е/։|2л — к

Сп |1 — е'х|2л <!>■ = 1,

<К %>/ = Л 1' Р )’ О» =
2՜.
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Тогда

1
en |i — e''i2rt

сл|1 — e''i2n d>. = 1.

_Lf e*'". --------——
2« J cn (1 — e")2n— K

• Cn (1 — e'՝'!2" ժ>. = 1,

что и требовалось доказать
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ную тему и постоянную помощь в работе.
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Ռ. Ռ. ՐԵՋԱՆՅԱՆ. Դիսկրհտ ժամանակով անվերօ չափանի պատահական ստացիոնար պրո 
ցհսների արադ խառնման մասին (ամփոփում)

Սահմանվում են հատկանիշներ, որոնց բավարարման դեպքում անվերջ չափանի պատա­
հական ստացիոնար պրոցեսի րեգ/ւլլյարոլթյան գործակիցը p (t) օգտում կ ՂՐոձի l*PP 

T -+ ՕՕ 6՜’՜ կամ 1՜ ' արադությամրւ

R. R. BEDJANIAN. On rapid mixing of Infinite dimensional random 
stationary processes with discrete time (summary)

The analitie criteria are given under which the coefficient of regularity of 
infinite demensional stationary stochastic process p (t) tends to zero as e~''*or t ~ր՜ի< 

when T-* oo.

Л ИТЕРАТУРА

1. И. А. Ибрагимов и Ю. А. Розанов. Гауссовские стационарные процессы, Изд. 
„Наука", М„ 1970.

2, И. А. Ибрагимов. Вполне регулярные многомерные процессы с дискретным вре­
менем, Труды МИАН им. В. А. Стеклова, CXI, Теоретические задачи матема­
тической статистики.

3. Ю. А. Розанов. О линейном интерполировании в стационарных процессах с дис­
кретным временем, ДАН СССР, 116, № 6, 1957.

4. И. Данфорд и Д. Т. Шварц. Линейные операторы, т. 1, 1966.
5. Н. К. Бари. Тригонометрические ряды, М., 1961.
6. А. Ф. Тиман. Теория ‘приближений функций действительного переменного, М., 

1961.-!
7. Н. Helton. Lecture on invariant subspace, 1964.
8. P. Jackson. The theory of approximation, 1930.


