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Б. В. ГРИГОРЯН

О ЕДИНСТВЕННОСТИ ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
В ОБЛАСТЯХ ВРАЩЕНИЯ

В настоящей работе доказывается теорема единственности для 
гармонических функций трех переменных, определенных в области 
вращения. Пусть эта область получена в результате вращения кри
вой Г с непрерывно меняющейся касательной, уравнение которой в 
плоскости хог задается формулой х = ф(х), где О -С х < а, ф(0) = 
= ф(а) = 0 и '^(х) 0 при 0 х а. Для удобства будем предпола
гать, что кривая Г в окрестности х =0 задается в полярных координа
тах уравнением вида <р = Ф (р), где 0 р •֊"?> % и функция Ф (р) удов
летворяет следующим условиям:

а) существует непрерывная и ограниченная производная Ф՜ (р) при

Р € (0, 80),

б) lim рФ' (р) = tgi, 0 < 7 < —Р-о 2

в) при 7 = 0 предположим, что

где 0(/) = 2Ф(£).
Введем следующие обозначения.
Тело, получаемое вращением кривой Г вокруг оси ох, обозначим 

через 2, а ее сечение плоскостью у =0—через G. Далее через D (0, р) 
обозначим шар с центром в начале координат и радиусом р и пусть 
2р = 2 n D (0, р).

Пусть функция Н(Р) = Н(х, у, z) гармонична в 2.
Обозначим

sup|//(p) | = тп (р).
Рб '֊'р

Пусть т (р) I 0 при р I 0.
Теорема А. Если

/= llogm(0exp « (’-^-1-^֊ = —со, (1)
J I J Р ° (Р) I *8 (t) ’о о

то Н(Р)^0 в 2.
Доказательтво. Для доказательства теоремы заметим, что 

граница области G в окрестности точки Р =(0, 0, 0) имеет уравнение 
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Ф= ±Ф(р). Возьмем в области G подобласть G* так, что урав
нение границы в окрестности точки Р = (0, 0, 0) определяется урав
нением ® = ± [Ф (?)—?’Ф։(?)]= ± *i (р)> Тело, получаемое вращением 
области О* вокруг оси ох, обозначим 2*.

Очевидно, что 2* с: 2.
Возьмем произвольное значение р0£ (0, оо] и шар с центром в 

точке P^dQ* и радиуса R = R (р0) — >֊ро Ф։ (Ро)> где число (0, 1) 
выбрано (независимо от р0) так, чтобы шар D[PV Р(р0)] целиком со
держался в 2.

В возможности такого выбора ). можно убедиться следующим об
разом. Если в точке Qo = р0 е<Ф <(։’։ £ dG проведем касательную и пря
мую, угловой коэффициент которой по знаку противопожен угловому 
коэффициенту касательной, то расстояние точки Ро от этих прямых 
имеет порядок pg Ф։(р0). Легко видеть, что D(PQ1 R (р0)] c2p,+ff(pJ, 
следовательно

sup |Я(Р)|<т(ро+Я(Ро)]. (2)
РСО IP.. Я(Р.)1

Используя теорему об оценке градиента (см., например, [1] 
стр. 126), получим

Igrad Я(Р0)| < cwtp» + *<Ро)] = г (р0), (3)
(Ро)

где с не зависит от ?0. Если учесть, что р0 — произвольное значение 
из (0, о0), то в неравенствах (2) и (3) индекс можно опустить. Таким 
образом, функция Н(Р) гармонична в 2* и удовлетворяет условию 

sup (|Я(Р)|, |grad/7(P)|}<e(p).

где 0<р<о0.
Опираясь на теоремы 1 и 2 работы [2], доказательство теоремы 

завершится, если покажем, что

dt-- =1— (4)

где 0а(р) = 2Ф1(р).
Действительно, подставляя в левую часть равенства (4) выраже

ние (3) для £(/) через функцию тп(0» получим

(*1о£8(/)ехр I—« I =

и Г

dt
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Покажем, что при условии (1) = — а конечное число.
Действительно, по определению функции Ф։ (р) и по теореме о 

среднем значении имеем 
г, а, *+*(0

./м _ Г — С = — С ֊— = — —— = — >/3ф8 М , (5)
° 1 Р°1 (р) 3 Рб1 Л р&։ (?) 2 ?Ф։ (?)

г+л?(О I 1
где

/<£<? +'•/’ Ф։(0-
Последнее выражение стремится к нулю при £ -» 0, так как легко ви
деть, что

1™^ =1, 11т±1й=1. 
/-о Ф։ (/) '-о ф (?)

Следовательно, оба интеграла в левой части (5) одновременно схо
дятся или расходятся.

В силу этих рассуждений, обозначая I + /7’Ф։ (/) = р (г), получим

л= рогтМ)]=«Р 

о и (О
<*} ч

о н(')
Легко доказывается, что — конечное число.

Действительно, после интегрирования по частям /2 примет вид

'а»
Г 3 Ф (0 + 2 / Ф7 (О
] *Ф(0

Здесь конечность первого слагаемого можно проверить по пра
вилу Лопиталя, а сходимость второго интеграла очевидна. Этим и за
вершается доказательство теоремы А.

Можно доказать, что утверждение теоремы А неулучшаемо.
Это показывается аналогично доказательству теоремы 3 рабо

ты [2].
Ереванский государственный 
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П. Վ. ԳՐԻԳՈՐՅԱՆ. Պատմական տիրայթներում հարմոնիկ ֆունկցիաների միակության մասին 
( ամփոփում )

[2] հոդվածում ապացուցված Լր պտտման տիրույթներում հարմոնիկ ֆունկցիաների հա
մար միակության թեորեմ հարմոնիկ ֆունկցիաների և նրա գրադիենտի նւէազման արագության 
տերմիններով, երր մոտենում ենք տիրույթի գագաթին.

Ներկա աշխատանքում , ոգտագործելուէ այդ թեորեման, ցույց է տրվում որ կարելի է 
աղատւէել գրադիենտի վրա դրված սահմ անափ ակում ի ց ւ

В. V. GRIGORIAN. On the uniqueness of harmonic functions tn the domains of 
revolution (summary)

In [2] a uniqueness theorem has been established for harmonic functions in the 
domains of revolution in terms of the velocity of decrease of the function and its 
gradient when the point tends to the vertex of the domain. Using this theorems the 
present note proves that the restrictions on the gradient can be dropped.
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