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Iе. Введение. В теории приоритетных систем за последние годы 
особенно интенсивно изучались однолинейные системы [1—2]. В слу­
чае поступающих пуассоновских потоков и произвольных длитель­
ностей обслуживания вызовов получено много точных результатов. 
Результаты при усложнении структуры систем становятся необозримо 
громоздкими. Следовательно, возникает вопрос об упрощении полу­
ченных формул, например, в случае, когда длительность обслужива­
ния вызовов, поступающих за единицу времени в среднем меньше 
единицы, но близка к ней. Тогда такие характеристики систем с 
ожиданием как период занятости, время ожидания и т. д. имеют тен­
денцию безгранично возрастать. Говорят, что система находится в 
условиях „критической загрузки“.

В системах массового обслуживания можно выделять разные 
числовые характеристики, которые можно рассматривать как „малые“ 
параметры. Пусть мы имеем приоритетную’'систему с ожиданием и 
несколькими входящими потоками. Средняя суммарная длительность 
обслуживания вызовов первых к приоритетных классов ри (чем мень­
ше номер приоритетного класса, тем "выше его приоритет) носит 
название загрузки прибора первыми к классами. Если ри < 1, то, 
как известно (см. [2]), для многих одноканальных приоритетных си­
стем существует стационарное распределение первых к потоков и 
получено много точных результатов. При Т 1 мы находимся в ус­
ловиях критической загрузки для вызовов первых к приоритетных 
классов. Тогда величину рл = 1—ри можно рассматривать как малый 
параметр и изучение указанных выше характеристик представляет 
собой задачу асимптотического анализа.

Ниже предполагается, что при рл Т 1 фиксированы средние дли­
тельности обслуживания вызовов всех приоритетных классов.

Неприоритетная система М/С/!/-» при критической загрузке 
изучалась О. В. Висковым [3]*.

* Существует довольно обширная литература по системен массового обслужи­
вания при критической загрузке (Прохоров, Инглегарт, Хук и др.), но нам. близка 
по методам лишь работа [3].
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В § 3 настоящей работы, следуя Вискову, изучается асимпто­
тика моментов периодов занятости, описанных ниже систем. Висков 
установил для системы /И.СГл порядок моментов периода заня­
тости при критической загрузке. Оказывается, что показано в § 3, 
помимо порядков можно вычислить предел нормированных моментов 
периодов занятости не только в неприоритетной, но и в некоторых 

приоритетных МГ!СГ’1 системах.
Общая предельная теорема при критической загрузке для вре­

мени ожидания начала обслуживания вызовов к-го потока, если вы­
зовы каждого потока обслуживаются в порядке поступления, полу­
чена в § 4. Предельное распределение содержит как частный случай 
результат, выведенный в [3].

2 . Описание систем и обозначения. В однолинейную 
систему массового обслуживания поступают г независимых пуассо­
новских потоков вызовов с параметрами а1։ а2, ... , аг соответственно. 
Длительности обслуживания всех вызовов независимы, а распределе­
ние их для вызовов потока с номером / (приоритета г) есть В,(0 
(г = 1, г). Вызовы приоритета г(г<О) из очереди берутся на прибор 

раньше вызовов приоритета у. Будут рассмотрены системы Мг 1Сг1'\.1со 
с относительными разновидностями абсолютного (дообслуживание, 
потеря, обслуживание заново прерванного вызова) приоритета (см. [2]).

Через П*(/)  (к=1,г) обозначим функцию распределения (ф. 
р.) периода занятости (^-периода) обслуживанием вызовов первых к 
потоков. В частности, П(/) = Пг(0— ф. р. периода занятости системы. 
Начавшийся с обслуживания вызова приоритета г ^-период называем 
^/-периодом, а его ф. р. обозначаем Пн (£). Нк (/) — ф. р- (Л-цикла) 
времени от поступления вызова приоритета к в свободную от вызо-- 
вов систему до первого момента освобождения системы от этого вы­
зова и вызовов более высокого приоритета, времени пребывания вы­
зова приоритета к на приборе.

Положим

Р,(з) = [«-'</$(/), М։)= Се-ад-(О (г=Г7),

о и
аг« оо

к, (з) = к (з); Л, (з) = ^е~*ЧН ։ (<), Рд = е~*ЧВ(  (/),

о о
а/ = аг •••-(- а, (г = 1, г), а = аг.

Считаем в момент I= 0 систему свободной от вызовов. В дальней­
шем будем предполагать, что все моменты распределений В( (^Хг ~1,г) 
конечны, следовательно

Р<(з)=2бл,-з՞, 6н = ֊Р.1. (2.1)
л>0
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Пусть выполнены условия ненасыщения систем первыми к пото­
ками, имеющие вид (см. [2]):’

1. Относительный приоритет (и абсолютный) с дообслуживанием

рд ~ Оц^п г 4՜ ՛ • • 4՜ <։*?*։ 1, (2-2)

2. Абсолютный приоритет с потерей

Ри = + -2 [1 - М’1)] + •••+— [1 - (»*-1)1 < 1; (2.3)
31 °*-1

3. Абсолютный приоритет с обслуживанием заново

= +֊ г֊֊.֊1 +-"-<-тН3-7~-т-1 • (2-4>

31 М31) а*-1 Р*(3*-1) ]

3° . Моменты периодов з а ня т о с т и. А. Предварительный 
результат. Обозначим через \>к2 величину, имеющую вид

1. ри = а։А։։ 4՜ а262= Ч— • 4՜ акЬи, (3.1)

к ։ ,,
2. = а16г։4-“К?,- Р/+1) а,'+|?1+1 (3» )]> Р,-= 1 Рд< (3-2)

3.[Р.
- Р*  I, о = 1 — г, т о\

;.К5г՜! ■' "՛’ (3-3)
. соответствующую системам, очередность которых указана в конце § 2.

Для трех разновидностей систем с абсолютным приоритетом и 
системы с относительным’в)[2], гл. 4 приведены теоремы, позволяющие 
определить функции ж*  (з), к*,(з)  (к = 1, г; 1 = 1, к), Кк(з). Мы объе­
диним эти теоремы в одну, в редакции, пригодной для дальнейшего 
асимптотического изучения моментов к*  (з) и п**  (з).

Теорема 1. а) Система функциональных уравнений {при 
Рд<1)

*кк (з) = Аа (з + ац — а^кк (з)) {к == 1, г), (3.4)

Як^к (з) = Зк-1 к*_1 (з + ак — ак ^кк (з)) ак ^кк (з) (к = 1, г). (3.5)

Вместе с уравнениями

1. А* (з) = ?*(з + з*_1—ак. 1^-1 (з)) (к = 1, г), (3.6)

2. А  (з) = ₽  (з + ак -1) 4--------^-4— [1 — Р  (з + я-1)]  «-1  (з)(3.7)* * * * *
з 4- 3*-1

(А=Г7),
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3. A  (s) = ?  (s + 3_ ։) Jl ֊ -3 1 [1 -р (s + =֊i)]«-i(s)J -1(3.8) 
I s -Г 5-1  I

* * * * * **
*

(А = 1~), 

соответствующими системам в очередности, указанной в конце 

§ 2, определяют единственные функции ~k(s), ~kk(s), ht (s'), анали­
тические в полуплоскости Res>0, где I «jt(s)|<^l, ($) I 1>

|А*(з)|<1.
б) Тогда

= о*к*(0)  =------ —> (3.9)'
Р*

а^ = 43**;(0)=  (3.10).

р* =1-ри.

akhlk = а*А*(0)  = , (3.11>
Pt-i

akh2k = 4 akhk (0) = >р*-1~ р*-« р* . (3.12>
2 P*-i

Замечание 1. При прямом порядке обслуживания вызовов 

внутри А-го приоритетного класса hk (s) = hk (s).
Замечание 2. Если 0 <р. . = lim р. ,, = limр,. (/ = 1, г;

i = 1, 2), то

lim akh\k = — 1, (3.13)֊
р*  I о

lim akh2k = -~? • (3.14)
₽*  I 0 P*-1

Если же pt = 0, ck= lim (pt/pA_j) < 1, to
P*-11O

lim akhik= — (1 — ck), (3.15)
₽*֊i  I 0

lim pJ_։a*A2 t = (1 — ck) рА_12. (ЗД6).
P*-1  + 0 .

Б. Формулировка результата. Все г потоков вызовов могут 

быть разделены на I групп потоков» причем к z-ой группе (։ = 1, I) 
принадлежат те потоки, у которых разность между единицей и за֊ 
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грузкой прибора вызовами этого потока и вызовами более высокою 
приоритета — бесконечно малая более высокого порядка, чем у вызо­
вов из групп с номерами 1, /— 1, и порядка ниже, чем из групп 
/4-1, I. Пусть р— номер такой, что впервые загрузка вызовами пер­
вых р потоков стремится к единице, а первых р — 1—к числу, 
строго меньшему единицы.

Исходя из формул (2.1) и (3.4)—(3.8), нетрудно, шаг за шагом, 

доказать существование и конечность всех моментов у ф. р. Нк {I), 

Пл (/), (/), Л == 1, г. Следовательно, можно писать (пк (з) =

-- ^е~*ЧНк(1)  

о
«**(5)  = 2 (3.17)

п >0
«*(։)  = Х«я*-5",  (3.18)

л>0

Л*(з)  = ХЛл*з".  • (3.19)
п>0

Очевидно, что при рр I 0, рР-1>0 величины кярр, тгар, Ляр+1 неограничен 
но возрастают, следовательно, неограниченно возрастают и величины 

Алл+1 для любого к р»
Справедлива следующая
Теорема 2. Пусть рр [ 0, р>>_1 0, тогда для всех к^֊р су­

ществуют конечные пределы
— . П-к^лкк
г.„кк = Нт ----------------- (л > 1), (3.20)

4 0 Рк-1

г.„к = Нт р?-։-з*« я* (л > 1), (3.21)
Рл’О

Ляц 1 = Нт ал+1 А„։+ ^>1), (3.22)
?р~°

б) При Ск = 0 (к> р)
~ ~ _/ 2п(2п—3)И
"пк — ‘-пкк — ( 1) рр—1,2 • : (л 2), (2.23)

л!
при любом к^- р

Аллм = (1 — с*и) ֊1Гя*  (л ^>2); (3.24)
если а, 0, то т.пк1с и вычисляются по рекуррентным соотно­
шениям

=^ГГ?Гт\ I (3.25)
к^. кЛ... кп

~ 4—1 ’ । “ 14։ г ~~ ■» кп /п -1 /О О'՜ \тсл4—^1^1 Ь1 тс244 ! •-•{ ^л44/ * Ск » (3.26)
^2*  ••• *̂п»
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где суммируем по неотрицательным целочисленным решениям 
уравнения

“Г 2Ао 4՜ ’ ’' т пк-, = п
и (3.27)

т = ку + к2 Н-------- 1- к„

лишь для (3.25) к„==0.
В. Доказательство теоремы 2. При доказательстве неодно­

кратно используется формула Бруно [4], гл. 2 об п-ой производной 
сложной функции. Пусть

>4(з)=/(Я(з))

И

Ап (з) = А<я) (з), /„ (з) = /։(п) (з), ?п (з) = (з).

Тогда

А У ”1/т (£ (з)) /£1 (зА*1 /г,(з) \*>  /^П (з)\^п
^к2\...кп\ к 1! ) ’ (3-28)

где суммируем по векторам (к1г к:,... , кп), являющимися целочислен­
ными неотрицательными решениями уравнения

&1 4՜ 2^2 + • • • + пкп = п,

причем

пт — 4՜ кг + • • • + кп-

1. Выясним порядок величин ~пкк, пк,  кпк+ъ если рл 1 0, рА_1^>0. 
Применим формулу Бруно к соотношению

*

Лк~\ск ($) ) (•) .. _(])/ \]*:  у
(-------~ 2) ТТГ\—Г5 11 “ ак "кк 1 х

п. ••• к.ц\

/_ ак^{в) | 1*՞
I 2! ) ( п!

где суммируем по (3.27) и обозначено

(•) = з + а*  — ак~кк (з).

Из (3.17) и (3.19' имеем

(3.29)

(3.30)

= кпк-
»֊н>

42(0) 4П,(-)
I ~ “пкк> Iп! п!

Заметив, что одним из решений уравнений (3.27) является вектор 
( 0, 0, ... , 0, 1) и т — 1 и, воспользовавшись равенством (3.11), из 
(3.29) в точке з = 0 получаем
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?4 VI г-« 24,г ։ к, г 1^-1 а^пкк = У, , —------ ------:{1—а^\кк } |—а««т) ... {—ак^-\кк} я~1> 
Р*_1 ----------------------- к2\... кя-\\

2 *л44 • 5" =р*_12 / 2 «Л44 • 3я ) • (3.36)

л>2 \ л>1 /

(3.31) 

где суммируем как в (3.25). Теперь утверждение наше доказывается 
методом математической индукции. При л = 1 утверждение следует 
из равенства

а.к^\кк —
Р4-Р4-1

Р*
(3.32)

Из (3.31) имеем

р*՞- 1 • акг„ кк Р^72 а4-Лт4-тп! г р*  

Лх! к.! ... кя-11 1?*֊1
р4 •

Р*->

рз -ак~1кк ]*Ч
Р*-։ ) ՛ (3.33)

если принять во внимание, что кг 4֊ Зк։ 4՜ • —|- (2л — 3) кп-1 = 2л — т. С 
другой стороны, очевидно, что т > 2, следовательно, конечные пре­
делы (3.20) существуют.

Величины ^пкк можно вычислить. Заметим, что в (3.33) ненуле­
выми являются слагаемые, у которых ^4՜ А54-՛ • •+ кп-1 = 2. В этом 
случае следует решить в целых неотрицательных числах систему

кг 4՜ к^ 4֊ • • ■ 4՜ кп—1 — 2, 
к1 2^2 4՜ ■ ■ • 4՜ (л — 1) кп-1 = п.

(3.34)

Решениями этой системы при л = 2т будут

= къп-) = 1 (7 = 1, т—1); Л, = 0 при г 4= у; 2т — у. 

и

кт = 2, &/ = 0 при г т,

а при л = 2т 4-1

ку = къп+1֊} = 1 (у = 1, т); к, = 0 при г =/= /; 2т 4՜ 1 —у.

Следовательно, на основе (3.33) и (3.16) имеем

^пкк Р^_12*  {*̂144'  1кк 4“ * ’ ’ ~Г՜ ^л—144'^144/ (л 2), (3.35)

откуда видно, что последовательность 1^244, ^344, ^ккк,..., является сверт­
кой последовательностей р£_12 • 1^144, рл_п ^244, РА_12’։344, ... и «1*4,  ■ъкк, 

^Зкк, ..., значит
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Выделяя первый член в сумме правой части (3.36), равный по 
(3.32), (3.20) 5, получаем относительно г = 2 ~пкк-5" квадратноеурав- 

Л>2 
нение

Р*-«' 2* ( 2£'Р*-12  “Ь 1) 2 4՜ Р* —12'$*  = 0- (3.37)

Так как 2 = 0, то берем только один из корней ква-
Л>2

дратного уравнения (3.37)

2*„«-5"  = з--^----- {Г1 + 4з.р7_"-1). (3.38)
л>2 2р*_„

Раскладывая в ряд по биному Ньютона правую часть (3.38) по 
степеням $ и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях з 
в правой и левой частях (3.38), получаем для -кпкк (3.23).

Теперь докажем существование конечных , пределов (3.21). Из 
(3.5) по формуле Бруно выводим (используя еще (3.18) и (3.27))

Р* 1՜1 • ак ■ ппк = 2——֊^—— • ра-֊1 • в*_1  • «ж*-!  X 
^1“ ••• ^л*

( Рк Рк-алп1ы ( Р* -04^2*4  !*•

( Р*-1  Р*-1  11 Р*-1  I
[ Рк1՜1 акппкк]кп / Рк \т-1 Р*՞՜ 1 • чк^пкк

'' ’ )---------- р--------  ։ ---------- п------------- Р*- р <3՛39)I Р4-1 I \ Р*--г  / Р*֊1

где суммирование производится как в (3.28).
Очевидно, что в (3.39) из-за т^-1 конечный предел (3.21) су­

ществует всегда, причем при рк 10 ненулевыми оказываются лишь 
пределы последнего слагаемого и того, у которого т = 1, кг = ••• 
• • • = кп-1 = 0, кп = 1. Следовательно, из (3.9) и выражения (3.23) 
для имеем (3.23) для ппк.

Осталось выяснить порядок роста величин зд+гЛяьи при рк | 0.
Нетрудно из (3.6)—(3.8) убедиться в существовании конечных 

пределов (3.22). Покажем как можно вычислить Аял-ц, например, в 
наиболее трудном случае, для системы с обслуживанием заново. По­
множим равенство (3.8) на ак+1-р‘к‘~2 и продифференцируем обе сто­
роны его п раз в точке з = 0. После чего перейдем к пределу при 
Рд. 1 0. Ясно, что ненулевым окажется лишь предел члена, у которого 
сомножителем является «п*.  Этот член можно выделить так. Продиф­
ференцируем выражение (3.8), помноженное на а^-цр^*՜ 2, и возьмем 
слагаемое с а4-я^(з)
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₽4Н (з + ’*)  -֊— {1 — + ’*)}
а* +1'Р^֊2-------- ;---------֊---------------------------------------- р֊ (*)•  (3-40)

О*<1 ------------ [1 — 04Ц (з 4-я*)]  «4 ($)>
1 з+ 04 )

Именно, при (л — 1 )-кратном дифференцировании (3.40) появится 
слагаемое с а*и„*  в точке 5 = 0, которое и следует выделить. Коэф­
фициент при »л՛«*  (з) из (3.40) после подстановки туда 5 = 0 дает 
искомый коэффициент у а*-к Л*.  Таким образом

Л„4+1 = Нт —+֊ 
Р4 I 0 Ок

1__
?4+1 (34)

1 |р4,-2-3*- 1гп*  =

= Нт (р4 — р4+1)р^ 2,°4,’։л4 = 1 (1 — С4+1) «,4 (л>2).
Р»|0

Нетрудно видеть, что формула (3.24) верна для всех наших 
систем.

2. Пусть р4-1 | 0. Каков порядок величин „44,  т.пк, А„д+1? а) Рас­

смотрим сначала случай рА_2 > 0. Тогда «„4-14-1, «Л4-1, А„4 вычис­
ляются по формулам (3.20)—(3.24) с заменой к на к — 1.

*

По формулам (3.33), (3.39), которые справедливы всегда, ме­
тодом математической индукции с использованием (3.24) доказывается 
существование конечных пределов (3.20), (3.21) в нашем случае, а 
вывод (3.24) в рассматриваемом случае не отличается от приведен­
ного в пункте 1.

Далее, (3.33) и (3.39) при переходе к пределу, когда р4-110, 
с помощью (3.20), (3.21) и (3.22) приобретут вид (3.25), (3.26). б) Так 

как порядок величин «,44, ~пк, А„4+1 по отношению к р*  не изменился, 

то при переходе от к к к + 1 порядок величин «„4+14+1, «„4+1, А„д+2 
по отношению к рА+։ тоже не изменится и т. д.

С другой стороны, для всех к тоже верны формулы (3.25), 
(3.26). Если Ск = 0, то (3.25), (3.26) переходят в

«„44 = Рл֊12'{«144'«»1-144 + ' ' ' +«п-144' «144/, (3.41)

«Л4 = «я44, (3.42)

так как А24 = Нт ак-рк ։-А24 = р4_12 (использовали (3.12)). 
р4-!1°_

Таким образом, «„44 и «„4 при Ск = 0 вычисляются по формулам 
(3.23), А„4+1 при всех Ск — по (3.24).

4°. Предельная теорема для времени ожидания. 
В настоящем параграфе получена общая для всех рассматриваемых 
систем предельная теорема относительно виртуального времени ожи. 
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дания (0 вызова приоритета к в условиях критической загрузки. 
Виртуальное время ожидания для вызова приоритета к в момент 
I — время, которое пришлось бы ждать этому вызову до начала своего 
обслуживания, если бы он поступил в систему в момент /. Един­
ственным ограничением является предположение прямого порядка об­
служивания внутри каждого приоритетного класса. Отсутствие вызо­
вов в системе в момент / = 0 для получения предельной теоремы не 
является ограничением. В зависимости от количества вызовов в мо­
мент I = 0 вид точных формул, определяющих виртуальное время 
ожидания в момент I, меняется. Положим

(5, 0 = Л/е-։°'* (0 (к = 1Г7). (4.1)

А. Пре дварительные сведения. При условии существования ста­
ционарного распределения в [2] выведены соотношения, определяющие 
«14(5, /) для всех рассматриваемых систем, когда порядок обслужи­
вания вызовов одного и того же приоритета — прямой. Эти соотноше­
ния формулируются ниже в виде теорем 3 и 4, приведенных без до­
казательства. Обозначим

'»к (։) = н = ։ — а* А* (з), (4.2)

1*4 (®) = Н4 = ։ + 14-1 — =4-1я4-1 (։). (4.3)

Теорема 3. Для систем с абсолютным приоритетом (р41<О)

<»к($,1)=ек ^1 — 1Л4 Уе к -р(“) (4.4)

о
где 

р(«)= (4.5)

о

Теорема 4. Для системы с относительным приоритетом 
(Р.<1) 

е
»4 (з, /) = е ՝** ’*|1 —|* ь е ^каР(и)Ни — 

о

е ир) (и) (4.6)

где Р(0> Р) (0 (] = к-\-1, г) задаются своими преобразованиями 
Лапласа

Р (з) = |* г-+\, (4.7)

֊ 2 (1֊Ш))Г
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2 1 Р'(Иу+-- р, (») = Н7Л - (/ = к, г -1), (4.8)
<4+1 ^+։

А*  (з), "*  (з) определены в § 3.
Заметим, что Р(0— вероятность того, что в момент / либо си­

стема с абсолютным приоритетом свободна от вызовов, либо обслу­
живается вызов приоритета ниже А; Р(1) — вероятность свободного 
состояния системы с относительным приоритетом в момент Р/(/)Л 
— вероятность попадания начала обслуживания в системе с относи­
тельным приоритетом вызова приоритета у в интервал [/, £ <Л).

Б. Вспомогательные леммы. В ходе доказательства предельной 
теоремы выявляется необходимость выяснения при рА |0 порядка 

функций Р(0> *̂(0»  Р) (0 (/ = к + 1, г). Положим

Ф/(з) = 1— 2 «луз՞ 1 = — 2^; •з'1՜1 (/=Л,г). (4.9)
я>2 л>1

В частности, на основе (3.21), (3.23), (3.38), если с*  = 0

Ф* (5) = 1 + 4^֊и ~ 1 (' (4Л0)

Лемма 1. При рА | О, существует конечный предел

/(‘»(0=Ит р^.р/'У 
₽* ‘° \ г к /

(4.11)

причем

е-г7(к) (0 Л = 1
з1*  (з)

(4.12)

Доказательство. Предел (4.11) существует, если существует

_  Г —8 • р, • и—
1пп рА- р(зр^) = Ит рк 1 е Р(и)<1и =
Р*  10 Рк 10 р

= Нт —I е *“Р() «/и = Ит --------■£—=-?—
Р*  1 о р*  и \?к/ Рк » о Н*  + 1 (зр*)

1 
зф*  (з;

Для системы с относительным приоритетом все г потоков под­
разделим на I непересекающихся групп ((=1, г) по р; потоков в 

г-ой группе (г = 1, /)

ро = О, ₽! + />։֊!--------1֊р.= г, Р։ = Р1-\-------- Н Р1 (/ = !,/ — !).
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Чем больше номер группы, тем более высокого приоритета потоки 
ему принадлежат. Если /<^у—номера двух потоков из разных групп, 
то сц = Ит (р,/рА) = 0; если же —из одной группы, то с,у > 0. Пусть

С/у = 1/суу.
Лемма 2. Существуют конечные пре делы

^(1)= Иш р֊'Р (4.13)

и если

к = р1.

то

причем 
равны

#’(5)= В™ РГ'Р/(4* \'/к/

преобразования Лапласа /'(*։(з), (з) от

(4.14)

^(0,^(0

___ С кг 
5'^(сгЛ5) ’

о
(4.15)

8-1 ____ с*>~ 1
71 «Ъ=Г(с^~7)

й—։ с^'—1
71 5'Ь-1

З-ЬЙ/2֊®)]’ +

(4.16) 
/=р,+ 1> (/>,_!

Доказательство. Проделаем необходимые для дальнейшего 
выкладки

/;(*)(з) =
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, 1— ₽/ (14 : (5^))
ит---------—₽**.»  Ру-нОД)

= ₽Л (р/-։ ' А- < р}; Р11),

Р*Нт------- 7—яг՜ =
р**о IV+> О**)

с»/___ - . .
8?/(с;)25)’ Р՛-' -

О , р,-1 ' Р1 < Т

(4-17)

(4-18)

Здесь с*»=1.  Перейдем непосредственно к 
шей леммы. Перепишем уравнения (4.8) в виде

доказательству на-

Г 
ъ 

/-/+!

1-?/>•<., (5.р2))

Н/1 (5р;)
р*-р/  (։-р֊) = р*

IV+1 ^Р2)

Р*
|1Г + 1(5Р1)

(у = 1>г ֊1). (4.19)

а) Пусть 1с'^-р1-\. В последних г— р/ 1 уравнениях (4.23) устремим 
р» | 0. По (4.18) предел правых частей, существует значит существует 
предел и левых частей. После перехода к пределу р» 1 0 вычитаем каж­
дое последующее уравнение из предыдущего, что дает (4.14) и (4.16) 
для ]>к, к^рг-у. Запишем

V ри-Нга р*  •₽/($?*)  = 
/4+1 р**°

с«/С,г
5-Ь(с"--5) 5^(си--5)

(У = /И-1).

Теперь все в тех же ։—р>-у уравнениях при ру-г < к < рг-у устре­
мим р*  1 0. Предел правой части (4.19) равен нулю по (4.18), следова­
тельно, если в следующих от конца до рассмотренных выше уравне­
ний р։-\ уравнениях перейти к пределу при р^ 1 0 (р -з -< к <^р[-\), то 
получим

«֊’ с»7
У ₽Л-Нт р*р/(5-р 2) = ———;—- (р -2 <у < Р--1), 

/=711 р*;0 8?(%.-5)

откуда вытекают (4.14) и (4.16) при р _1 у к ^р.-г и т. д.
В. Асимптотика времени ожидания. Ниже приводится общая 

предельная теорема относительно времени ожидания для вызова при­
оритета к в условиях критической загрузки (р/- | 0) систем с абсолют­
ным и относительным приоритетом. Порядок обслуживания вызовов каж­
дого приоритетного класса—прямой. Положим

4» ($)■= 1+ 2 Л,,*  ։՛'՜’. 
л>1

(4.20)

Теорема 5. Пусть < 1 (для систем с абсолютным прио­
ритетом достаточно рм<^)1 р*  [ ,0 ( -> оо, таким образом, что 
/ рЬ -*  т, О^т^ло. Тогда



К асимптотике периода занятости систем 285

а) при с*>  О

։ч* (ра-1 • ра ■։, () — ю*.  (з)=

= е “ •з-’Ь*  । (са-з) е •/*  (и) </и, (4.21)
V

։де 
. Йе! ՝• 1

Л (з) = е" " /*  (/) л = ----- ±—; (4.22)
4 З-Д*  (5)
О

б> при Са= О

*՛ а (ра г ?*  з, /) —»»՛»*-  (։) ~

•՝ (1+^-*֊12 1- Г - * И, зГ» 12 1" . . . , .л Оо.
= е -з • е . ]к(и)с1и, (4.23)

а
- з _ "

/*(и)=1  + 1 2 .е </„. (4.24)
2 । - 3

и
Следствие 1. Если ра ; 0, са = 0, ос , / р2-~ оо, то

Р (р*-1  • Ра ■ «а (0 < х) - 1 — в֊«"**-»»  , х>0. (4.25)

С л е д с т в и е 2. Функции ^/■—(с*  з) и $=£/•']>*(£/)  яв­

ляются взаимно обратными.
Доказательство теоремы 5.՜ Используя (3.21), (3.22) 

(4.2) и (3.9) — (3.12), получаем разложения, верные для всех наших 
систем

Н.О.-,•₽, ,) = с.>0. „.ад
I р*-з-(-о  (ра), с*  = О,

— '*1։  (р*-1  •р* ,з) = 
р*

— 3-р*  (СА-з)+ о(1), С|г>0,
с*
"3 [1 4- 3 Ра-12] + О (1), с*  = 0.

(4.27)

Докгзательст! о дальше ведется для случая систем с относительным 
приоритетом, как сравнительно более сложного.

Уравнение (4.4) запишем в виде

(“а ( ра-гра։з, —
\ р*

= ехр — 7а (?а-1-ра- з) 
рл

X

'о*
X •! 1--На (рг-гр» з) е՜'"" ?“ ։> Р (и)с/и—
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’/Р*
֊ £ (1-₽Д^(р*-гР*-5))  [ Р;(и)</и1. (4.28)՛

/-*+։  о '

Асимптотическое поведение интегралов (и заменено на и/р’)

2 - V

у/Лт, 5) =у < (я‘-։ ₽*՜ 4 р< <«> « р; л(4) Л»,
с

1 т ~ '* 'р*-1  Рй4>
УР.(г,5;֊ |՛ е’։'‘1Р4-,,‘')/’М^- | е Р*

3 р  3 ՝ р  /* *
о *

просто усмотреть, обратившись к лемме 2 и (4.27), откуда вытекает 
существование конечных пределов Пт У''} (■:, $) и 1։т УР(к (т, з). Сле­

довательно, из (4.28), (4.26), леммы 2 вытекает, что существует ко­
нечный предел

<“*(։) « Пт ю* ( рА-։ р*з, = 
₽*‘О \ р;/

7֊Г р —֊*^*(е*^ | л
е 1—з!<*֊| (с* ։) /* (и) с/и I ’ ՛ ’

= , ° '4.29)
е«П+^*_п1[  ! _5 е-«И1՛ 121 (и) , С4 = о>

О

где обозначено

/*( и) =/<*>(«)+  V /։*)(«),  (4.30)
;-*+!  

а

I — тт {и; п к, с^п 0}.

Если же такого п не существует, то положим / = г-|-1.
Для вычисления /*  (и) можно воспользоваться уравнением (4.29). 

Поскольку при фиксированных т, 0 < -<^ оо, сА и з, Не з >0, с увели­
чением с первый сомножитель в правой части (4.29) стремится к бес­
конечности, а |и։А- (з)| ограничена, то

р - Iе»
I е /к (и) </и = з~։ , с*  > 0,

о
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I е՜ и( п+ "‘֊։21 Л (и) du = Տ-' , с*  = 0. (4.31)

fl

В то же время, из (4.30) и леммы 2 имеем

• Г 1 1
/*(s)=  е֊“/*  (О Л =/'“’(») ֊Ւ У Рд-/7* ’(з) = —77֊’

J ;_է , Տ Փ» (S)

откуда и из (4.31) становятся очевидными следствие 2 и (4.22).
Уравнение, аналогичное (4.31) при с*  =0, изучено в [3], где по­

лучен явный вид /а (и). Теорема доказана.
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է. Ա. ԴԱՆԻԵԼՑԱՆ. Af2 /Gr/l/oo նախապատվությամբ սիստեմների զբաղվածության պարբերա­
կան և սպասման ժամանակի ասիմպտոտիկ հետազոտում կրիտիկական ծանրաբեռնվածության 
ոեպքում (ամփոփում)

Աշխատ ան բում ապա ցուցվում են № ր /Շր/ճյ ՕՕ տիպի հարաբերական և բացարձակ
նախապատվությամբ սիստեմների առաջին ի հոս բերի զբաղվածության պարբերության Ո-ը։ 
մոմենտին (ո 1) և հ"սքի է՜ից կախված սպասման մ ամանակի բաշխման ֆունկ­

ցիային վերաբերող սահմանային թեորեմներ, երբ է 1 . < 1 (^ = 1» /"• £>0): Այստեղ
թ*  լ աոաջին ի հոսքերի ծանրաբեռնվածությունն էլ Սպասման ժամանակի բաշխման հե­

տազոտումը կատարված է է —* ՕՕ, £•(! —)2—> X, 0 . X- ՕՕ դեպքում է

E. A. DANILIAN. Asymptotical investigation of the busy period 
—

and waiting time for the Mr/Grl'\l ~k> priority queues in heavy traffic (summary)

For the Mr/Gr /1/ oo queues with head-of-the-line and preemptive priorities, 
limit theorems about the n-th moment, n>l, of busy period (conserning the first k
types of customers) and the virtual waiting time distribution (conserning the jfc-cus
tomers) are obtained, when ри f 1 and рг1<1 (к—I, r).

Here p*]  is the traffic intensity of the first к streams of customers.
For the virtual waiting time the case, when t -+ oo, pH t 1, (1- pAi)։- f "*  0 »

< x < oc is considered.
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