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ОБ ОДНОЙ ТЕОРЕМЕ ЕДИНСТВЕННОСТИ 
ДЛЯ ГОЛОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ

В статье доказывается граничная теорема единственности для го
ломорфных функций, определенных в единичном круге, и строится 
пример, показывающий, что в определенном смысле теорема не мо
жет быть улучшена.

1°. Обозначим через D и Г сферу Римана, круг |zj <1 и ок
ружность |z| — 1, соответственно. Для произвольнных точек а, Ь £ D 
и произвольной жордановой кривой L с D положим

з (а, Ь) = log [(1 4- u)(l — u)՜1 ], и = |а — 6|. |1 — а Ь\՜՜1

и о (L) = sup з (а, Ь). Функция з (а, 6) определяет гиперболиче- 
я, bQl.

скую метрику в круге D, элемент которой равен d?(z) = (1 — 
— ;z|2)|«/z|. Для произвольной точки ' = е'։ £ Г обозначим через 
Л (С, а) хорду круга D, оканчивающуюся в ’ = е'6 и образующую с ра-

диусом հ(Լ, 0) в этой точке угол а, —. Подобласть кру-

га D, ограниченную хордами А (С, a), h (', 3), где----— <Լ я
2

и окружностью = — , обозначим через Д (Հ а, Р). Мно

жество Е, лежащее на дуге 7 Ç Г, называется остаточным на 7, если 
его дополнение относительно 7 является множеством первой катего
рии. Если множество Е измеримо, его линейная лебегова мера обозна
чается через mes Е.

Последовательность точек {z,} круга D назовем В-последова- 
тельностью, отнесенной к граничной дуге 7— Г, если 1) в D суще
ствует некоторая последовательность жордановых кривых Ln', со
держащихся соответственно в кольцах 1 — е„ <^|z| 1, lim г„ = 0, и

Я— »

имеющая в качестве предела дугу 7, и 2) существует такое число 
М, 0<^Af < + со, что для всех л = 1, 2, • • • каждая дуга L на Ln, 
имеющая о (L) 2- М, содержит по крайней мере одну точку последова
тельности [zv| (см. также [4] и [6]). Последовательность жордановых 
кривых |£„| в этом определении принято называть последователь
ностью Кёбе, отнесенной к дуге 7 ç Г.
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Рассмотрим мероморфную в D функцию / (z) и обозначим через 
р (Hz)) ее сферическую производную, p(f(z)) = !/'(*)! [1 — l/(z)j2] 1. 
Рассмотрим непрерывную в D функцию q(f, z)=(l—1«|։)? (/(z)). Функ
ция / (z) стремится к конечному пределу с по последовательности 
жордановых дуг Кёбе отнесенной к граничной дуге 7£Г, если 
lim [sup | f (z) — с I] = 0, и — стремится к пределу сс, если л-« хе/„

lim sup —-— 1 =0. 
I *e'n / (z) j J

Дальнейшие обозначения являются общепринятыми в теории пре
дельных множеств (см. [7] или [9]). Для произвольного подмножества 
5 cz D, имеющего по крайней мере одну предельную точку С — е'е на 
Г, обозначим через С (f, С, 5) совокупность всех значений и £ £2, для 
которых на S можно указать такие последовательности точек (z, ) > 
что lim z = С и lim f ) — а. Выбирая в качестве 5 весь круг Л-*« V-*««
D, хорду h «) или угол Д (Z, я, ₽ ), получим предельные множества 
С (/, С, D), С (J, С, А (», ։)) или С (f, С, А(£, я, 8)). Говорят, что 
точка С = е/#£Г принадлежит множеству F(f), если объединение 
U С(/, ', Д(С, я, £))) по всем углам Д (С, я, (3) с вершинами в точке 

С = е'։ состоит из единственного значения, которое обычно обозна
чают f (е/е).

2՝. В статье [6] (теорема 6) был доказан некоторый факт, от
носящийся к нормальным функциям. Мероморфная в D функция f (z) 
называется нормальной, если является нормальным в смысле Монтеля 
в круге D семейство функций {/<» Т], где Т пробегает все множество 
конформных отображений круга D на себя (см. Лехто-Виртанен [8], 
или [9], стр. 151). Факт, о котором идет речь, состоит в утверждении, 
что всякая нормальная голоморфная функция в D, имеющая конеч
ный lim f(zn) = а по какой-то ^-последовательности (z/։j, сводится к п
тождественной постоянной f (z) == а. Построены также примеры функ՜ 
ций, показывающие, что утверждение перестает быть справедливым 
для нормальных мероморфных функций, и что условие нормальности 
не может быть ослаблено.

Свойство нормальности мероморфной функции в круге D являет
ся глобальным свойством и оно эквивалентно утверждению о суще
ствовании конечной верхней грани

sup q(J, z) < ж (1)
z&.‘

(см. [8], или [9], стр. 153). Желая улучшить цитированный выше факт, 
мы перейдем от глобального условия (1) к локальному условию

lim sup q (f, z) ֊+֊ co (2) 
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в некоторой точке ' = е'6 £ Г, или к эквивалентному условию (2) ус
ловию

sup q (f, z) < + oo, • (3)геи с, г)
имеющему место в некоторой окрестности U г) = D Л (z £ D, 
| г — С| < г), г > 0, точки С = е'։ £ Г.

Теорема 1. Пусть функция f(z) голоморфна в D и на Г 
существует некоторая дуга "Ci’ и остаточное множество Е на 
f, в каждой точке ” = е'6 Е которого

lim sup q (f, re'6) <^ + oo. (4)
r-*l

Если f(z) имеет конечный lim/(z„) =a по некоторой В-последова- />-*•»
тельности |zn), отнесенной к дуге у, то f(z) = a.

Следующая теорема показывает, что условие на множество Е в 
теореме 1 и в формулируемой ниже лемме 1 является наилучшим в 
смысле категории, а также, что утверждения теоремы 1 и леммы 1 не 
имеют места, если на множество Е накладывать только лишь метри
ческие условия.

Теорема 2. Для произвольной действительной функции 
р (г) > 0, определенной на 0 <г<^1 , и lim p(r) = + го, существует 

/•-.1
такая голоморфная в D функция g(z) ё const, такое множество 
М первой категории на Г и mes М = 2к, и такое число го, 0<^г0<3, 
что 1) в каждой точке С = е'6 £ Г имеем lim sup q(g, z) = + оо;

; гед

2) q(g, z) < P (|z|) при Го < |z| < 1;
3) lim q (g, re1*) = 0, e'6 £ M, (5)

r-*l

и стремление к 0 в (5) происходит равномерно относительно то
чек С = е'6 £ М-, 4) я(г,) = 0,ч--1, 2, •••, в точках некоторой В-по
следовательности jz, ], отнесенной ко всей окружности Г.

3°. Выделим в качестве лемм основные этапы доказательства 
теорема 1.

Лемма 1. Пусть функция f (z) мероморфна в D и на Г су
ществует некоторая дуга 7^Г и остаточное множество 
в точках ’ = е'6 £ Е которого выполняется условие (4J. Тогда на 7 
существует остаточное множество Е\, в точках ' = е'6 $ Et ко
торого выполняется свойство (2), и для каждой точки С = ел £ Ег 
можно указать такое число г, 0<^г<^1, что в области U (С, г) вы
полняется свойство (3).

Эта лемма является переформулировкой для функции q (f, z) 
теоремы Коллингвуда о максимальности (см. [7], стр. 108, теорема 4.8), 
согласно которой для любой непрерывной в D функции n(z) точки 
С= е'6 £ Г, в которых С (и, С, D) — С (и, С, A (’, 0)), образуют оста
точное множество на Г.
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Лемма 2. Пусть функция f (z) мероморфна в D и f(z) =const- 
Если функция f (z) имеет конечный или бесконечный предел с по 
некоторой последовательности дуг Кёбе {Lnj, отнесенной к гра
ничной дуге 7 ÇF, то в каждой точке С = е/е £ 7 клсеелс

lim sup q {f, z) = + oc. (6)
t~- zk!)

Действительно, допустим напротив, что в некоторой точке Со = 
= е/։° £ 7 выполняется условие (2), и следовательно, существует такое 
число ГП, 0<г0<1, что в области U (С^, г0) имеет место свойство (3). 
Положим 70 = 7 П U(Cq, г0) и 1п = Ел Л U(Со, r0), n = 1, 2,•••. Тогда 
{Z„| является последовательностью Кёбе, отнесенной к дуге 70, и 
функция / (z) стремится к пределу с по последовательности дуг Кёбе 
{/п|. Обозначим через cfa0 (z) элемент гиперболической метрики 
В t/Co, Го). Согласно принципу гиперболической меры, >da(z),
и поэтому из условия (3) следует условие

sup I Р (/(«))-֊7; |<+°о, (7)
Го) I cfo0(z) 1

которое, согласно теореме Лехто-Виртанена, эквивалентно свойству
нормальности функции /(z) в U(Со, г0). Теперь применение теоремы
единственности Багемила-Зейделя ([2], теорема 2; см. также [3]) ведет 
к заключению /(z) = с. Полученное противоречие доказывает справед
ливость утверждения леммы 2.

Лемма 3 ([6], лемма 1; [4], стр. 1228). Предположим, что меро
морфная в D функция / (z) имеет конечный или бесконечный предел 
lim f (zn) = с по некоторой ^-последовательности (z„), отнесенной к П-*оо 
дуге 7^=Г. Тогда в каждой точке С = е‘й Ç (F(f) П 7) значение f 
равно с, и если mes (F (/) П 7) > 0, то f (z) = c.

4°. Приступим теперь непосредственно к доказательству теоре
мы 1. Согласно лемме 1, найдется по крайней мере одна внутренняя 
точка Cj = е'8" £ 7, в некоторой окрестности U (Со, г0) которой выпол
няется свойство (3). Обозначим 70 = 7 П U (Cj, г0) и предположим, что 
mes (F(f) П 7о)=О. При этом предположении, согласно основной теореме 
Коллингвуда и Картрайт в малом (см. [7], стр. 187 —188, теорема 
7.2), функция /(z) либо стремится к значению <х> по некоторой по
следовательности жордановых дуг Кёбе (Zn), отнесенной к граничной 
дуге 7։, либо f (г)стремится к оо вдоль некоторой жордановой кривой 
L, лежащей в U (Cç, г0) и оканчивающейся в некоторой точке С, — 
= e‘e‘ Ç 70. Первая из этих возможностей не может реализоваться вви
ду утверждения леммы 2, а вторая — ввиду утверждения леммы 3 и 
условий теоремы 1, поскольку в этом случае, согласно теореме Лехто- 
Виртанена [8], точка Ci = е/в* обязана принадлежать множеству F(f). По
этому mes(F(/) П 7о)^>О, и, согласно лемме 3, /(z) = a.



268 В. И. Гаврилов

5°. В качестве функции #(я)в теореме 2 возьмем бесконечное про
изведение

(8)

впервые рассмотренное Багемилом, Эрдешем и Зейделем [1] и изу
чавшееся затем в статьях [5] и [6]. Для любой последовательности 
натуральных чисел (л*], удовлетворяющей условию

л* к пь- ։ , к = 2, 3, • • •, л։ 1, (9)
произведение (8) сходится абсолютно в каждом круге |я|<><3, и 
представляет, следовательно, голоморфную функцию в О, имеющую 
л; простых нулей я/’, I = 1, 2,։ • •, л/, на окружностях |я| = 1-----— >

я/
у = 1, 2,--. Окружим каждый нуль на |я| =1---- — окрестностью

Яу[/у։ радиуса \Ц*П]. Если последовательность (л/} удовлетворяет усло
вию (9), то легко видеть, что существует такой номер /о^>0, что для 
всех у > у0 круги £/</’ попарно не пересекаются. Следовательно, оста
ющаяся после выбрасывания всех кругов у у0, часть круга £) 
будет некоторой областью Д.

В статье [6] (теорема 8) показано, что нули яу>, I — 1, 2,---, 
— > пГ> 7 = 2, образуют В-последовательность относительно
всей окружности Г. В статье [1] (теоремы 2 и 5) доказано, что для 
любой функции и (г) > 0, Пт (г) — + оо, можно указать такую по- 

/•-։

следовательность индексов [л.}, удовлетворяющую условию (9), что 
произведения (8), построенные для этой последовательности {п,} и 
для любой бесконечной ее подпоследовательности обладают свой
ствами 1) и 2), указанными в теореме 2. Осталось показать, что из 
последовательности {л,} можно выделить такую подпоследователь
ность, что соответствующее произведение § (я) обладает свойством 3) 
из теоремы 2.

Мы докажем несколько большее, а именно, что для любой после
довательности индексов [л*}, которая удовлетворяет условию

.«-1 . 2

(^л7 ) <л„ Л1>1, к = 2, З,--, (10)
'■у=1

функция а (я) обладает свойством
Пт (1—|я1)р (^(я)) = 0 (11)

равномерно в области А.
В силу простого строения области А, непосредственно видно, что 

пересечение замыкания области А с окружностью Г есть некоторое 
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множество М, mes М = 2". Согласно теореме максимальности Коллинг
вуда, М является множеством первой категории. Радиусы круга D, 
оканчивающиеся в точках множества М, начиная с некоторого момента 
целиком лежат в области Д.

Чтобы доказать (11), мы воспользуемся двумя оценками для 
произведения g (z), доказанными в [1]: для произвольной последова
тельности индексов {п-.}, удовлетворяющей условию (9), и любой точ
ки zÇâ, лежащей в кольце

1-—<Ы<1------—, (12)
Л* n*j-i

в которых си с2‘<^ т '■» — фиксированные постоянные (см. [1], стр. 137 
и 138).

Рассмотрим производную

В произвольной точке z^b, лежащей в кольце (12), имеем оценки

Ig՜ Wl
Ig WP

(i-kl)p(g U)X(i-kl)

(15)

в которых использовано неравенство (14).

(1 \~Л»1------ ) 4, V — 1, 2, • • •; 1п х<С
п, /

— (1—х) для 0<^х<^ 1, и хе~х <\1 для х^>0, а также условиями (10) 
и (12), получим оценки
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(1-И) 2 / я\ \~ и՞’_1 <4 О-Н) [ 2 П. + Ш.+
V—! (1------ ) I »—1

X л, /

+ л*+։ Ня‘+1 + 3 л, И"*՜1 | <8 (1 ֊ |2|) Л* + 
»-*+2 3

+4 (1 — |г|) л*+1 е՞*" 1пи|-|г|՜'+|г| 1 2 л»е"’1п,։’< 
’-*+2

< 8+4 М֊։ (1- Н) л*о е-"*<֊։ (|-,։,) + |г]֊1 л, е՜"’ <* "»< 
»=*+2

8+4 |г|՜ 1 + |г|՜’ 2 л, е *+'< 
»=*+2

< 8 + 4 |г|-' + |г| л 2 л, е /л’<с։<+<». (16)
»-*+2

Объединяя оценки (13), (15) и (16), получим неравенство
(1 ֊ |х|) Р (? (2)) < к* (к + 1)‘ е՜1 У " ’ (17)

с, X 4 /
справедливое в произвольной точке 2£Д, лежащей в кольце (12). Не
равенство (17) эквивалентно утверждению (11), и теорема 2 доказана 
полностью.

Замечание. Одним из основных этапов доказательства теоре
мы 1 является утверждение о существовании по крайней мере одной 
точки Со=е'в,^т, в которой имеет место свойство (2), если выполняет
ся условие (4) в точках некоторого остаточного множества на 7. Это 
утверждение явилось в доказательстве теоремы 1 следствием теоремы 
Коллингвуда о максимальности, примененной к непрерывной функции 
д (/, г) в частном случае радиусов крута О. В действительности же 
теорема Коллингвуда применима в значительно более общей формули
ровке, и это обстоятельство позволяет усилить утверждение теоремы 
1, заменив условие (4) слЬдующим предположением: пусть в круге 
|г| 1 существует некоторый континуум Са, пересекающийся с ок
ружностью Г в единственной точке С=1, и существует остаточное 
множество Е а 7, в каждой точке С = е18 £ Е которого множество 
С (д, С, Со) ограничено, где Со — континуум, полученный из Со пово
ротом на угол 9 вокруг начала г =0. В качестве может быть взя
та, например, произвольная жорданова дуга из О, оканчивающаяся в 
точке пусть даже и касательным образом.
Московский государственный университет 

ям. М. В. Ломоносова Поступила 25.1П.1974
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•А.- Ь. ԳԱՎՐԻԼՈՎ. Հոլոմորֆ ֆունկցիաների վերաբերյալ մի միակության թեորեմի մասին 
( ամփոփումJ

Հողվածում ապացուցվում է սահմանային միակության թեորեմ միավոր շրջանում որոշված 
հոլոմորֆ ֆունկցիաների վերաբերյալ և կաոուցվում Լ օրինակ, որը ցույց է տալիս, որ թեորե
մայի տրված պայմանները լավագույնն են։

V. I. GAVRILOV. A uniqueness theorem for holomorphic functions 
(summary)

A uniqueness theorem for holomorphic functions defined in the unit disc is 
proved. An example shows, that the conditions of the theorem are best possible.
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