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ФАКТОР-СОСТОЯНИЯ НА СКРЕЩЕННЫХ 
ПРОИЗВЕДЕНИЯХ, ПОСТРОЕННЫХ 

ПО ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ

0°. Пусть X—метризуемый компакт, 5 — счетная группа, дей­
ствующая на X гомеоморфизмами. Трупа S действует автоморфизмами 
на алгебре С(Х) непрерывных комплексных функций на Л՜по формуле

(s-?) (х) = ® (s-*  x),

* Все не определяемые в тексте понятия, которые употребляются без указания 
на источник, можно найти в монографиях [2] или [4].

где ։• обозначает действие, s£S. Пусть А = С*(Х,5)  соответствующее 
скрещенное произведение (см. [I]).

Из доказательства известной теоремы Глимма, характеризующей 
С’-алгебры типа I (см., напр., [2], § 9), следует, что каждая М(7С7?-алгеб 
ра*  с единицей содержит подалгебру, некоторая фактор-алгебра ко­
торой изоморфна С*-индуктивному  пределу В последовательности ал­
гебр матриц порядка 2я с естественным вложением, т. е. фактор-алгебра 
является РГФ-алгеброй класса [2, 2s,•••], подробно изученной Пауэр­
сом в работе [3]. Этот важный факт сформулирован Сакаи отдельным 
предложением в [4], п. 4.6.8. Там же, ползуясь тем, что РГФ-алгебра 
заведомо обладает фактор-состоянием типа III, доказано, что и сама 
исходная алгебра имеет таковые (п. 4.6.13). Алгебры, обладающие РГФ- 
фактор-алгеброй класса {2,22, мы будем в дальнейшем называть 
алгебрами Сакаи.

В настоящей заметке описан конкретный способ построения под­
алгебр Сакаи алгебры А по т. н. допустимым системам компактов (п. 1). 
В п. 2 показано, как фактор-состояния типа меры, обладающие опре­
деленным свойством по отношению к данной допустимой системе, мож­
но получить, исходя из некоторого диагонализуемого состояния соответ­
ствующего индуктивного предела. П. 3 посвящен доказательству необ­
ходимого для дальнейшего изложения обобщения известной леммы. 
Халмоша-Рохлина ([6], стр. 99) на преобразования, не сохраняющие меру- 

Основной результат состоит в том, что при некотором дополни­
тельном ограничении (условие В) на динамическую систему (X, S), где 
X не имеет изолированных точек, а 3 действует свободно, любое фак­
тор-состояние можно получить таким способом при подходящем выбо­
ре подалгебры Сакаи и диагонализуемого состояния (п. 4).
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Условие В*  состоит в следующем: для всякого открытого 
G cz X и для всякого непустого замкнутого F с G, F =/= G, суще­
ствует s £ S, s =/= е такое, что s-Fc G.

* Возвращаемость в пространстве всех подкомпактов X с индуцированной 
топологией и действием S.

Известны ограничения на динамическую систему, при которых 
соответствующее скрещенное произведение является N G С R-ал- 
геброй (см., напр., [I], п. 7.11). С другой стороны, допустимые системы 
(а, следовательно, и подалгебры Сакаи) существуют у динамических сис­
тем, не удовлетворяющих ни условию В, ни упомянутому выше усло­
вию Зеллер-Мейера (например, у сдвига Бернулли на бесконечном в 
обе стороны произведении двоеточий). Роль условия В заключается 
в том, что оно позволяет дать единообразную конструкцию подалгебр 
Сакаи сразу для всех фактор-состояний типа меры. Примером динами­
ческой системы, удовлетворяющей этому условию, служит эргодический 
сдвиг на торе.

Автор горячо благодарит А. М. Вершика за постановку задачи и 
ценные указания.

1°. Непосредственно из определения скрещеного произведения 
следует, что в алгебре А можно выделить коммутативную подалгебру 
ЭК, изоморфную С (X), с элементами M(<p), (X) и группу N, изо­
морфную 5, состоящую из унитарных элементов t/(s), s£S, связанных 
соотношением

М (?) Lf(s) = U(s) M(s-?). (1)
При этом алгебра А получается замыканием *-алгебры  конечных сумм 
вида У М (®,) U (s).

Определение. Систему компактов р/ <z X назовем до­
пустимой, если существует последовательность 1s; ’,Д.О, si такая, 
что выполнены условия

pt с. Int pi-i, si pi c Int pt-i, (2)

si - pi П pt= 0, po = X, sQ= e
(e — нейтральный элемент 5).

Лемма 1. Пусть А = С*  [X, S). Каждая допустимая систе­
ма в X определяет единственную (с точностью до изоморфизма) 
подалгебру Сакаи алгебры А.

Если [р;)м.о—допустимая система, ls/)~=o—соответствующая по­
следовательность из S, то, очевидно, существует система открытых 
множеств (qi с X, удовлетворяющая условиям

pi<=- qi с Intp/_i, S( ■ qi c Intpz-i,

s; • qt П qi= 0, q» = X.
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Пусть 5Я= {з/}?_<>, <7 с 5Я, </=• {з/4|^։, где 0 < /х < ։։ < - • • < 
г'т <■ п. Положим с/ = 5/, $1, • • ■ 5/ т. Будем обозначать через [Л], где 

А с А, под — С*-алгебру,  натянутую на А.
Подалгебра Сакаи Ао строится следующим образом.
Пусть А'(л) =[(47К) М(Т)£/(^-՛)], п =0,1 где (X), 

постоянна на рп и равна нулю вне дя, с£Л, и пусть А (п) =
= и а (к) 1 •

о I
Обозначим, далее, Ей'(л) = [[/—2 .Л/(</“1 •?)}], п = 0, !»•••» </О5„

где / = М (1) = и (е) — единичный элемент А, <р равно 1 на рп и равно 
0 вне дя- Тогда 9Х'(п) с А(п). Пользуясь формулой (1)и условиями (2) 
легко проверить, что элементы Ей' (л^ коммутируют с любым элемен­
том из А' при всех и п2, откуда следует, что

Ей (П1) А (п։) = А (л։) Ей (пЭ (3 )
при всех и։, п8. Здесь Ей (л) = £ и Ей (к) } , а произведение пони­

мается в обычном алгебраическом смысле.
Если теперь I (л) = [Ей (л) А (и)], то равенство (3) позволяет за­

ключить, что 1(л)—замкнутый двусторонний идеал в А (п). Кроме 
того,

А (и) / I (л) ~ М2Я С

(* —изоморфизм, М*  С-алгебра матриц порядка к).
В самом деле, если т„: А (л) —>А(л)/1 (л), то зафиксировав про­

извольную функцию ?я, равную 1 на рп, 0 вне дя, легко показать, 
что элементы (£/(<4) М (?я) ) образуют систему 22я матричных
единиц в А (л)/1 (л) и порождают эту алгебру. Например, если

С։, Со Ьп, ТО

ТЯ (и (7Х) М (®я) и (й՜1)) ТЯ(£/ (сх) М (<р„) и (С2՜1)) =

= ТЯ (£/ ^-։) М (&՝•?„) МСсГ1 ?я) и (7։ «-*))=

= 85: (31 32-։) М(3^ .ф2я) и 7г՜1)) =

= 8?,тя(^(^)Л/(<р2я)£/(^-1) =

= 8$*,  гя (7/ (5Х) М (уя) и(с^), 
где 8 — символ Кронекера.

Положим теперь А0=[и А (л)], 10=[и 1(л)]. Ясно, что 10—зам- л>1 л>1
кнутый двусторонний идеал Ао.

В силу того, что алгебры А (л) образуют возрастающую последо­
вательность, А (п) I (л 4֊ 1) является под—С*-алгеброй  А (л 4՜ 1), при­
чем, по [I], 1.8.4 
452—5
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д (п) 4-1 (л 4-1}/1 (л +1) А (л) /■ I (л 4֊ 1) П А (л) = А (п) / I (л) 
Таким образом А (л) / I (л) можно отождествить с некоторой подалгеб - 
рой А (л +1)/1(л+1) и, как нетрудно видеть, вложение это согласо­
вано с вложением соответствующих матричных алгебр в определении

В = х С (т- е- М1п С X 1 с Мз»+1 С).
1

Следовательно Ао/10 — РГФ-алгебра класса (2, 2։, • • •), а Ао — под­
алгебра Сакаи.

'Замечание. Существование подалгебры Сакаи характери­
зует С*-алгебры,  не являющиеся ССЯ-алгебрами. В классе простых 
алгебр понятия не С7С7?-алгебры и ^GCR-aы՝eбpы совпадают.

Пусть 5—аменабельная группа, свободно действующая на X. 
Тогда по теореме Зеллер-Мейера ([I], 4.20) алгебра С*  {X, 5) проста 
тогда и только тогда, когда динамическая система минимальна (т. е. 
орбита любой точки плотна в X). Следовательно, если такая система 
(X, 5) обладает допустимой системой компактов, то алгебра С*(X,  5) 
является ЫССК—алгеброй. Например, такова упомянутая выше дина­
мическая система на торе.

2. Напомним (см. [5]), что состояние типа меры, определяе­
мое формулой

2 (М(?) £/($)) = о° у?( х)11( х )

для некоторой квазиинвариантной меры р на X, при свободном дей­
ствии группы является фактор-состоянием тогда и только тогда, когда 
соответствующая мера Л — эргодична. При этом тип 2 целиком опре­
деляется структурой меры: дискретная мера дает тип I, мера, эквива­
лентная непрерывной инвариантной, дает тип II, остальные меры по­
рождают состояния типа III (см., напр., [4]).

Определение. Пусть и» — состояние на алгебре В = X С, 

Ао—подалгебра Сакаи алгебры А. = С*(Х,  5), ':А0- В. Если 20 — 
состояние на Ао, определяемое формулой

20(£)=ш(т (£)), ££А0,
2 — некоторое продолжение состояния 20 на всю алгебру {А, то сос­
тоянием ассоциированным с ш назовем любое состояние, унитарно 
эквивалентное (см. [3]) состоянию

2'(^) =3». а (ад а£/(5-1)),

где £ ( А, 2 е, = 1, е, > 0'

Если 2 ассоциированное с ш состояние типа меры, то соответ­
ствующую ему меру мы будем также называть ассоциированной с ш.
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Состояние ю на алгебре В называется диагонализуемым ([5]), 
если оно представляется в виде индуктивного предела (см. [4]) диаго­
нальных состояний.

Лемма 2. Пусть р -- 3-эргодическая квазиинвариантная ве­
роятностная мера на X, —некоторая допустимая система,
р (П II б-р„)>® (в обозначениях п. 1). Тогда р ассоциировано с 

некоторым диагонализуемым состоянием на алгебре В.
Заметим вначале, что если р — квазиинвариантная эргодическая 

мера, р—множество положительной меры, р0—мера, определенная фор­
мулой р0 (Л) = р(р)՜1 р(ГП р), для любого измеримого Г с X, то ме­
ра р эквивалентна любой мере Р՜ = 2 Ел Рз, где вл/>0, У е7= 1, 

*6® 565
Рз — „сдвиг“ меры р0, т. е. р.։ (/=) -- Но(® Л-

В самом деле, пусть Рс X, р'(/)=0. Ясно, что тогда р, (^)=0 
при всех 5 £ 3. Положим Р' = II зР. Так как множество Р 

5-инвариантно, то р (Р') = 0 и, тем более, р (Л) = 0. Обратно, если 
I1 (^) — 0, то очевидно, р' (Е) = 0.

Пусть теперь р = П II б- рп. Обозначим через го состояние на 
п>0 ваЗп

В — индуктивный предел диагональных состояний шя с элементами на 
диагонали р (р)՜1 р(р П б • рп), где б с: Состояние го диагонализуе՜
мо по определению. Легко проверить, что р ассоциировано с состоя­
нием о> по подалгебре Сакаи, построенной по допустимой системе ком­
пактов^ |р/) 7-п-

3°. Нам понадобится вскоре следующее обобщение известной лем­
мы Халмоша-Рохлина ([6], стр. 99).

Л е м м а. 3 Пусть Т—аперио дичес кое преобразование простран­
ства X с квазиинвариантной нормированной мерой р. п—натураль­
ное число. Тогда для каждого положительного з существует из­
меримое множество Е такое, что множества Е, ТЕ,- ,ТП՜՝ Е по­
парно не пересекаются и

р/ц՜1 в.
\*-и  /

Таким образом, предположение о том, что Т является автомор­
физмом, излишне. Показать это можно способом, аналогичным доказа­
тельству леммы Халмоша-Рохлинна, приведенному в [6], но проще не­
сколько видоизменить ее доказательство в [7], не использующее транс­
финитной индукции. Заметим, что эффективное доказательство (в го­
раздо более общей ситуации) было опубликовано А. М. Вершиком в 
[8], стр. 126.

Достаточно предположить Т эргодическим и для простоты рас­
смотреть необходимый нам случай п = 2.
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Если существует множество /? с X такое, что все Т*  В попарно 

не персекаются, а 0 ТкВ - X, то утверждение леммы очевидно.
Пусть, напротив, преобразование Т является несжимающим ([6], 

стр. 23) и пусть Вос.Х, 0<н(В0)<г. Положим В„ = Т5*_1  \ Во. 
.... Множества эти попарно не пересекаются. Если х£В», 

то, очевидно, либо Вл-м, либо Т.Г£ВО. В силу эргодичности 
р, ( у В*)  =1. Тогда множество Г= О В^ь+г - искомое. В самом деле, 

ГП Т Г = 0, причем
н(ГиТВ)>н( и1В*>=1-р(В 0)>1-8.

4°. Лемм а4. П ре дположим, что - квазиинвариантная не­
прерывная вероятностная мера на X, а динамическая система 
(X, В) такова, что 5 действует свободно, причем для каждою 
открытого множества С положительной меры для любою е^>0 
существует $ £ 5,

е, (С П в • С) н (С) — 8.

Тогда существует допустилгая система компактов ’р/)^, для 
которой ;<• ( П II б ■ р„) > 0 (в обозначениях п. 1).

Пусть
V а«<1, ая>0, п = 1,2,--.. 

и 1
Предположим, что построены компакты !р, |"Д։ и, соответственно вы­
браны элементы {։/)"^, удовлетворяющие условиям (2) п. 1 при 
1=0, !,••-, п — 1 и

)л~1
> 1 — V а*.

Если б = 1п1 рп-1, то по условию, существует з» £ В такое, что со­
ответствующее 5„ преобразование Т пространства X удовлетворяет 
неравенству

?■ ( и <Л(бпП7)^>1— У а* -----— а„.

Пусть ТС=С, тогда Т—преобразование б, удовлетворяющее, 
в силу свободного действия группы В условиям леммы п. 3.

Пусть Гбс б, >1 (б\7"б) ^>0, то, положив Л7 = II (Г2*б\  72*+1 б),*>о
получаем Лп Тг = 0. Множество П Тк С инвариантно и, если его 

*>о
мера отлична от нуля, мы снова оказываемся в ситуации леммы п. 3.

Аналогично обсуждается случай бс: 7’6.
Пусть н((бП Гб)\ 7’՜1 б’)=0, тогда обозначив Н= бп 7’6, мы 

получаем ТНс.Н.
Пусть и ((6П Гб)\ Г֊1 6) >0. Положим Го = Г֊1 ((бП ТС) \ 

\7~։ б). Если ЛоП ТС = 0, то для множества Н = Т՜1 бпбп ТС 
получаем ТНаН.
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Обозначим F*  = 7’՜՜։ ( Г՜1/i-j Л Gf] TG), к=1, 2,---. Как легко 
проверить, если |х (/•>) = 0, то все сводится к уже перечисленным вы­
ше случаям. Пусть у (Fit)=/=0, k=l, 2,--, F= U F*.  Тогда F Г\ TF=0, 

*>о
причем

(Gn TG) \(Fu TF)= п Г * G. ft. -1
Если D = Л T * G, то TD c D. 

k -J
Таким образом, в любом случае можно утверждать следующее. 

Для любого т( 0 существует Fc: G, TF cz G,
F(\TF—0, y (F\}TF)'j> y-(G[\TG)— т,. Тогда для любого ^>0 

в силу регулярности меры jx найдется компакт рп с непустой внут­
ренностью такой, что р„ с: G, Трпа G, TpnÇipn = 0, причем

H (Int p„U T Int рп) > H (G Л TG) — т(.
Ясно, что т, можно подобрать таким образом, чтобы

[х ( U ê/- (Int U T Int рп)U rf (GnrG))---- — ап.
d&n <*as n 2

Следовательно система компактов (р/ }/_0 и элементы |з; }1^0 
удовлетворяют условиям (2) п. 1, причем

Таким образом, можно считать допустимую систему Ip/]"^ по­
строенной. Очевидно, что jx ( П U rfprt)>0.я-0 rfcSn

Лемма 5. Предположим, что у-квазиинвариантная дискрет­
ная вероятностная мера на X, а динамическая система (X, S) та­
кова, что X не имеет изолированных точек, S действует свобод­
но, причем все точки каждого открытого множества возвращаю­
щиеся. Тогда существует допустимая система компактов 
Z’/liLo» для которой

!*•  ( Л U 7 рЛ)>0
п. О rfwSn

(в обозначениях п. 1).
Пусть х0—точка с положительной мерой, |Gn)n=o— убывающая 

последовательность открытых множеств, Go = X, Л Gn = (xoi.
Il U

Предположим, что система компактов |р/1"^, и, соответственно, 
элементы {s/)?—ô выбраны удовлетворяющими условиям (2) п. 1, при՜ 
чем х0 Ç Int pi, pi Ç Gi, i = 0,1, • • - , n — 1. Пусть для sn C •$» sn=^=e, 
sn • xa Gn (} Intpn_i. Существование компакта pn, x0 £ Int p,<_i, pn c 
c Gn Л Intp„_), такого, чторЛ Л sn pn= 0, sn-pn c Int рл-ъ очевидно. 
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Система {pi )До и элементы jsz )Л, по-прежнему удовлетворяют усло­
виям (2) п. 1, причем х0 £ Int pi, pi <= Gi, i = 0, 1,- • ■, n. Допусти­
мая система {pi построена, причем, в виду того, что

Ո рп — {хе}, у(П U </р„)>0.
Л о п о 8п

Следствие. Предположим, что динамическая система (X. ձ),. 
для которой X не имеет изолированных точек, a Ճ действует свобод­
но, удовлетворяет условию В (см. п. 0). Тогда для каждой 5-эргоди- 
ческой квазиинвариантной меры р- существует допустимая система 
fPilJLn. для которой թ (Ո U Ժ /ն>)>0 (в обозначениях п. 1).

В самом деле, если р — дискретная мера, то условия леммы 2. 
выполнены. Пусть թ—непрерывная мера, G — открытое множество 
положительной меры, е>0. В силу регулярности меры р существует 
замкнутое F с G, թ (G\F) <Հ&. Из условия В следует, что найдется 
$ £ 5, s =/= е такое, что Fc G Ո s- G. Тогда թ (GQ s-G) a (G) — ей 
условия леммы 1 также выполнены.

Из этого следствия и леммы 2 вытекает непосредственно сле­
дующий результат.

Теорема. Каждое фактор-состояние типа меры на скрещен­
ном произведении, построенном по динамической системе (X, S), 
удовлетворяющей условию ՝В, где X—метризуемый компакт без 
изолированных точек, а группа S действует свободно, ассоцииро­
вано с некоторым диагонализуемым состоянием на алгебре

В = х Л£, С при подходящем выборе подалгебры Сакаи.
1
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Վ. Ա. ԱՐՋՈԻՄԱՆ8ԱՆ. Ֆակտոր-վիհակներ, լաս։ դինամիկ սիստեմի կառուցված խաչաձև 
արտադրյալների վրա (ամփոփում)

Հաշվելի խմրի գործողությունով մետրիկեյի կոմպակտի վրա դինամիկ սիստեմով կառուց-
օօ

ված խաչաձև արտադրյալի համար, ցույց է տրված կոնկրետ եղանակ, X Л^С РГФ— հանրա-

հաշւէին * - իղոմորֆ ֆակտոր-հանրահաշվով են թահան րահ աշիվ կառուցելու համար, ենթադրե- 
լով» որ սիստեմն ունի են թա կոմպակտն երի որոշակի հաղորդականություն։ Ապացուցված է, որ- 
եթե սիստեմը բոլոր են թ ակոմ պակտն երի բնական տոպոլոդիայով և գործողությամբ տարածու­
թյունում բավարարում է վերադառնալու պայմանին, սկզբնական կոմպակտը չունի մեկուսացված 
կետեր, իսկ խմբի գործողությունը աղատ է, ապա ամեն մի չափի տեսքի ֆակտոր-վիճակ հա­
մապատասխան խաչաձև արտադրյալի վրա կարելի է ստանալ ե/նելով )Հ№շՇ-ի վրա ինչ-որ 
դիագոնալ վիճակից։

V. A. ARZUMANIAN. Factor-states on the crots-prodactt comtructed 
by dtnamical tyttemt (summary)

For the cross-product constructed by a dinamical system on metrisable com­
pact with countable group action a certain way to obtain subalgebras with UHF 



Фактор-состояния fia произведениях 263

quotient algebra / Mj C is proposed provided the system possesses certain sequen­

ce of subcompacts. If the system satisfies the recurrence condition the space of all 
subcompacts with natural topology and action, the initial compact has no isolated 
points*  and the group action is free then it is proved that each measure-type factor­
state on the corresponding cross product may be obtained starting with some diago­

nal state on X M2 C.
1
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