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О ЕДИНСТВЕННОСТИ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
В ПРОИЗВОЛЬНЫХ ОБЛАСТЯХ

В настоящей заметке рассматривается задача описания тех отно
сительно замкнутых подмножеств данной области, которые являются 
множествами единственности для аналитических функций, то есть об
ладают следующим свойством: из условия, что некоторая голоморф
ная в области функция стремится к нулю вдоль такого подмножества 
при подходе к границе области, следует, что эта функция тожде
ственно обращается в нуль. В классической теореме Лузина-Прива
лова и некоторых ее современных обобщениях и усилениях единствен
ность обеспечивается за счет „массивности“ указанных подмножеств 
в терминах лебеговской меры или других мер и емкостей.

В связи с задачами равномерных и касательных приближений 
аналитическими функциями Н. У. Аракелян [1] обратил внимание на 
то обстоятельство, что свойство единственности связано с невоз
можностью аппроксимации аналитическими функциями и что множества 
единственности могут быть охарактеризованы не только „массив
ностью“, но и своей „конструкцией“, описываемой в топологических 
или иных терминах. В настоящей работе приводится одно достаточ
ное условие единственности такого характера для подмножеств про
извольной области на комплексной плоскости. В том случае, когда 
граница области состоит из одной точки, это достаточное условие 
является также и необходимым.

1°. Обозначения. Пусть D—область в расширенной ком
плексной плоскости С, dD — граница области D, dD=/=<Z- Обозначим 
через А (£>) — класс функций, аналитических в D. Пусть р (zn z։) — 
сферическое расстояние между точками z1։ z. £С и А, ВсС — про
извольные множества. Сферическое расстояние между множествами 
А и В определяется формулой

р (А, В) = inf р (z, С).
сев

Для любого s^>0 обозначим через V,(dD) е-окрестность границы об
ласти D:

Vt(dD) = {z6C: р (z, dZ))<e}.
Определение 1. Пусть GcD—открытое множество. Скажем, 

что граница dD является достижимой для G, если существует непре
рывное отображение 7 полуинтервала [0,1) в G такое, что
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1։т р (1 (<)» ^77) — 0. 
/-1

Определение 2. Подмножество Г области £> называется /)-ог- 
раниченным, если р (Г, дО)>0 и /^-неограниченным, если р (Г, дИ) 0.

Определение 3. Назовем относительно замкнутое множество 
ЕаО множеством ^4-единственности для области Л, если из двух 
условий

/£Д(£>), Нт / (я) = 0 (1),
х£Е

вытекает /(г)=0 в О.
Основным результатом настоящей работы является следующая
Теорема 1. Пусть О— область в С, <?/)^=0, £— замкнутое 

в О множество. Если дО недостижима для О\Е, то множество 
Е является множеством А-единственности для области О.

2°. Для доказательства теоремы понадобится следующая
Лемма 1. Пусть И — область в С, дИ^= 0,и пусть Се Е— 

такая область, что дО недостижима для С. Тогда суще
ствует такой компакт 2с И, что все компоненты связности 
открытого множества С \ 2 являются И-ограниченными.

Доказательство. Представляет интерес случай, когда С 
является /^-неограниченной. Допустим вопреки утверждению леммы, 
что требуемого компакта 2 не существует. Тогда, если —
некоторая последовательность компактов, £>Л с £)л+1 (л = 1, 2,- • •), 

ее
II Оп = О, то для любого п=1, 2, •••, среди компонент открытого Л"1 
множества <и\/)л будет хоть одна /^-неограниченная.

Построим теперь последовательность открытых множеств {(2я}~_0 
следующим образом.

На первом шаге, полагая (20 = С, обозначим через (2Х объедине
ние всех /^-неограниченных компонент множества £>х. Имеем 
Предположим, что (?х состоит из /Ух компонент, 1 < со. Возьмем
в каждой из этих компонент по точке zi.it, к = 1, 2, •••, Эти точки 
назовем точками первого ранга.

На втором шаге обозначим через Q2 объединение всех /^-неог
раниченных компонент открытого множества (?}\.О2, Пред
положим, что <2։ состоит из Пг, областей. Возьмем в
каждой из этих областей по точке яч. *, £=1, 2, • • Л։. Эти точки на
зовем точками второго ранга. Для любой точки гг, « имеем 

следовательно существует непрерывная кривая 72,« а <21։ соединяющая 
точку ха, * с некоторой точкой ц,/ £ (?х (а именно, с той точкой пер
вого ранга, которая вместе с гг. * лежит в одной компоненте связно-
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•и множества (?х). Предположим теперь, что множества ,Сп]^=1, 
„ с (2п-1 уже построены, выбраны точки гп, к£(2п, к =1, 2»- • •> М* ран
ив л = 1, 2,•••,/> и кривые 7Я, *сфя-1, причем 7«.* соединяет точку

* ранга п с некоторой точкой гп—1, / ранга л — 1. Определим мно- 
-'зство Ср+1 как объединение всех /^-неограниченных компонент связ- 
дсти открытого множества 0р\Ор+1 и возьмем по точке гр+1, ь, 
— 1, 2,•••» •Л/р+1 в каждой из этих компонент. Выберем дугу Жордана 
.+!, соединяющую точку гр+\։ „ с некоторой точкой zp.jp ран-
I р.

Если бы процесс построения множеств и кривых 7Я, * обор- 
1лся на некотором конечном шаге, то утверждение леммы было бы 
ыполнено, что противоречило бы нашему предположению. Поэтому 
ожно считать, что процесс построения бесконечно продолжается, 
^огда существует последовательность индексов {тпл}~=], для которой 
остроены соответствующие кривые 7я,тя для всех п = 1, 2,-։>, при
зм 7Л.ЯЛ И 7л+1. т„+1 имеют общий конец гп, тп .

Рассмотрим непрерывную кривую

7 = и я, тп , л—1

эжащ ую в С. В силу построения кривых 7Я, тп имеем 
«в
и 7«. тп СЗ О\Ор-1.

другой стороны, в силу ограничений на последовательность {/)„}, 
ля любого £ 0 существует натуральное число р такое, что

О \ Ор֊1 с V. (дБ).

ьИз этих двух условий следует, что кривая Т удовлетворяет условиям 
пределения 1, то есть дО достижима для (7. Полученное противоре- 
ие и доказывает справедливость леммы 1.

3°. Теперь приступим к доказательству теоремы 1, Пусть /—не- 
оторая аналитическая в /) функция, для которой имеет место (1) и 
>0— произвольное число. Выполнение для функции / соотношения 
1) означает, что для е^>0 существует число 8^>0 такое, что

!/(*)!<-֊- при (2)

'еорема будет доказана, если мы покажем, что для произвольно за
данного числа £^>0 имеет место неравенство

1/(«)|<» при г^К, (3)
. де К с /)— произвольный компакт. Можно не ограничивая общности 
считать, что К—замкнутая область, ограниченная такой конечной си- 
:темой а замкнутых Жордановых спрямляемых кривых, что

321—6
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ас/, (<?£>).
В силу равномерной непрерывности функции / на К для любого е ^>0 
существует т)^>0 такое, что

/М <у ПРИ г1’ К> Р (21> гз)< V- (4)

Пусть теперь {СЛ|^_Р (/У< со) — семейство всех тех компонент связ
ности открытого множества О\(Еи К), для которых дС7я Ла^=0. Мно
жество ая = (дСп Л а)\Е может состоять:

а) из конечного или счетного числа открытых спрямляемых дуг 
Жордана с концами, лежащими на Е,

б) конечного числа замкнутых спрямляемых кривых Жордана. 
При этом

лг
аяЛ«я> = 0 при п т, и ал = а\Г.

л—1

Отсюда следует, что

2 дл. ап < дл. а< со, 
л=1

так что существует лишь конечное множество индексов л, для кото- 
рых либо ая содержит замкнутые кривые Жордана, либо дл. ап ■»}.

Пусть для простоты это индексы г = 1, 2,- • • , /У^ /У։<^ со. За
метим теперь, что

ЛГ։
|/(я)Ке Для *€а\ □ ая. (5)

л—1
I

В самом деле, при г£а(]Е это следует из неравенства (2). В про
тивном случае существует такой индекс п > /У1։ что г £ ал, множество 
а„ содержит дугу Жордана с концами на Е, сферического диаметра 
меньше 1), содержащую точку г. Тогда неравенство (5) следует из 
(2) и (4).

Предположим теперь, что области Сп при п =։1, (7У։<
£)-неограничены, а при и=/У։-|-1,- • •, /Ух—/^-ограничены.

Рассмотрим множество
— лг, _ 

А1=/^и и Сп.
л—Л',+1

Имеем согласно (2), (5)
., . л/,
I/ («)1<в при и сп, (б)

л-1
так как

д ( и ёЛ\аа £п
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Д'.
Множество К3 расширим за счет части границы II ։л следующим /1“1

’’»бразом.
В силу условий теоремы, граница I?/) недостижима для Сп при 

ч=1, 2,։>։, Тогда в силу леммы 1 существуют компакты 2Лс/) 
такие, что все компоненты С„' 2„ являются /^-ограниченными. Так 
хак при расширении компакта 2„ это свойство не нарушается и 
^։<оо, то существует область 2сД ограниченная конечной
системой 1 спрямляемых кривых Жордана такая, что все компоненты

А»
связности множества и Сп ч 2 /^-ограничены. Обозначим эти компо

ненты через {С»Л}, п = 1, 2,---, А/։, А;։<’оэ. Существует число ^^>0 
1Такое, что при г1։ г։^7, р (г1։ г2)<^т( имеет место (4). Так как кон- 
,тур 7 имеет конечную длину, то лишь-конечное число связных дуг со- 

Л՜,
вокупности 02(1 и Ся имеет cq)epичecкий диаметр больше ц. Пусть 

л«1

для простоты, это дуги 7Л, П =.1, 2,•••, .V«; Л7< оо, а соответствую- 
Л՜,

щие им компоненты связности множества и СЛ\2 обозначим через л—1
Сп, л=1, 2,---։ А^, Т^'СТУ,, < Д^։. На всех остальных дугах, т. е. 

л'։ —
для 02 П К Сп аналогично (5) получаем

л=Л'д+1

1/(г)|<е, г6№П II, (7)
я-^+1

Рассмотрим теперь множество
/ л', \

кг = и (2п и Сл 
\ л=1 !

■(будем считать, что область Л\2 не имеет /^-неограниченной ком
поненты). Из (2), (6), (7) имеем

I/ («)1 < 6 при г £ дК2 \ и4 Сп • (8)
л=1

Расширим множество К2 за счет части границы II С1я прибав- л«1
лением к нему /^-ограниченных компонент Сл, п=1, 2,---, АД. Полу* 
ченное таким образом множество К3 /^-ограничено и на дК3, согласно 
(2) и (8), имеем |/ (г)|<^ е. Следовательно по принципу максимума

|/(г)|<8, г^К3,

что завершает доказательство, поскольку К с К3.
4Э. Теперь докажем следующую лемму.



Лемма 2. Пусть Е—замкнутое в С множество. Если беско
нечность достижима для С\£, то существует целая функция ' 
С (г) Ф 0 такая, что

Нт С (я) = О. г-*" х^Е

Доказательство. Из условия леммы 2 вытекает существо
вание бесконечной жордановой кривой \с:.СЕ. Опишем вокруг 7 бес
конечную жорданову кривую 71։ начинающуюся и оканчивающуюся на 
бесконечности и пусть 71П£’ = 0. Через Е^ обозначим ту из двух 
областей, получающихся при разбиении плоскости с помощью кривой 
71։ которая содержит множество Е.

В работе М. В. Келдыша [2] доказано, что в этом случае суще
ствует целая функция С (я) такая, что

|С(я)|<ехр {— |я|1/2՜1։}, С (я) О,

где 7) 0 — любое число. Следовательно лемма 2 доказана, поскольку
Е с Ег.

Следствием теоремы 1 и леммы 2 является
Теорема 2. Пусть Е—замкнутое в С множество. Е являет

ся множеством А-единственности для С тогда и только тогда, 
когда с*С= (со) не достижима для СЕ.
Ереванский государственный 

университет Поступила 20.V.1974

«է. Դ. ՅԱԼ ԱՔ ՅԱՆ. Կամայական տիրույթներում անալիտիկ ֆունկցիաների միակության մասին 
( ամ փոփում )

Դիտարկվում է տրված տիրույթի նկատմամբ փակ այնպիսի ենթաբազմությունների նկա
րագրման հարցը, որոնք անայիտիկ ֆունկցիաների համար հանդիսանում են միակության բազ
մություններ։

Ապացուցվում կ հետևյալ թեորեմը։
Թեորեմ. Դիցուք D-ծ տիրույթ է (ձ-ում , ÔD=/=0, E-ե փակ է Օ-ի նկատմամբ։ Եթե 

• ԺՌ ֊ն հասանելի չէ D/E-/r համար, ապա E բազմությունը D տիրույթի համար հանդիսանում 
1է A միակության բազմություն։

Այն դեպքում, երբ D-ի եզրը միայն մեկ կետից է բաղկացած, նշված պայմանը հանդիսա
նում է նաև անհրաժեշտ։

H. G. BALAKIAN. On the uniqueness of analytical functione in arbitrary 
domains (summary)

The problem of description of closed subsets of given domain, wich are sets of 
uniqueness for-analytical'functions is considered.

Theorem. Let D is a domain in C, dO փ 0, E is closed with respect to D. If 
ÔD is not attainable for D\E, then E is an .<4-uniqueness set for D.
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When the boundary of D contains only one point, the noted condition is also 
:essary.
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