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А. О. ОГАНЕСЯН

О ЗАДАЧЕ КОШИ ДЛЯ СЛАБО ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ 
УРАВНЕНИЙ ВЫСОКОГО ПОРЯДКА

Задача Коши для слабо гиперболических уравнений высокого по
рядка с достаточной полнотой изучена лишь в двумерном случае, 
когда условие строгой гиперболичности нарушается на кривой с на
чальными данными [1]. Эти результаты, применением преобразования 
1Радона, переносятся на многомерные уравнения с коэффициентами, не 
•зависящими от пространственных переменных [2]. Достаточные усло
вия корректности задачи Коши для некоторых классов слабо гипер
болических уравнений получены в [3(, [4], [5], [6].

В предлагаемой заметке рассматривается следующая задача 
Жоши:

а(х, О)и=а<1(х)Паи=/(х), |а|<тп֊Ь1, (1)

£>|и(0, х') = 0, к = 1, 2,--., т, х = (х1։ х') 6 V։, (2)

՝де а. (х) имеют ограниченную производную по хх £ [0, /] и бесконеч- 
ао дифференцируемы по х'^Я՞’ при |а| = тп-|-1, ограничены и изме
римы при |а|^7п.

Как известно [7], эта задача поставлена корректно, если в раз
ложении

/п + 1

֊ Рп(х, С) = аа(х)Г = П(^֊Ч), + 1 (3)

числа Х/=Ху(х, С) действительны и различны, когда С=/=0 действи
тельно. В задаче (1)—(2) допускается совпадение Л/ на начальной ги
перплоскости.

Обозначим = (х = (х։,- • •, хп), 0-Сх1-С£| и пусть — ги
перплоскость хх= Л Далее

А = € = ? + (4)
0X1 041

Для любого вектора а = (а։,•••, ап), а' означает вектор (аа,ал).
Для псевдодифференциального (п. д.) оператора А примем

Дп(х) = С ех : а (х, ^')и(х1, «') Л'. (5)

Через АВ будем обозначать обычное произведение п. д. операторов, 
а ДоВ—п. д. оператор с символом а(х, ;') Ь (х, $')• Для оценок 
.используется норма пространства НР։ 4 [6].
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Пусть оператор 6(х, О) разделяет оператор а (х, О). Тогда, 
имеет место тождество |7|

аЬ аЬ — (О/ 4՜ ^Л) т А9 (1 ֊֊ у -С п). ((,)
Учитывая финитность и и начальные условия (2), получаем

2|йе(а (и) УП7)) А' (и, и) Аа(и, и)<ГИх,. (7)

Разобьем последний интеграл на три части
| А0 (и, й^УХ1 = У А՛,1 (и, й) dУXl + 2 уРе(С(ц) Ь (и)) «/Иг, 4֊ |

4-2 ^Ке(а, £>’и 6(и)) |а| < т, (8)

Второе и третье слагаемые можно объединить и записать в виде

2 Гие (а^^'и-б (ы)) </Иг„ |а| < т. (9)

Будем предполагать, что такое объединение заранее сделано и опу
стим индекс 1 при А" и а\л.

Интегрируя по частям, преобразуем интеграл по гиперплоскости 
xj = const

[л1 (и. й) dsx, = |ё а ; б dSX։+ I ё/?։ о dsx„ (to)

где 6 = ՛ Ц)"' и, - ■ - , и), А\ и — матричные дифференциальные опе
раторы порядка 2т и 2т — 1 соответственно. Элементы матрицы 
А] можно выразить через п. д. операторы Лу (х, £)') с символами 
Х;(х, /;'). Тогда символ оператора А1, примет вид

а։(х, B') = Kz(*. 
где

ап(х, Г)== | (—1),+/ Х/.Л/,- • •/чг_։2>֊аХл- ՛

/։••*//•-!•?•* Л"*//—1*^

(11>

Используя треугольное преобразование координат [8], запишем а։(х, Г) 
в виде

аг(х, ;') = с*(х, ;') е(х, ;') с (х, ?), (12)
где

еч ^1-1
1, ՛> т), До = 1, eij = 0 при

Выражение для Д5 в общем случае подсчитано в [6]

A, = det|ar։|f = S П
*z<*y 1

(IS)
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где суммирование производится по всем наборам (к1г к&- ■ ■, ks) из 
чисел (1» При этом элементы матриц с, с*, е оказы
ваются бесконечно дифференцируемыми по х и аналитичными по В7.

Обозначим через С* (х, D'), Е (х, D'), С (х, ГУ) п. д. операто
ры с символами с* (х, В7), е (х, В7), с (х, В7) соответственно.

Лемма. Пусть (х, В7) удовлетворяют условиям

(Х-'ЧхОЫ)1"-”, (14>
Ai_j(x, В )

в՝'?(Ли, Г))|<иИ-”'1. <։։>
(2 <у и)

для каждого 1 = 1,---, т + 1, |₽7|<у, ]-f|<p, с,, с, = const, я|у>0. 
Если коэффициенты уравнения (1) слабо зависят от х', то есть 
для всех и выполняется следующая оценка:

J 0 RJdSx,+ у 0՜{(С*о£оС] — [С*£С]} QdSx, + у СТ. EC9dSx, <

Л 1-2
2 l(Xe։7^)<'-1,(C0O||(X“'‘£>*)’(C9)/|d5r։ (16)

V ^свО
(1<։<т-|-1, у, к = 2,-• • , п),

то существует постоянная с, не зависящая от и, такая, что
У А1 (и, й) dSx, > с у 1(к^ О,)11-" (Св), 1’ dSXi - 

1
-----7 (С0)г (17) 

° д-0
(1 т + 1, 2^у-<п, 2-< Л-С (т ֊+ 1). 

Доказательство. Имеем
У 0 Д}0 </5Х։ ® (Я} 0, 0)Х։ = ([С*о£оС]0, 0)х, =

= ([С*£С] 0, 0)Х| + ([С*о£оС] 0, 0)л- ([С*ЕС] 0, 0)„. (18)

Далее, согласно определению сопряженного оператора [9]
(ГС*£С] 0, 0)Х։ = (£С0, С0)Х։ + (£00, С70).г„ (19)

где С7 — оператор более низкого порядка, чем С.
С помощью разбиения единицы можно .доказать, что при выпол

нении условий (14), (15) имеет место оценка
(£С0, С0)Х1>су |(Хв,> Ру)(,"։,(С0)/|2</5х։-

—- С V к՝^ (С0)*Г (20)
с 3

(1 •< г < т + 1, 2 -Су п, 2-< к < т + 1), 
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где с не зависит от и. Подставляя (19) в (18) и учитывая условие . 
(16), получим требуемую оценку.

Пусть Ь/, (х, £)) (6 = 0,• ••> т)—последовательность операторов-, 
таких, что Ьл+1 разделяет 6л, Ь^ = а (х, £))■ Если некоторая ве
личина, определенная для оператора а (х, О), то обозначим №’ ана
логичную величину для оператора 6л (х, О). При этом й^°= й^.

Основным результатом работы является следующая
՛■ Теоре'ма. Пусть для операторов Ь/։(К = 0, • •, т) имеют 

место оценки типа (17). Далее пусть

1. — Л0" (С, С) < с (14- А) 1(>Лг-11)2('՜1’ ]1(‘л ") <•»*))<1։.

2. а. (х) С’ = 9?л(х, С) (1+АиЛ/-1’ КГ V (х, С) «•)<

(|а|-<т, 1 -С։՛ С т 4՜ 1—А, —1> 0 А<.' т, 2^у-^п),

где Ие С = 0, <р,*ч — ограниченные функции с нулевой степенью од
нородности по С, <։?/> 0, Цх։)-♦ 0 при хг-* 0, АА(х։)>0, ^(х։)^>0 
при х1^-е для любого е^>0, шл = (С™ 1).

Тогда для любого где б—достаточно большая по
стоянная, существует единственное обобщенное решение и £ Нт' 0 
задачи (1) — (2). При этом

\рт‘йи,Уг\^с\СМИг|. (21)

Доказательство теоремы в основном аналогично доказательству 
теоремы 2 в [6]. Сначала докажем, что условие 2 позволяет за счет 
гладкости /(х) по (х2,---, хп) свести уравнение (1) к аналогичному 
уравнению относительно неизвестной функции и, у которого правая 
часть £(х) удовлетворяет условию

С Р0,(22)
и Л (-*1)

где г >0 произвольно.
Пусть •••, стремятся к функции р* (х, С) при Х։-► 0 

(А = 1, 2, • • - , г), 1 <т-|-1 и р» =т4-1, ||*/ — Р/|> е>0. Тогда

Д/ (х, С) > о > 0 и а,у = 0 (։՛ = 1, • • •, г 4- 1), (у = 2, ■ • •, и). Кроме то
го, пусть а/у = 0 для г = г 4* 2, • • •, т 4՜ 1 и / = /и • • •, ]з, в <^п, то есть 
вырождение происходит при х^О и Су,+/= 0,/=1,-• •, п—в, 1шС=0.

Рассмотрим уравнение

а (и) 5= Ра (и) 4- а, (х) £)’ и = /, |а| < т, (23) 
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где р>. штук корней характеристического уравнения оператора а рав
ны р*(х, V), xÇ Выберем ал так, что

(х) с - <?ip (fi 1М)(,_։’ ici)՜' (?' (х, O <•>;)/ (24)

(|а|<т, 0</<г-1),
где суммирование по i = ],..., m + 1 — h и j ~ 2, • • •, п производится 
по тем значениям индексов, для которых = О, а с*’ (х, С') в опера
торе а! то ze, что и сл (х, С) для а. Легко показать, обычными ме
тодами, что задача Коши для уравнения (23) с нулевыми начальными 
данными поставлена корректно и выполняется оценка

\Dm'0 и, Sx,|s < с |£>°- И,, I». (25)

Из условий 2 и (24) следует, что (а — а՜) (С) стремится к нулю при 
Xi -♦ 0 с некоторой скоростью X6 (х։), А]>0.

Отнимем из уравнения (1) уравнение (23) и обозначим иг=и — и'

а (uj = а (и) — а (ц), (26)
;где

Г 7Г^~ 1(а' - “) “|։ dV’֊ < 1°’’ ' /• И,, I-.
J £>14x1)՛

С другой стороны 
a' (uj = а' (и) — а (и), . (27)

поэтому

\Dm՝ ° в1։ | < с \D°' m (а' - а) и, | < СХЬ (Х1), (28)

где последняя постоянная зависит от и. Продолжая аналогичным об
разом, получим, что задачу (1)—(2) достаточно решить в классе 
функций g(x), удовлетворяющих оценке (22).

При условиях теоремы с учетом оценки (17) получается неравенство 

J I(k։‘> D/-J) (Сл (х, D՛) ел),|։ dSXt <

< с f |(Хв?>О;)"-1’ (Сл (х, £>') eft)d։ dvX։ + cV (Ж1) |£>°- 7, Иг, 1« (29) 
J A

(1 im + 1—A, 2-СУ'Сл, A = 0,•••,m).
Используя лемму об обращении интегрального неравенства с неинте- 
грируемым ядром [1], получаем требуемое неравенство (21), из кото
рого следует единственность и устойчивость решения. Существование 
решения может быть доказано, например, с помощью обычной проце
дуры осреднения. Дифференциальные свойства- решения и получаются 
дифференцированием уравнения (1).

Пример. Рассмотрим уравнение йторого порядка и сравним 
условия теоремы с ранее известными результатами [10], [2], [3], [4]
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£>? и — 2аи (x) D։D/ и—а</(х) D, Dt и+ах (x)Di u+ai (x) Dt u+ a0 (x)u = /

(30) ■ 
ч (i, j = 2> • • •» л).

Условие слабой зависимости коэффициентов уравнения от х' (16) не 
накладывает ограничений. Энергия имеет вид

J.41 (и, и) dSx,= J {|Z>։u— au Di а\г + (аи ay + ay) Dm- D/и} dSx, (31) 

(i, j = 2» •••>«)•

Пусть выполнены оценки
с/2՞' М* С (“>' аО + a‘j) О r՝J < с2 Х2“7 |С/|’,

А (ап а։/ + ау) С/С/< с -- ■ ՝к՝1 Щ։,

(а։г а։/+ а//) С/С/< с X2՞7 |Cy|’ ImC’=0, (32)

(г, 7 =2, -.,n),

где ay > 0 (к = 2, • • •, п), X (х։) ֊» 0 при х։ -> 0, X (хх)>0, D^k (х։) > 0 
при е > 0 для любого в > 0.

Тогда, если ввести обозначения

<*i — а»+ 4՜ Djaib (33)

a i г= ai + A au + an D/ ау + Dj oyi (i, j = 2, • • ■, л), 
то условие 2 на младшие коэффициенты примет вид 

~ — /DW'ia, q+ ai С/ = «h (x, С)(Cx - au C,) + ?2 (x, C) (} л*' C/, (34)

laoi -C const (2 -С л), 
где »j и ф։ — ограниченные функции, а 8/ = 0 при at = 0 и 8/ = 1 
при at > 0.

В работе [10] рассматривается задача Коши с нулевыми началь
ными данными для уравнения

D^u -|- 2BDxD։u + AD}u = aD2a + bDxu + cu +/, 

A։(xx, x։) = B= —Д>0, xx>0, Д( + 0, x2)>0. 
Корректность задачи зависит в основном от поведения функции 

a - где а1 = а-ьв + + £>ХД + В (D2B + £>։Д), a, = “i֊

—2(£)1Д + В£)2Д). Условия (32), (34), по существу, совпадают с на
кладываемыми на a ограничениями. Если коэффициенты уравнения не 
зависят от х', то условия (32), (34) совпадают с результатами рабо
ты [2].
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Условие (34) согласуется с условием Олейник [3] для уравне
ния с ап^=0 в случае, когда /(х1)~'х[. Сравнение с условиями кор
ректности, полученными в [4], показывает, что условие [34] имеет 
иной характер.
Ереванский государственный
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' Ա. 2, 2ՈՎ2ԱՆՆ1՚ԱՏԱհ. Աոշու խնդրի մասին բարձր կարդի թույլ հիպերբոլական հավասարում
ների Տամար (ամփոփում)

Աշխատանքում քննարկվում է Կոշոլ խնդիրը բարձր կարգի թույլ հիպերբոլական հավասա
րումների համար։ Ենթադրվում է, որ խարակտերիստիկ թվերի տարբերությունը ձգտում է զրոյի 
սկզբնական հիպերհարթությանը մոտենալիս։

Ապացուցվում է Կոշոլ խնդրի լուձման գոյությունը, միակությունը և կայունությունը, երբ 
հավասարման ցաձր կարգի անդամների գործակիցները բավարարում են որոշակի հանրահաշ. 

լվական պայմանների։

A. H. HOVHANESIAN. On the Ghauchy problem. fer high order weakly 
hyperbolic equations (summary)

In the paper the Chauchy problem for high order weakly hyperbolic equation» 
s considered. Under the assumption that differences of characteristic number vanish 
>n the initial hyperplane and the coefficients of low order terms satisfy certain al
gebraic conditions, the correctness of the Chauchy problem is proved.
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