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Г. №. АЙРАПЕТЯН

О БАЗИСНОСТИ НЕКОТОРЫХ БИОРТОГОНАЛЬНЫХ 
СИСТЕМ В КОМПЛЕКСНОЙ ОБЛАСТИ

В недавних работах М. М. Джрбашяна, посвященных вопросам, 
представления ядра Коши и решению интерполяционных задач в клас­
се Н2 Харди (см. [1] и [2]), были построены՜ биортогональные систе­
мы, порожденные произвольной последовательностью комплексных 
чисел (1а;|<1)> подчиненной лишь условию

2(1-№)< + «>. (1)

С системой рациональных функций (гА(г))“, где

п(я) = ^-Ц'***1 (*^1, 2,...) (2)
(1 — а* г) *

»
и 5* > 1 — кратность появления числа а* в совокупности {а .}* при ус­
ловии (1), ассоциируется система {2^ (г))։“ аналитических и ограни­
ченных в круге |г| < 1 функций, биортогональная с нею на единичной 
окружности.

Каждая из биортогональных систем {гй (д), 2|к(я)}1“ не замкнута 
в метрике пространств Харди /7р(|1 со). И в связи с этим 
М. М. Джрбашяном в работе (1) был поставлен вопрос об исследова­
нии базисности этих систем в подпространстве Хр (а;) с Нр (1 < р<^со) 
их замкнутой линейной оболочки.

В работе автора [3] была установлена баэисность этих систем в под­
пространствах Хр [а;) (1<^р<со) в том частном случае, когда все числа- 
последовательности (а,)“ отличны друг от друга и удовлетворяют 
условию отделимости Л. Карлесона [4]. Эти результаты в другой ра­
боте автора [5] были распространены на подпространства Хр ш*] 
классов функций Ер (1 < р<^ ос), аналитических в односвязных обла­
стях с границей Г типа Ляпунова.

Путем определенной модификации системы [24(г))։“, в работе [2] 
была построена другая система (2*(х)]Г , также биортогональная с систе­
мой (г* (л)]]" на окружности |г| = 1. При помощи этой новой системы 
М. М. Джрбашяну удалось установить результаты исчерпывающего 
характера о существовании и явном представлении посредством си­
стемы (2* (2))Г решений интерполяционных задач вида

/и)€Н։,/(,>-‘Чау)=ь 0 = 1, 2,...) (3)
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для узлов (ву)” ограниченной кратности р = sup |st) <С. -|- 00 и при соб- 
л>1

людении условия обобщенной՛ отделимости

inf П I —■/~Я* | = 8>0. (4)
*>։«/*«л1 1 — ау«* |

В настоящей статье, существенно опираясь на некоторые основ­
ные леммы и теоремы работ [1] и [2], а также на известную тео­
рему Н. К. Бари о базисах [6], исследуется вопрос о базисности пер­
воначальной биортогональной системы {/•*(*)> 2л (г))Г М. М.'Джрба- 
шяна в подпространстве X, (ау) с Нг при тех же условиях (4) и 
р = sup {s*} <+ СО.

Эти результаты распространяются далее на подпространства ти­
па К, |(?(+>; шй), являющиеся замыканием в метрике Д>(Г) другой не 
замкнутой в биортогональной на границе Г системы простейших 
рациональных дробей с полюсами в точках последователь­
ности {и>у)Г £G(+>. Эти системы, являющиеся существенным обобще­
нием полиномов Фабера, также были введены М. М. Джрбашяном в 
работе [1].

В § 1 статьи даются формулировки ряда лемм и теорем изве­
стных ранее, на которые мы существенно опираемся в дальнейшем. 
Здесь, в частности, приводится определение класса а։ |яу) как подмно­
жества функций из Н2, допускающих моногенное мероморфное продол­
жение из круга |z|<l в ее внешнюю часть |z|^> 1.

В § 2 доказывается, что условие (4) необходимо и достаточно 
для того, чтобы биортогональные системы функций (гл(г), 2л (z]f об­
разовали безусловный базис (теорема 1) в )֊j |я*|.

Далее устанавливается, что (разумеется неединственное) решение 
интерполяционной задачи (3) не только представимо в виде ряда

(5)

по системе (2у (г)) Г, как впервые было доказано в работе [2], но и в 
виде ряда (теорема 2)

/о («) = 2 ТУ2/ («)• (6)

При этом оказывается, что такое решение обладает важным 
свойством, оно является единственным из решений задачи (3), обладаю­
щим минимальной нормой в Н2.

Наконец, устанавливается также, что соответствующие разложе­
ния произвольной функции/(z)£Xj {а*} сходятся равномерно к этой же 
функции в области СК, где К—замыкание множества точек (1/։*]“.

В заключительном § 3 рассматриваются аналогичные вопросы базиса 
.по биортогональным на кривых типа Ляпунова системам рациональных
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функций (*)|”» о которых упоминалось выше. Оказывается, что 
как и в случае круга, здесь также каждая функция из класса «։*)
допускает моногенное мероморфное продолжение из области в
область ее дополнения, а также разложение по системе
(/п(’^(д))Г в среднем по границе Г, и равномерное внутри множества 
С(+,иС(-,\ {“»/)։".

§ 1. Предварительные сведения и леммы

1.1. (а). Пусть 'ау| ” (0 < |ау.| 1) — произвольная последователь­
ность комплексных чисел, среди которых могут быть и числа произ­
вольной кратности.

Обозначим через $* > 1 и р» (и) кратность появления числа а* со­
ответственно на отрезках (ау.)£ и |ау.)՞. Всюду дальше будем предпо­
лагать, что наша последовательность удовлетворяет условию Бляшке

За-;«*!*)<+«о.
А=1

(1.1)

Из этого условия очевидно следует, что при любом (1<^А:<^ос) крат­
ность появления числа а* во всей последовательности будет конечной, 
причем очевидно, что s* р* = р» (оо) со.

В этом предположении нашу последовательность |ау) ~ отнесем к 
классу Ар, если

sup рл = р < + со (1.2)
1< * < «

и при некотором 8 (0<^8<^ 1) соблюдается условие Л. Карлесона

Д/ — «а
1—ауа*

= 8. (1-3)

(б). С последовательностью {«.Jf ассоциируем ее функцию Бляш­
ке

B(z)= (1.4)
/_} l—ajz aj

а также функции

Вп& = П (п = 1, 2,...).

Следуя работе [1], введем в рассмотрение системы функций 

г* (г) = 1 (к = 1, 2,...), (1.5)

(1 —

_ ^(г) ‘ * Ду (а*)
(s*֊l)I Л (г_влр-^'-’ (1-6)(* = 1, 2,-••),
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а также

2Л, л (а) =
Вп(г) ’* ал,Дал) 

(«*—!)։ (2 —а*)/’*(л)-,*+1՜’
(Л = 1, (1.7)

где <1' ( (г —я»)р* 1
I В (г) /*-’* (V = 0, 1, 2,-••), (1.8)

, 1
а’(а*) = ՜^-

ая,,(а>) = -*■ XI ■֊*(^ = 0, 1, 2,-..). (1.9) 
V՛ </г I Вп (г) )*=•»*

Для дальнейших наших целей необходимо рассматривать также систе- 

МУ (г»(а), 21, (г)|Г, где

7*(г) = (1 ֊ 1а*|։)‘*"1'а гк{г), (1.5')

24г) = (1 ֊ №)'/’՜"* 2* (*)• (1.6')

Следующие теоремы, на которые мы будем существенно опи­
раться, были установлены в работе [1].

Теорема А. Система функций |гА(г), 2*(г))“> а также

[г*(Д 2*(а))Г биортогона льна на окружности |/| = 1 в следующем 
смысле:

1 Р ____ 1 С — — , ( 0 V =7^= £2^] М*)а*(01Л| = | п(<)2*(/)|л| = г», ,= ( х ՝ = /с (1.10)
«1-1

Теорема Б. Для произвольных значений переменных г и С и 
для любого п (1 <. п <С. 00) справедливы тождества

1 V, "о /Г\ ( > I (՝) ■®Л (2) и 11 \
------— = л »Л. *(С)г*(х)4------------ 3-------- (1.11) 
1֊Сг 1֊Сг

В работе [2] М. М. Дгкрбашяна была введена в рассмотрение си­
стема функций (2й(г)|Г, являющаяся модификацией системы '2*(а))Г > 
также биортогональная с (г*(г)}“ на окружности |я| = 1. Там же уста­
навливается следующий результат (см. теоремы 1 и 2 [3]).

Теорема В. Пусть и (“/“ — произвольная после­
довательность, удовлетворяющая условию

2 1ТЛ1-1«/)’'-'՜1 < 
/-։ .

(1.12)

тогда справедливы следующие утверждения:
1°. Для любой функции f (г) £ Нг имеет место неравенство

2(1- 1/^-1’(«;) р < СИЛ
/-։

где С не зависит от /.

(1.13)
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2е. Существует функция /0 (а) £ Нл, являющаяся решением 
интерполяционной задачи

^-1)(«Д=Т/ (>1, 2,---). (1.14)

3'. Функция /о (г) представима в виде суммы ряда

/о(^) = 2т;2;и), (1.15)
/“1

сходящегося равномерно внутри |г| <О и в метрике А2 на |г| = 1.
В дальнейшем нам понадобится еще одна лемма, полностью .эк­

вивалентная лемме 1.6 работы [2].
Лемма А. Если то для коэффициентов (1.8) спра­

ведливы неравенства

|а. (а*)| < а. (о, р) (1— | а*|։)Рк՜' (0<м<р*, 1<&<оо), (1.16)

где а (5, р) — некоторая постоянная, не зависящая от ч и к.
(г) . Обозначим через //2(/7(т)) класс голоморфных в —■ {г;

\г\ 11 функций, принадлежащих известному классу Н3 Харди, а че­
рез /Л[(2)(՜’) — класс голоморфных в = {г; 1д|>1} функций, пред­
ставимых в виде

Р (я) = ?(1/г), г(^-\

где Г(г)6Я2(Р(+)).
Как известно, классы Н2([У}) и Л72(/><-)) становятся гильберто­

выми пространствами, если ввести скалярное произведение следую­
щим образом:

(/> г) = - С /(0?<ё)кЛ1,
2я з 

К1-1
где/(^) и (С) — предельные значения функций У (г) и у (г) по нека­
сательным направлениям.

Для каждой функции /(я) //2(Р’н)) введем в рассмотрение по­
следовательность функций

яя(/; *) = —֊ ( ֊,֊'• >ея|+) (л = 1, 2, - ), (1.17) 
2 J Ип (У * — 2

1:1-1 ■ . } 
а также функцию

Ж/; *) = ֊^4 С ֊ ֊ > (1.18)
214 о 5(9 С —X 

1:1=։ • •
Справедлива следующая лемма (см. [1]).
Лемма Б. Пусть — произвольная функция* 

тогда
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1°. Кп (/, г) С нг (£>(+)) (п = 1, 2,.. •R Ц, г) с нг (£>{+)),

2О- Пш !/?„ (/; г)- R (/; г)|| = 0. (1.19)
Л-* о*

(д) Введем в рассмотрение следующий класс функций (см. [6],[7]).
Обозначим через Кг (а*) класс функций/ определенных вне точек 

окружности |г| = 1 и удовлетворяющих условиям

1. /(г)(Я։(О(+|), г(Е£>(+),

2. /(г) = В(г)/(г), 7(оо) = 0, 7(г)^/4(£>( )), \

3. Угловые граничные значения функции /(я) изнутри и извне 
•окружности |х| = 1 почти всюду совпадают.

Следующие леммы доказаны в работах [3] и [1].
Лемма В. Для того чтобы функция /(г) ) принад­

лежала классу необходимо и достаточно, чтобы выполня­
лось условие

Г (1.20)
3 В(() 1 — г

1'1 - 1

Лемма Г. Любая функция /(г) 6 ^։(^(+>) допускает пред­
ставление вида

/(■г) =/1(г)+/2(г),
причем

где
Л (г) € Ц {«*}, А И = В (я) /2‘ (г) е Я։(Р(+’),

1/Т-1

/2 (г) •= у-. (
2 -кг 1( 5(0 /—г

Лемма Д. Пусть /(г)€^(а*1 и 1>(®*) = 0(Л =1, 2,• • •), то­
гда /(я)=0.

Теорема Г. {8]. Пусть системы функций. [?я}7, <р„££։(0, 2«) 
к {ф„}“> Фл€^<։(0> 2«)(п = 1, 2,-) составляют полную биортого- 
нальную систему в некотором подпространстве пространства 
£,(0, 2 к). Тогда последовательности {т,։)“ “ {'МГ образуют без­
условный базис в том и только в том сл'учае, когда 

ЗКЛ ?п)1’О « 
л=1

2К/, фл)1։<°°.

где /—произвольная функция из этого подпространства.

§ 2. Разложение по биоргогоиальным системам (М*); 24(*)1г

(2.1) (а). Лемма 2.1. Системы функций (гА(г), (г))1* и, сле­

довательно, также системы [г* (г), 2*(г)}Г, принадлежат клас­
су >֊2
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Действительно, применяя лемму В имеем

так как
Г»՜1

(1—fi*/*

г* (О _d[_ 
B(t) t-z

t*»՜1______ 1 dt
(1—fa*)* B(t) t — z

0,

B(ö(f-z) = 0(l'|։) "P"
Аналогично доказывается, что 2* (с) {«*)•

Лемма 2.2. Системы функций |гА(я))՞ м |2*(г)]]“ и> следова­

тельно, также системы |гл(2))", |2л(г))~ полны в л2{а*).
Доказательство. Пусть ^г)^\ {а*) — произвольная функция* 

тогда по формуле Коши имеем

2« J С-г 2« J 1-(, 
У-։ 1С|

|<К|.

Применяя формулу (1.12), получим

/ W = 2 4Л) (/) rk (z) + [-Ж JL. ,
ь—1 2 J 2?л (С) С — z

|C|-J 
где

<n) (/) - — f /(0 27TK) 1Л1, (2.1}
z « J

14-1

так что доказательство полноты (гА(зг)}~ следует из лемм Б и В.
Пусть теперь Ф (/) = (/, g), g£l։{aÄ]—некоторый линейный функ­

ционал, удовлетворяющий условиям

Ф(й*) = (2*; g) = о (к = 1, 2,- • •). (2.2)
Согласно определению класса X, |а*| на окружности |<| = 1 имеем 

где ;(г)€я։(£)<+)).

Применяя лемму Д, получаем

Г g«) dt = fg(l/Q dt__ fD(+ 
J Bit) t-z J t t-z ■

I 'M p.-i
где

B(Z)= f] M
*_i 1 —a*«

так что g(z)€^(a*J- Теперь из (2.2)-имеем

(s, 2‘) = А ( г 2.1Л I = - ------- X
2Г, J (s> — 1)J 2 irr



140 Г. М. Айрапетян

\ - р*-**-’
X 3 г- (‘*' (* = 1,2,—)• (2-4),_0 (р* —S* —v)l

Но учитывая, что ао(а»)У=О (Л=1, 2,---), из (2.4) заключаем, что

(at)=o (Л = 1, 2,-- )-
Так что, в силу леммы В будем иметь # (г) = 0 и, тем самым, лемма 
доказана.

(б). Лемма 2.3. Пусть {%)։“ удовлетворяет условию (1.2), 
тогда

о<с1<ы<с„
где 0< Си С2<оо—некоторые постоянные, не зависящие от 1с.

Доказательство. Для каждой функции г/( (.г) имеем

ь >- 2„ ( Г I1-GJ“* ' ч

- 2* Ц |1-С«Т |1֊Са*р-21 Ч

;xw*’,ri °*1)!>

Г1-1
так что, учитывая условие (1.2), получаем

ИН<2р-10’-1)1 < + ~.

Теперь, обозначая <р* = arg а*, оценим величину |]r*J снизу. Мы имеем

_ (ä -и՛ f (±Lt*i!£rl d) > -in х
— К

х f ' (i-W)’Y .>5-.X
J (l-|«d։)։4-4sin։^ 2n

|8-Ф*|<1-[«*(•

хfa-'iin*’* </8>5՜'* (s* 1)|>5՜'’
J v1 1а*1. >

и лемма доказана.
Лемма 2. 4. Пусть (аь)"(-Лр, тогда для любой, функции 

/£//2(£)(+>) справедливы неравенства

ЗКАп)1’<«> и зк/, 2»)|«<оо. (2.5)
*-1 '
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Доказательство. Пусть НДО՛,), тогда согласно теореме 
В имеем

2К/, ;.)1- з|а -

<[(/>֊!)!]’ 3 (1 - + «•

Учитывая теорему Рисса 4 и (1.6), будем иметь

231« = у [ /С) </:

" 1 (1 — 1а*1։)>/3-։* Р*-** 12

I где
/,(։) = 2^ СсяПБ

д г-1 л ч о (1/4) ч — г
К|-1

Теперь, пользуясь леммой А и теоремой В, получим
го за Рк~^к
2К/. 2А.)|։<ра(г,р)2 2 (1-№)2/,А-2'֊24*+։|//’*-’-^(М|’<

*>=։ -о

<Р=а(*, р) 2(1-|а*|։)2Л‘~1|/,*_1) (а7*')1=<+оо.
А-1

2.2 (а). Теорема 1*. Для того чтобы системы [г*; 2*}” обра­
зовывали безусловный базис в необходимо и достаточно,
чтобы {<։*)"€ Ар-

Доказательств о. Утверждение о достаточности следует из 
теоремы Г и лемм 2.2 и 2.4.

Теперь предположим, что (г*(г))“ является базисом в Х։ (а*). То­
гда по теореме Банаха [9] имеем

|2*1<СН (1<*<оо), (2.6)

где С(0<.С<^оо) — некоторая постоянная, не зависящая от к. При­
меняя неравенства (2.6) для тех к, для которых s* = рк и учитывая, 
что при таких к

2, ы = <1- 1-1‘)1Я 1 ,
(р* — 1)1 I՜] а/ _а* 1а>1 z—ак

 •»>*«* 1—в/
• Учитывая теорему Банаха [9] о базисах нетрудно доказать, что если 

sup ։։ = оо, то системы (1.5'), (1.6') не образуют базиса в Х։ {<։*}.
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согласно лемме 2.3 и (2.6) имеем

так что

п Я/—Я>

1— я«*
и теорема доказана

Теорема 2. Пусть (я*)" £ и («м)Г некоторая 
вательностъ, удовлетворяющая условию

последо-

3 (1-|а*1։Л*՜1 |№*|«<оо. (2.7)
*—1 

Тогда
Г. Существует единственная [функция /(г) О֊г !&к] такая, 

что
/•*-։> (аА) = те* (к = 1, 2, • • •) (2.8)

и допускающая разложение

/(я) = 2 то* 2* (я). (2.9)
*—1

2°. Функция / среди всех решений интерполяционной задачи 
(2.7) имеет минимальную норму.

Доказательство. Согласно теореме В, в классе //։(/У+)) 
существует функция удовлетворяющая условиям (2.8). Но по 
лемме Г указанная функция допускает представление вида

^(г) =А(-г)+/։(«)> г^Д(+),
где

А(*)€ЧЫ и /։(я) = В(я)/а(я), Д (я) £Нг (£><+)).

Поскольку Л'*-1)(а*) = 0 (к = 1, 2,•••), то функция /(я) =Д (я) С Ч(“*1 
также удовлетворяет условиям (2.8). Поскольку {я*}~ £ Ар, то по тео­
реме 1 наша функция / (г) 0֊г {я*) допускает разложение

/(*) = 3 Л (/) 2* (г) =3(1֊ |я*|։)1/2՜'* * (/) 2* (я) =
*=1 *-1

= 3/,*-1)(а*)2*(^ г€£>(+).
Л=1 

где

л (/) = (/. г*).
Единственность функции /(я), подчиненной условиям (2.8), следует из 
леммы Д.

Утверждение 2° теоремы непосредственно вытекает из леммы Г.-
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Следствие. Пусть / (г) — любая функция из класса Нг (£)(՜’). 
Ты да имеет место представление

/м= ( 4^-—՛2ерМ-

*-։ 2 кг В (С) С —г

(б). Лемма 2.5. Пусть /(г)^Нг(П՛ >), тогда ряды

У1с^/)г,(г). сьЦ) = Ц, 2Ж), (2.10)

2А(г) (2Д1)
4^1

сходятся абсолютно и равномерно вне замыкания Е множества 
точек jF={1/«*|i.

Доказательство. Пусть Fc. СЕ — некоторое замкнутое мно­
жество и р = р (F, Е) есть расстояние множеств F и Е. Поступая 
также, как и в лемме 2.4, для коэффициентов (/, 2*) получим оценку

Pk^sh
le* (/)l = I (Л 2*)1 <ра (S, р) 2 (1-|а*|։)Pk ~ (â*)|, (2.12)

»=о
где /♦ (z) определяется по формуле (2.6). Заметив теперь, что 

max|r* (г)|=Ср(Е, /)<^оо,
*6^

так как sup s* — P<Z°°> из (2-12) будем иметь

|c*(/)r*(z)|<C0 2 (l-|a*|«f* ’ i//'*"’_il)(â*)|,

где C0 = pa(S, p)Cp(E, F). Отсюда применением неравенства Гельде- 
ра, в силу теоремы В получим

— — Pk~sk
2 2 Г«*к

*=i *=i .=o

<C{ 2<1-Ы։)}։'2Ч2<1-|«*11)։'*“11Х'*՜1’ («*)|։}1/2< + со 
*=1 *-l

и, тем самым, утверждение о сходимости ряда (2.12) доказано.
Обозначив теперь

к9 = шах {&},
«*€F

очевидно будем иметь к0 + со, и поэтому
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inf \z — а*|л = р*,>0 (n = 1, 2, •••» p*)i
*&+1

поскольку sup pi, ~р<Гоо. Но тогда из леммы А следует, что 
♦>։

/°*՜11 гЦйТ, | < №■' <։֊W)V'՜" Ml-
(».-1)1 £ (.-«.)“ (21з֊)

С другой стороны, пользуясь неравенством Гельдера, в силу теоремы 
В легко выводим, что

2 (i-№)'*l/u* ։)(а*)К + °о- 

Л-1

Отсюда, в силу (2.13'), вытекает равномерная и абсолютная сходи­
мость ряда

г («*)
1 'У «, («,) 

(».-1)1 Д
*-*. + 1

на Г и, следовательно, утверждение о сходимости ряда (2.11). 
Теорема 3. Если {«*)Г€ДР> т0 Для любой функции /we

7-2 {«*) справедливы разложения

f(z)= % Ck (f) Г„ (z), z 6 CE, (2.13)
*—1

f (z) = 2 Л՜1’ (a*) 2* (z), Z e СЁ, (2.14)

где с*(/) определяется единственным образом по формуле (2.11).
Доказательство. Рассмотрим последовательность аналити­

ческих в функций
Гт = 'о4т2 с* (Я Гк (Кт < со).

в (*) 1

Согласно теореме 1
Нт || Гп,—//В| = О, /И-*-ее

так что последовательность [Тт^)]!՞ равномерно сходится в £)(-) 
к некоторой функции Е(г) (£>(-)). Г(оо)=-0 и почти всюду на ок­
ружности |х| = 1 выполняется тождество

/(г) = В(г) Г(я).
Тем самым справедливость разложения (2.13) установлена для мно­
жества Е \ Е. Справедливость разложения (2.13) в остальных точ­
ках следует из теоремы 1 и леммы 2.5. Аналогично доказывается и 
(2-14).
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§ 3. Базисы рациональных функций в ограниченных областях

3.1 (а). Пусть G( } — односвязная область, ограниченная спрям­
ляемой жордановой кривой Г, a G{-) — дополнение замыкания обла-

у сти G
Через w = Ф (г) (г = Ф (го)) обозначим функцию Римана, отобра­

жающую область G( 1 на D՛ 1 с условиями нормировки Ф(ос) = оо, 
1Фх (°0) 0’

Пусть, далее, {‘%!“ — произвольная последовательность комплек­
сных чисел, лежащих в области G1 \ Обозначим через s* и р* крат­
ность появления числа оз* соответственно на отрезках ’о։,)* и Ну]“* 
Определим другую последовательность {а*(о»))։", полагая

я* (ш) = [Ф (оз*)]՜1 (А = 1,2,...). (3.1)

Нашу последовательность отнесем к классу Кр, если при некото­
ром о^>0 и р<^®> выполняется условие

sup р* = р,

2((1 — |Ф՜' (w*) D = 2(1 — Iя* (ш)1®Х-ь оо,
/г=1 *=1

(3.2)

(3.3)

inf п I=inf п
А --  ф ։ ((.Оу) Ф 1 (Wjfc) A>1 ay (oj)

я/ (ц) — я* (щ) 

1—аДоз) а* (оз)
(3.4)

(б) . Функцию / (г) отнесем к классу £2(С<+)), если она голо­
морфна в С(+) и/(®(ш))^/72(£>'+)), где ® (го) —риманова функция, 
отображающая £)(+) на С(+). Класс £а(С(+)) является гильбертовым 
пространством с нормой

где /(С) суть угловые граничные значения функции /(г) на границе Г 
области С<+). Аналогично определяется и класс Ег(С^). Известно, 
что

[•]з'(™)]1ЛЧ #2(£>‘-)) и [Ф'(г)]1/2 (С1՜’). (3.5)

Введем в рассмотрение системы функций (см. [1])

(*=1,2,...). (3.6)
2՜! 4 Ь — «

(к =1, 2,-..), (3.7)

которые составляют биортогональную на Г систему в смысле 
321—4
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га-.ГрГ/”(С)т'1/։,(С)Л = Зл* = Р Р ,k (3.8)' 
2 к/ J ( 0 р =/= к.

г
Там же доказывается, что тп1*/2)(я) (Л=1, 2, •••) являются главными ча­
стями функций

ф2«(х) = г*(Ф(х)) [ф' (z)]1/։

в точках о>* (к = 1, 2,■••) и, тем самым, имеют вид

Л* а<*>
(я) = 2 . J ~j (* = 1, 2, • • •) (3.9)

(« — ш*)

для точек w* =£ оэ и

«* -։
т<։/2) (г) = 2 bj^ z при ш* = со. 

/-и
Отметим также, что система рациональных функций [m{W (z)]- 

представляет собой существенное обобщение известной системы поли­
номов Фабера (см. [1]).

(в) . Рассмотрим голоморфную в £>(-) функцию

7.։/2 (w; z) = . z 6 G(t).<b(w) — z

Лемма 3.1. Пусть [«»*) “ С Кр, тогда при каждом z £ G(+) спра­
ведливо представление

У-гр (w; z) = [У (w)]։* 2 рГ (ф(w)) тГ' (z) + Г z} dt, 

w-t
(3.10) 

где ряд сходится равномерно относительно w внутри £)( } и по 
норме L, на окружности |w| = 1.

Доказательство. Сначала докажем, что при каждом 2£G(+> 
как функция от С, Ля (С; г)=1/СХ1/2 (1/С, z) ^/7։Р(+>). В самом деле, обо­
значив rf(z) = inf|C — z|, для любого |ш| =р^-1 будем иметь

С£Г

H(w)-z|>rf(z). (3.11)
Поэтому, учитывая (3.5), получаем 

2ж 
lim sup f |XI/։(pe/9)|։rf6< 

p.i+o J 
0 

2k

-< [rf(z)] ՜2 lim sup ( |ф' (pe/0)| rf9 < co, 
P-i+o J

о 
откуда, ввиду (3.11), следует, что х;/2(с; 2)e//2t/>+)).
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Теперь, применяя следствие теоремы 2, получим следующее раз­
ложение:

7.Й (С; ») - 2 2* «) 7՜»'*■”(«.; х) + ’ (ЗЛ2)

где ряд сходится равномерно в области О1 1 и по норме £» на ок­
ружности |'1 = 1. Но если учесть, что

„и ы = > Г М.ФС)][Ф-га])” л =
и ч — г

(5*-1)! г [ф'аюГ2
— I ■ ----- ----------- ---------------- ■ пт

2 «г ]«(| (1/0֊ *)(<-«*«* 
/А-1

/•1/2 (Я* (л); г),

то переходя к сопряженным величинам в (3.12), учитывая, что 
5(С) = 5(1/9 1 и при |С| = 1 /-1,2(/; = г), а также, заменяя
С՜1 на и», получим (3.10).

В качестве следствия леммы 3.1 отметим следующее разложение 
ядра Коши:
1֊ = V р^’ (С) тГ\г) + ֊1֊ Д[Ф(ч)те]\ (3.13) 

(^-г)(Ф(0-Ф(7)))

которое является предельным случаем теоремы, установленной в ра­
боте [1] на тот случай, когда [ш*)Г £ Кр.

3.2 (а). Теорема 4. Если то любая функция / (г) С
£ Е2 (б<+)) допускает разложение

/(*) = % С„ (/) (*) 4- -Ц Г ] (<)]1/2 г Р֊; Л,

2 Л * В (*) \ * /
|‘\ -1

(3.14) 
яде

с‘(/) = 2^- / 7 (С) р*т (С) (3,14/)

Г

г (ш; х) = ֊1֊.[ 7֊^^ Л € Н2 (£>(+)). (3.15)
2 3 (у (#) — г) (1— /ги)

Доказательство. Поскольку 

У(^) = 1 Г /(9 
2кгЗ С — я Л,

то утверждение (3.14) следует из разложения (3.13). В свою очередь 
утверждение ^.15) вытекает из теоремы Рисса [4], если учесть, что 
при фиксированном г £ С(+), 5. (<) [՛/ (0]1Л/(Ф (0 — г) С Д>.

Обозначим через ш*) класс функций / (я) (С(+)),
удовлетворяющих условию



148 Г- М. Айрапетян

г/[? (01 [Г (0.Г г (1/<; г) л=0> г € а+у (316)
2“^1 .) 1И \~)

|/|-1
Легко проверить, что (г) {С<+։; ш*| и после того, как

докажем теорему 5, будет видно, что Х։ {Ф+); <о*} есть замыкание 
системы функций {т^т (г))։" по норме А։ (Г).

(б) Введем следующее определение. Кривую Г отнесем к классу 
М и будем писать Г £ М, если сингулярный оператор

5(ч; /) = — ЛО С 4(Г)
4*1 2 4— ч0 

г

является ограниченным оператором в ^(Г), то есть

||5(СО; /жад 
где К — некоторое число, не зависящее от /.

В частности, как доказал Б. В. Хведелидзе [10], в класс М вхо­
дят все кривые Ляпунова. Позже это включение было установлено 
для кривых более общей природы (см. [11]).

Нам понадобится следующая теорема [12].
Теорема Е. Если Г^М, то для любой, функции /(£)££, (Г) 

интегралы типа Коши

?х(г)=ХСЖЛ, ?-(2) = А-
3 ч — г 2 к/ I С — г
г г

обладают следующими свойствами:
1.?+(2)е£2(С(+)), <р-(*К£։(а(-’),
2. Имеют место неравенства вида

где А — постоянная, не зависящая от
Лемма 3.3. Пусть Г£Ми {шл}~ ^Кр. Тогда для любой функ­

ции /(2)6^!^(։); “*} последовательность функций

Зт (С) = 2 С* (/) т(*1/։) (С) (т = 1, 2, • • •) (3.17)
Л-1

является слабо сходящейся в пространстве Еа (Г).
Доказательство. На основании теоремы 4 в силу слабой 

компактности пространства достаточно установить ограниченность 
норм последовательности (5т (С))Г в/^Г).

Пользуясь известной теоремой Хана-Банаха можем утверждать, 
что

(С)( = аир I /֊. С 5. (С) г (С) л . 
Й£гР12-')

Но из (3.17) имеем
֊ С 3„ (О б С) = 2 СИУ) А- С 3 (С) т^} (С) сК =■- 2 С* (/) £>* (?),
2 ? *-1 2 *г V л-1г г
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элде
Ок = 7Т- I * (’) т (') (£ = 1, 2, •). (3.18)

г
Теперь из (3.14՜) и (3.7) имеем

'*<Л -27/1гГО “фи՜2*('й))л = Г/<«<Мт“2йЗк
'' о

Сак и при доказательстве леммы 2.4, здесь также получаем
рк~5к

СкЦ)\<К 2(1-|а* (Ч|։)₽'“՝|/'/’*_'-3*> (а*(ш))|, (Л=1, 2,---), (3.19) 
о

‘де
1 Г /<♦ (1/9) [У (1Д]И л

2«-.) ։в(вд ։~6։( )•

Для чисел Ек (8), применяя теорему Е и формулу (3.6), имеем 
л ы=л СIЫI ( л I л _

2”г .1 I V1 С — г Г г '
= ֊֊. [ 8 (г) Еф (*) 1 [Ф' (г)]"’ Сгк [Ф (С)] [ф' (С)]‘/2 у

4 2 я/ I
г г

X И-р (* [ф (/)] [ф' (г)]’/2 Гк (О Л + ֊ X (3.20)
,) <• — г 24 2 к/

X р* [ф (0] Г/ (0]‘/2 гк (/) Л = (а* (<•>)) +

Г
+ ^Л*՜” (аА(Ш)) = ^*-։)(аА (о,)),

•де
г»Ы=и.Р. Г ^£1лед,(г),

2^։ J / { — г
1/|՝1

, 1 Сг*[Ф(О][ф'(О]1/2 л Г( .
1г) - 7՜. -----------  Т------ €: Л2(£>՝ ') и С (г) = 81 (г) + & (г)-Д14 । I I — г

14-1
Теперь из (3.19) и (3.20), в силу неравенства Гельдера, имеем

7“. [ 5т (С) 8 (С) ЛI < К 2 2 (1 -1 а„ (ш)НР*-’|/ГР*"2’-,л) («, (Ш)| X
I Л-1 о

{<>• Рк—зк
2 2 (1-|а*(ш)|’Л*—։^+։х 

*=1 о
XI/ РА-”5*(аА(ш))]2 / 2 (1-1а*(ш)|«)2,*"1|С^֊1)(аА(ш))|2 <

I ь—।
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' Л==1 )

X I 3(1- |а* («ОГЛ*՜010й* П(а* (ш))|։ Г<

I *=1 I

< чилиек ргКАШ-

Лемма 2.4. Пусть Г^М, тогда для каждой функции /(С)^ 
££а (Г) существуют функции & (?) £ \ |С(~«*), /, (?) £ Е2 (С(+)), 
/,(?) ^£։((7։֊)) такие, что

/(С)=Л(0+/։(С)+/3(С)

С*(/) = С*(А), 
։ле

с*(/) = 5М/(сЫ1/а) С) л.
2 ~г J

Доказательство мы здесь не приводим, так как оно проводится 
вполне аналогично, как и в лемме 7 работы [5].

Применяя теперь теорему о сильной сходимости биортогональных 
рядов [13], из лемм 3.4 и 3.3 получим теорему.

Теорема 5. Пусть Г^М и [ш*)~ ^Кр. Тогда для любой функ­
ции [6<+>: справедливо разложение

/(г)= ^Ск(Г)т^т {г), г£в(+\ (3.21)
*-1

с*(/) = -^С/С)р*(С)л, (з.22>
2 кг и 

Г

где ряд сходится по метрике Е2 на кривой Г.
Следствие. Пусть / (?) £ \ ю*] и выполняется условие

теоремы 5. Тогда существует функция /’(?) £ Е2 ^С(-)), .Г(оо) = 0 та­
кая, что почти всюду на кривой Г имеет место равенство

/(С) = В[Ф(С)]Г(С), се г, (3.23)

и при ? е С(-) справедливо разложение

В[Ф (?)] Г(?) = 3 С* (/) тп^/2) (?). (3.24)
Л-1

Доказательство. Рассмотрим последовательность голоморф­
ных в функций

Согласно теореме 5
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/(>) 
В[Ф(С)]

= 0,

гак что последовательность \Тт (г)}Г сходится равномерно внутри 
к.некоторой функции Р'(г) ££2(6(-)), Г(со) = 0 и выполняется 

/3.23) и (3.24).
Таким образом, функции класса оз*| характеризуются

гем свойством, что каждую функцию можно продолжить в в смыс­
ле, отмеченном в следствии. Иначе говоря, можно дать следующее 
определение класса ш*), которое эквивалентно его первона­
чальному определению (см. [6], [7]).

Определение. Функция /(г), определенная и голоморфная в 
С(+) 0 принадлежит классу {б'(+); в том и только
г том случае, если выполняются следующие условия:

1. /(г)6^(б’(+,)> г€С(+),
2. /(г) = 5[Ф(г)]Г(я), Г(оо) =0, Г(г)^Е3(С^),
3. Угловые граничные значения функции /(г) изнутри и извне 

кривой Г почти всюду совпадают.
Теорема 6. При выполнении условий теоремы 5 любая функ­

ция /(*)(: >։ «>л) разлагается в ряд

f(z)= S Ck<f) т?12) (я), zÇG™ U ЫГ. 
(i-l

В заключение выражаю благодарность моему научному руково­
дителю профессору М. М. Да:рбашяну за постоянное внимание при 
выполнении работы.
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Հ. U*. ՀԱՅՐԱՊԵՏՅԱՆ. Կոմպլեքս տիրույթում որոշ թիօրթոզոնալ սիստեմների թազիսության մասին 
( ամփոփում )

Դիցուք {օէ£]" (|®ծ|<^1) հաջորդականությունը բավարարում է Կապեսոնի

պայմանին։
Հոդվածում ցույց է տրվում, որ այդ պայմանն անհրաժեշտ և բավարար է, որպեսզի հե­

տևյալ ֆունկցիաների սիստեմը

ր>(,)= (ո՜ (* = ։.2,-)
(1 — a* z) *

(որտեղ 3 հանդես գալու կարգն է [tt/ J Հ-ու.մ և տսթ Տ 00 ) ինչպես նաև նրանց
1/11 «

հետ րիօրթոգոնալ սիստեմը Լշ-ում կազմեն բազիս իրենց գծային թաղանթի

մեջ։ Ապա ապացուցվում է նման թեորեմներ ժորդանյան կորերով սահմանափակված տիրույթի 
համար։
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H. М. NAIRAPETIAN. On the batitify of certain biorthogonal syttems in the 
lex domain (sammary)

comp-.

Let {“»If (l“*l < 1) be » sequence of complex numbers satisfying the Carleson 

condition. Ths paper provs that this condition is necessary and sufficient for the 
system of functions

(where ։4 is the multiplicity of ak in (“y}* »nd ։up »* < «>). as well as for the sys­

tem biorthogonal to it in Lit to form bases for their linear hulls. Further,
analogous theorems are established for regions, bounded by rectifyable Jordan cur­
ves.
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