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А. В. БАХШЕЦЯНО НЕКОТОРОМ ОБОБЩЕНИИ СИСТЕМ РАДЕМАХЕРА И УОЛША
В данной работе рассматриваются системы {гя) и {«>„} (опре­деления см. ниже), которые являются в некотором смысле обобще­ниями, соответственно, систем Радемахера и Уолша.Наши рассмотрения основаны на одной идее А. М. Олевского (см. [1], лемму 2 об отображениях, см. также работу [2], в которой содержится замечание о том, что автором используется „предельный“ случай отображений, введенных им в [1]). Это позволяет свойства систем Радемахера и Уолша, связанные со сходимостью рядов по этим системам (в смысле почти всюду, по мере, в Lp, суммирова­ние,-••)> полностью переносить на системы |гя} и { шя].Как известно, в литературе под названием „система Уолша“ фи­гурируют три ортонормированные полные системы, отличающиеся друг от друга лишь нумерацией внутри „пачек“. Следуя обзорной работе [4], мы их будем называть системами Уолша, Уолша-Пэли и Уолша-Качмажа (определение см. в [4], стр. 148—150).Из этих систем более подробно исследовалась система Уолша- Пэли.Сравнение результатов по системам Уолша-Пэли и Уолша-Кач­мажа (см. [4], стр. 173) показывает, что перестановки внутри „пачек“ уже заметно влияют на свойства соответствующих систем. Однако, как будет показано в данной работе, в вопросах, связанных со схо­димостью в том или ином смысле, системы Уолша и Уолша-Пэли (а на самом деле некоторый класс переставленных систем) ведут себя одинаково.Пусть X и У— пространства с мерой, и дано отображение а: X—♦ Y такое, что для любого измеримого Ес У прообраз а՜1 (Е) также из­мерим и |a-i(E)| = |E|.При помощи этого отображения определим оператор A: Af = / о а, где f — вещественнозначная функция, определенная на У.Следующие свойства оператора А очевидны:
A (f + g) = Af+ Ag, A (f g) = Af Ag, Ac = c (c = const), 

lAfj = A Ifl и, вообще:а) для любого n
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AF(flt - fn) = F(Afv Af„• • •, Af„),где F(t1։ tit • ■ -, tn) — произвольная n-мерная функция, определенная наX /, (У).
J-J Ь) Если / измерима, то Af также измерима.Это сразу вытекает из определения измеримости и равенства (1).с) Если f интегрируема, то Af также интегрируема, причемJ fdy = ^Afdx.

Это свойство также легко проверить, учитывая равноизмери- мость / и Af.Из свойств а) и с) вытекают свойстваd) если f£Lp(Y) (1 со), то Af£ Lp {X), причемH/lUpCn = yAfiLpW
И е) если /£•$(/)> то Af^S(X), причемHs (X) = M/Js (X)’где 5 (X) — пространство почти всюду на X конечных функций g с нормой Фреше

№(Х)= Ji+i?dx' |

Определение. Систему функций {/Л}Л_о, определенных на пространстве X, назовем подобной системе {/Л}7-о, определенной на У, если для любого п

fn = Afnпочти всюду на X.В случае, когда а является взаимно-однозначным, сохраняющим меру отображением, то системы {/„} и {/Л} называются изоморфными.Из свойств оператора А непосредственно вытекает, что еслиООряд 2аЛ/Л сходится почти всюду на У (на множестве меры X О, л=Н)равномерно, абсолютно, по норме Lp, по мере, суммируется линейнымметодом Т) к функции /, то ряд У ап fn сходится почти всюду на я—1
X (на множестве меры Х^>0, равномерно, абсолютно, по норме Lp, по мере, суммируется линейным методом Т) к функции f = Af.
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Об обобщении систем Радемахера и Уолша 87Как известно из работ А. М. Олевского (см. [1], [2], [3]), такие ՛ обобщения систем Хаара играют существенную роль в ряде задач » общей теории полных ортонормированных систем и базисов в функ- I циональных пространствах.В настоящей работе мы рассматриваем аналогичные обобщения > систем Радемахера и Уолша.Пусть п = 2т + к, где т = [1о£3 п], 0 < к < 2՞*  — 1. Через △„Система удовлетво­ряет условиям1) |ДЯ| = 2~|1оля|, 2) Д2яиД2я+։ = Дя, 3) Д2япД2я+1=0.Пусть далее { Тп} — произвольная система измеримых мно­жеств из [0,1], удовлетворяющих аналогичным условиям1) I « 2-1>ок."1, 2) г2я и Т2я+1 = Тп, 3) Тгп Л Т2я+1 - 0.Определим сперва отображение а: Т\ -> [0,1]: пусть 
ш -^ПП.Л ГЯ։П, -., где пт = 2՞1 4֊ 3 р/2т՜', 

1-1

Р1= 0 или 1 (т = 1, 2,• • • •) и не зависит от т (тп = 1, 2,■ • •), тогда “ - — х = а (/)= 3 р։ 2՜1 , т. е. а(<) = Л Дяг 
1-1

Справедлива следующаяЛемма. Для любого измеримого Е с [0,1] а-1(£) также изме­
римо и |£| = |я-1 (£)|.Доказательство. Пусть 6/==[0,1] Л V, где V—открытое множество. Тогда 1л можно представить в виде

и— Ц А„(| где ДЛ/ П АЯу = 0 при гф}. Отсюда а֊։(й)= и а՜1 (ДЛ() = □ Тпг еоПоследнее равенство справедливо, так как сумма и ДЛг вме­сте с՜ каждым полуинтервалом ДЛ; содержит соседний полуинтер­вал слева (если левый конец ДЛ/ не совпадает с нулем) и соседний полуинтервал справа (если правый конец ДЛ/ не совпадает с едини­цей). Но так как |ДЯ|==|7’Я| для любого п и ТП1(\ТП} = 0 притру, то по­лучаем
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|«֊Ч^1 = P-iTni = 21^|=2|ДЯ/|=|М. 
1=1 1=1Следовательно, для любого измеримого Ес[0,1] внешняя мера т*  [а՜1 (Е)1 < inf | U = inf |а~։ (ц)| = inf |Z7| = |Е|, 

Я

где inf в правой части неравенства берется по всем открытым U^E. Отсюда сразу вытекает, чтот*  [а֊1 (Е)] = 1- т*  [а֊1 ([0,1 ]КЕ)] > |Е|,т. е. а-1 (Е) измеримо и |а-1 (Е)| = |Е|.Лемма полностью доказана.Определим на Ti ортонормированные системы функций {гя} и (шл):
Гп (0 =

։я-։1 при €  и т2(2п+1)* '“° (n=0, 1, 2, -- ),
2я-։1 при f С U Г2 (2я + /)+1 

шо(О =1, тп (() = гт («) П1Г«-' (*)] Л (п = 1, 2, • • •), /—1
тгде п=2т + 2 р/2т՜', Р1 = 0 или 1, т — [1ога п].

1=1Нетрудно проверить, что почти всюду на 7\

Гп = Гп°<*>  — (п = 0, 1, 2,---), (1)где (гл}“_о— система Радемахера и —система Уолша-Пэли.Из равенств (1) и доказанной леммы следует, что системы {гЛ] и (шя) подобны, соответственно, системам Радемахера и Уолша-Пэли.Кроме того оказывается, что при соответствующем выборе си­стемы множеств {Гл}, определенные выше системы [гя1 и {о>Л} сов­падают почти всюду на [0,1] с некоторыми подсистемами и переста­новками системы Уолша.Рассмотрим какие именно перестановки и подсистемы системы Уолша подобны системам Уолша-Пэли и Радемахера.Как известно, любое натуральное п единственным образом мож­но представить в виде конечной суммы
т2д։2', где qm = 1, qi — 0 или 1 (г=0, 1,---,тп—1), m -[log։ и].

1=0



Об обобщении систем Радемахера и Уолша 89Вектор (дг0, д1։ дт, О, О,---}, соответствующий числу п, обо­значим через п .Суммой двух векторов х = (х*}  и у = (у*)  назовем вектор г = = {г*),  где г*  = |х*  — у>| (к = 0, 1, 2, - ).

* Результаты этой работы доложены на семинаре по теории функций в Инсти­
туте математики АН Арм.ССР в апреле 1973 г.

Последовательность натуральных чисел {и*}  назовем линейно
I _независимой, если любая конечная сумма 2 п* ։ отлична от нуля (т. е.

/=1не равна вектору {0, 0, • • •}).Возьмем некоторую подсистему («-‘л*)  системы Уолша-Пэли*.Т е о рем а 1. Система {юЯл} является подобной системе Ра­
демахера в том и только в том случае, когда последовательность {п*)7_ 0 линейно независима.Доказательство. Необходимость вытекает из следующих соображений. Пусть для некоторых и*,

2 п < = 0. 
1=0

*Тогда для тех же л*,  будем иметь
I 

П 
/-0почти всюду на [0, 1], так как в данном произведении каждая функ­ция системы Радемахера участвует четное число раз. А это значит, что система |юЛ)1) не подобна системе Радемахера (аналогичное ра­венство для системы Радемахера не может иметь места).Для доказательства достаточности удобными являются следую­щие обозначения: {<Р}° = {*-Р(*)>О},  {?)»={*  Н0<0}.Пусть теперь {л*}  линейно независима. Для того чтобы дока­зать, что система подобна системе Радемахера достаточно по­казать, что для любого I|п = 2՜'-1, (2)

|л=огде — произвольный набор нулей и единиц.После чего, при соответствующем подборе множеств Тп(п — 1,2, • • ■) система {гя} почти всюду на [0, 1] совпадает с системой (шЯ4)' Покажем сперва, что для любых и и п' (и =/= п') и для любых г и г'



90 Л. В. Бахшеиян{и)л}' П {»л՛}'' = 1«’п|' Л (3)где у = |/—։*|>  т = п п' и шт = шп-шп։>

 I -1 1-1
* В случае, когда одна из (I = 1, 2, 3) тоадественно равна 1, доказатель­

ство (3) более упрощается.
** При корректуре, автору стало известно, что подобные результаты получены 

Ф. Шиппом в работе „О некоторых перестановках рядов по системе Уолша“ (нахо­
дится в печати).

Пусть ф1։ ф2, ф3 — функции системы Уолша-Пэли такие, что фх и 
<р2 являются произведениями различных функций системы Радемахера и

»« = ?!■?։. Н’л' = ?։-?з, »т = ф1-ф2.Тогда
{«»]' = (фгФз)2 =(Ь՝йП(®։)')и((?811П(ф։|"֊Ч

Ы'' = {?»•?»}'' = (1ф։)° Л '?з)'')и( ,1<Рз)։ П {?։}"'-11՛),

Ы= {*•?,}'=  (Ы' л (?«),։)ил ы1''-1՝).Отсюда сразу вытекает соотношение (3)*,  что позволяет при доказательстве равенства (2) ограничиться случаем, когда функции и ШлА, взяты из различных „пачек" системы Уолша-Пэли. А в этом случае равенство (2) становится очевидным.Следствие. Любая перестановка любой подсистемы Радема­хера подобна системе Радемахера.Заметим, что в случае, когда определенная выше система [шл} почти всюду на [0, 1] совпадает с некоторой перестановкой системы Уолша, то отображение а становится взаимно-однозначным, сохраняю­щим меру.Теорема 1 позволяет описать класс всех перестановок системы Уолша, которые изоморфны системе Уолша-Пэли. А именно, вернаТеорема 2. Перестановка |ц>дд! ”֊9 системы Уолша-Пэли 
является изоморфной системе Уолша-Пэли в том и только в том 
случае, когда последовательность 1л2т]^_9 линейно независима и 
для любого к

Шпк -Шп2т-,ЮП1 , 
где к = 2т + 1, 0</<2т — 1.Следствие. Система Уолша-Качмажа не изоморфна системе Уолша-Пэли.Теорема 3. Система Уолша {фл)^ изоморфна системе Уол­
ша-Пэли **.Доказательство. Легко видеть, что система (®2л)“_о подоб­на системе Радемахера (функции этой системы взяты из различных „пачек" системы Уолша-Пэли).Тогда система [<ря)7=о, где ®0 = 1, 

т т

фл = ф2л> Г] [ф2л>-։ ]₽' при п = 2т + 2 Р1 2т~‘ ,



Об обобщении систем Радемахера и Уолша 91)(/>/ = О или 1) будет подобной системе Уолша-Пэли. Далее, так как , функция ?,т имеет 2՞*  точек разрыва и множества точек разрыва 
<р2т и ®2* не пересекаются при m=f= к, причем в точках разрыва одной из них другая отлична от нуля, то ?„ будет иметь п точек разрыва.1 Следовательно, согласно теореме Бирнса-Свика (см. [5]) система (ffll/ÎLo совпадает всюду на [0, 1]) с системой Уолша, т. е. система Уолша также изоморфна системе Уолша-Пэли. Теорема 3 показывает, что свойства системы Уолша-Пэли, связанные со сходимостью в том или ином смысле, переносятся и на систему Уолша.Приведем некоторые из них. Пэли доказал (см. [6]), что система Уолша-Пэли является базисом в Լր (1 <Հ р <Հ оо), а Виллардом было доказано (см. [7]), что система Уолша-Пэли является системой сходи-

помости почти всюду, т. е. из того, что շ է4<Հ°օ вытекает сходи- 
л=0 

•омость почти всюду ряда ап шп.
л—ОТеорема 4. Система Уолша является системой сходимости 

почти всюду и базисом в Լք (1<Հթ<Հ_ °°).В заключение автор благодарит P. Н. Овсепяна за постановку задачи и постоянное внимание к работе.
Ереванский государственный университет Поступила 14.1П.1974Ա. Վ. ՐԱԽՇԵՅՅԱՆ. Ռադեմաիւերի և Ուոլջի սիստեմների մի ընդհանրացման մասին (ամփոփում)

Աշխատանքի հիմնական արղյունքր կազմում է Յ֊րդ թեորեմը, որը պնդում է, որ Ոլոլշի և 
Ուոլշ֊Պելիի սիստեմները իզոմորֆ են լ Այստեղից հետևում է, որ Ոլոլշի սիստեմը օժտված է 
մետրիկական նույնպիսի հատկություններով, ինչպես և Ուոլշ֊Պելիի սիստեմը։

իլ. V. BAKSHETZIAN. On a generalisation of Rademacher and 
Walsh systems (summary)

The main result of the paper states that the Walsh and the Walsh-Paley sys­
tems are Isomorphic,

This implies that the metrical properties of the Walsh-Paley system are sha­
red by the Walsh system.
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