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А. Н. АЙРАПЕТЯН

О ПОВЕДЕНИИ ВДОЛЬ ХОРД НЕПРЕРЫВНЫХ, 
НЕПРЕРЫВНО ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ И МЕРОМОРФНЫХ 

ФУНКЦИЙ В КРУГЕ

Пусть О означает круг |я| < 1 и Г —окружность |я| =1. Положим 
/)(’) = {г; |г—Р՝|<1 — р)> гдеС£Г, а р—некоторое фиксированное число, 

удовлетворяющее условию Обозначим через /(С, ф) сег­

мент круга О (С), оканчивающийся в точке и образующий угол ф;
те , .те
— <Ф < — с 2^2 диаметром круга D в точке С. Подобласть круга D,

ограниченная двумя хордами I (С, фх) 

и границей круга £)(С), обозначим через Д(0, <р1։ ®2). В случае, если 
/ (г) имеет предел, когда г —» е'°, г £1 (С, ф), этот предел будем обо­
значать через / (9, ф). Отрезок I (С, ф) назовем отрезком Жюлиа для
функции /(я), если для любых ф! и ф2 (-----— фх ф2 —) функция

\ 2 2 /
принимает в А (0, ф1։ ф։) бесконечно часто каждое значение из сферы 
Римана, кроме, быть может, двух значений. Для произвольных точек 
я1։ z.£D обозначим через а (я1։ z2) неэвклидовое расстояние между ях 
и z2. Последовательность точек [я„}, zn£D, Ит|яп|=-1 называют

П֊*-ОО

^-последовательностью для! мероморфной в D функции f(z), если 
для любого е^>0 и любой бесконечной подпоследовательности {ял*) 
функция / (я) принимает в объединении неэвклидовых кругов {я; о (z, 
гП/) е} бесконечно часто каждое значение из сферы Римана, кроме, 

быть может, двух значений (см. [1]), сегмент I (С, ф) назовем Р-сег- 
ментом для f(z), если /(;, ф) содержит хотя бы одну Р-последо- 
вательность функции f(z).

Пусть М есть произвольное борелевское множество на Г. Поло­
жим о — £/£>(□.

CgAf

Пусть далее cap* Е означает a-емкость множества Е, а сар0Е— 
логарифмическую емкость множества Е.

Докажем следующие теоремы. ,
Теорема 1. Пусть функция U(я)^-0 и непрерывная в D 

у довлетворяет условию
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|р1 -гГ[^(ге'0)]2г^6<-Н ОО (0<а<1). (1)

а

Тогда существует такое подмножество Е с М, саргЕ = 0, что в 
каждой, точке —Е имеем

Щгел) |</«|< + оо (г = ге*'0 £ / (С, ®)) (2)
ЦС.Т)

для почти всех значений у £ |---- —>

Замечание 1. В случае, когда о есть единичный круг, а М— 
единичная окружность, теорема 1 доказана в статье [3].

Теорема 2. Пусть функция Е(г) непрерывна в О и имеет 
там непрерывные частные производные первого порядка. Если

(1 — г)а ) gradF|։rdrd8<^ + ОО (3)(0<а<1),

то
1°. на М существует такое множество Е, сар^Е = 0, что в 

каждой точке —Е
( / “X \
I | grad F| | dz | + 00 ДЛЯ почти всех ®; ®м-------, —V (4)
J \ 2 2 /

Kt> ч=)
2°. существуют конечные пределы F(8, <f) для всех <р, для 

которых интеграл (4) конечен. Эти пределы равны между собой.
Теорема 3. Пусть М—произвольное борелевское множество 

на Г. Если функция w = f (z), мероморфная в D, удовлетворяет 
условию

У У (1 - г)'Р(г, 0)]3 гбгЛ < + оэ (о < а < V 8 (г, 6) == )

а

(5) 
то

1°. существует такое подмножество Ес.М, сар^Е = 0 (0-Са<^1), 
что в каждой точке —Е имеем

I о (г, 6)|dz|<+ ос (z = re։0£Z(C, <р)) . .
J (о)

КС, ?)

для почти всех «р;

2°. существуют пределы /(8, и /(8, <р2), /(8, <р։) =/(6, ®2) 
для всех и ф1։ -----—» — \ для которых интеграл (6) ко-

\ /

нечен;
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3°. для любых (-(------- , — \ и — Е, для которых
\ 2 2 J

J 5 (г, 9) | dz\ = + оо (z = re‘^l (С, <₽)), 

<60

сегменты 1(г„ <?) являются сегментами ЯЬюлиа функции f(z).
Замечание 2. Теорема 5 доказана в статье [2] в частном 

случае, когда а = 0.
В нижеследующем доказательстве используются схемы из [2] 

и [3].
Доказательство теоремы 1: Пусть е'ш£ М и z = rea£D. 

Положим

h(r, 6)=/t/(r’6)’ .
I 0 z^D— а

Обозначим через ф = ф (г, 6) = к — arg(re'e— 1), где 0<^г<О» 1®1<СЯ 
~ / .-л ч \ 3 7* sin Gи — < arg (re — 1) \ _Z”!t՛ Отсюда находим, что tg ф =------------- - и

2 2 1 — г cos °

0ф
де

~ [ arg (rert - 1)] = Im [log 1 -- 
ОТ от | ге,в — 1

г (cos 0 — г)
1 — 2г COS 0 + г։

(7)

Рассмотрим функцию

//(ш, Г, 0) = h (г, Ш -|- 0) ֊ЗГ' 
от

(8)

Она измерима для любого фиксированного ш как функция от г 
(0<г<1, |б|<к).

Из (7) следует, что //(<•», г, 0)>О в 5, {ге'°; соз0>г

и 0

Н(ю, г, 0)С0 в /) — Е. Обозначим через Д(и) = С С Н(ш, г, 9)б^е,

(3)

4 (ш) = — У т/(ю, г, 0) б^е. По определению Д (ш) 0, /2 (ш) > 0 для 

(0-5)

е/ш М. Сначала докажем, что /3 (<о) для любого е'ш £ М. Вве­
дем функцию I (ш):

Л») uij г, 0) drde = Д (ш) — /2 (tu). (9)
D

Пусть Сг — окружность |z| = r (0<^г<^1) 

дф _ г (г — cos 0) г <՜ г 
дв 1 — 2г cos 0 + r։ г + 1

для reiB £ Cr — S.

Согласно (7) и (8) имеем

- //(со, г, 0) < rh (г, е + ш), rea £Cr-S. (10
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Оценим сверху интеграл (ю), используя неравенство Коши-Буняков- 
ского и условие (1).

Имеем

/2 (и) = — С Я(®, г, 6)</0<у«/г у гЛ (г, о) + 6) </9 = 

о Сг—5 0 Сг—5

= (* С Л (г, ш + 6) г(1г(№ у у К (г, 9 + ш) г<1гс№

(0-3) о

г о

Заметим, что длина хорды I (ш, <?) = I (е"‘, <?) равна

Х(։р) = (2 — 2р) сое <р и не зависит от и. (11)

тс к
Положим для-----—• ”7՞

25 "

£(ш, ®) = у и(г, 9)|сЬ|, г = ге'° £ I (ш, <р), (12)

I («I т) 

я 
~2

ЛГ(ш)=֊у £(®, ф)сов<р</ф. (13)

п 
2

В статье [2] при II(г, 9) = 8 (г, 9) доказано, что
А) Х(ш) измерима по Борелю.
В) /(ш) >(2р — 1) АГ(ш) для всякой е‘ш^М.
Единственное свойство функции 8 (г, 9), которое используется 

при доказательстве ее непрерывности. Так как в нашем случае функ­
ция 1/ (г, 6) непрерывна, то следовательно имеет место (А) и (В). 
Докажем, что множество Е— {е'щ, е‘“£2И, X(ш) = + со) имеет

сараЕ = 0 (0-<а<^1).

Действительно, допустим напротив, что сараЕ^>0. По предпо­
ложению множество Е должно содержать замкнутое подмножество Е, 
сараГ^>0. Тогда на Е существует такое распределение единичной 
массы, что потенциал
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dp-, (<■>) 
irei6-eifa 1’ ’

° $ “i rtI re — e I

О

dv-з (ш)> а=°

ограничен: 1 14 (r, 6) |< 14< +со при |z|<+°o. 
Рассмотрим вспомогательную функцию

1т.

Ua(r, h) = flog -—д1 , </?„(<■>).
J | re —e I

Ясно, что | Ua (г, 0)| < £/а< + со. Положим
2я

*• (г, 0) = jRe —_г\(ё^-))а (“ >•

В силу предположения |g։(r, 0)| 14<Z + °°֊
В статье [3] доказано (леммы 1 и 2), что

(1 — r)~ardrd^ < + оо (0 -Са<^1).
D

С другой стороны, имеем

диа(г, 0) Г д . ,е >-ш ч . у г------ - -------= — I — arg (re — е ) dpa^).
or J 00

F

(14)

(15)

(16)

Обозначим

Q (“» r, 0) = H (<ö, r, 0 — <o) = — h (r, 0) arg (re1’— e'“ ) =
Ob

_ rh(r, 0) (cos (0 —tn) —г) _ ,е с п
1 — 2r cos (0---со) 4֊ Г2

Легко видеть, что

А (г> 0) r dU'<r> 6). = f Q (ш, г, 0) <фа (ш). 
dr J

F

Рассмотрим интеграл

дг
(17}

Применяя неравенство Коши-Буняковского к интегралу I, получим

30-6
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СС(1-гГ[А(г, 6)]2 rdrdB Г С(1 - г)-Y дСГа}-- \rdrdb =
JÖJ V Г (18)

(1 _ г)’[£/ (г, 6)]2 rdrdB J J (i - г)՜’ ( dU^rr' 6) )8 rdrdb < 4- ос. 

D
С другой стороны, I(w) = J j h (г, 6 + О») ( — arg (re՛'1 — 1) ) drdO =

= yjA(r, 6') ( — arg (re'n —e"‘)}drd8' = r> $) ОткУДа> 

с учетом (17), будем иметь

Последнее ведет к утверждению, что 
ложению для всех е""£Г, /(“) = + °°- 
ству (18) и доказывает теорему 1.

Доказательство теоремы

I = + со, так как по предпо- 
Это противоречит неравен-

2. Положив в теореме 1
U (г, 9) = | grad F| и замечая, что | grad F\ удовлетворяет всем усло­
виям этой теоремы, мы устанавливаем справедливость утверждения 
1° теоремы 2. Конечность величины L (с», ©) означает, в частности, 
существование определенного конечного предела /’(ш, ©). В силу 
теоремы 1, на множестве М существует такое подмножество Е1։ 
сараЕ1 = 0 (0<а<1), что для любого С = е1т £ M'S'Ei функция £(ш, ։) 
является суммируемой функцией аргумента ---- —> ~^՛ Поэтому

значения L (ш, <р) конечны для почти всех <р £ (------—
\ 2 2

Рассмо-

трим точки С = е’“ С М'\Е1, в которых Г(ш, <рх) == Г(ш, <рг) хотя бы для 

двух значений Тх Та, Фи ?г € (-----~։ ~)՛ Такая точка называется
\ " " /

точкой неопределенности для Г (г). Согласно теореме Багемила [4], 
множество точек неопределенности для произвольной функции /(г) 
не более чем счетно. Поскольку счетное множество точек на Г имеет 
нулевую п-емкость для любого а, 0 -Са<Г1, то теорема 2 доказана.

Доказательство теоремы 3. Полагая в теореме 1 £/(г,6) = 
= 3(г, 6), мы получаем утверждение 1°. Утверждение 2° доказывается
точно так же, 

_ / it
как и во второй теореме. Пусть для некоторых б £ М

—> — 1 имеем
2 2/

C = e։e, z^Z(C, Фп).

Кс. ?«)
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'/Выберем значения ф1։ ®2 £ (-----—> — ) таким образом, чтобы
\ 2 2 /

յ 3 (г, 9) | ժ« I < 4֊ оо п1 = 1, 2,------
2

!И рассмотрим область Д (б. :р1։ <р2). Согласно лемме 5 из статьи Цудзи 
[5], если / (г) не принимает в А (б, <р1։ ®2) три различных значения и 

У 3 (г> 9) | </я К 4՜ °°> г = 1, 2, то 3 (г, 9) | </я | < 4- оо для всех

V ?,) с'(с. ф)

?ф; Фг'Сф^Фг- Поэтому /(я) должна принимать в Д (9, фх, ®2) беско- 
I нечно часто каждое значение из сферы Римана, кроме, быть может, 
.двух значений. Теорема 3 доказана.

Замечание 3. Точно так же, как и в статье [6] доказывается,

’ что отрезки I (С, ®0), для которых 3 (г, 9) | </я | = 4՜ °° являются

Кс.ф.)
Р-сегментами для /(я).

Замечание 4. Теорему 3 можно усилить, если вместо усло- 
г вия (5) написать следующее условие

— г)“ [о (г, 9)]*րժրժ9 < 4- оо.

Действительно из условия (5) вытекает, что

յ յ З2 (г, 6) րժրժ9<Հ 4՜ °°» 

— а /(со, ср)

(5Դ

ТС 
՜2

Но если функция /(я) имеет конечный интеграл Дирихле, то ее асимп­
тотическое значение в точке С = еа Հ М совпадает с угловым предель­
ным значением функции / (я) в точке С = п£ю. Следовательно /(я) имеет 
угловые предельные значения на множестве М, всюду, кроме, быть 
может, некоторого подмножества Е1г сар^Еу = 0 (0 < а <Հ 1).

Выражаю свою благодарность В. И. Гаврилову за постановку՜ 
задачи и ценные указания.

Армянский педагогический институт
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Ա. Ն. ՀԱՅՐԱՊԵՏՅԱՆ. Շրջանում անընդհատ, անընդհատորեն դիֆերենցելի և մերոմորֆ ֆունկ­
ցիաների վարմը լարերի երկայնքով (ամփոփում)

ներկա աշխատանքում ապացուցվում է ընդհանուր թեորեմ, միավոր շրջանում որոշված , 
դրական և անընդհատ, կամայական ֆունկցիայի եզրային վարքի մասին' մի բազմությունից 
դուրս, որի ա-ունակությունը զրո է այնուհետև այդ թեորեմը տարածվում է մերոմորֆ ֆունկ­
ցիաների վրա, որոնց համար
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оо Շ(ր, 6) =
l/Z(rert)| \

1 +i/(re'։) 17

Ապացուցվում է, որ ք (։) ֆունկցիան ունի անկյունային եզրային արժեքներ և մի րաղմոլ. 
թյունից դոլրռ, որի ^-ունակությունը զրո է։ Որոշակի պայմանի դեպքում ք(շ) ֆունկցիայի 
համար գոյություն ունեն Ժյոլյիայի ճառագայթներ։

A. H. AJRAPETIAN. On the behaviour of continuous, continuously differentiable 
and meromorphic in a circle functions along the chords (summary)

A general theorem on the behaviour of a continuous positive in a circle function 
near the boundary of the letter outside a set of zero a-capacity is proved. This 
theorem is extended to the case of meromorphic functions f (z), for which

J J(1 — r)“8 (r, 0) rdrd 0 < + оо ^й (r, 0՝ 1/^)1
1 + l/(re'°) Is

It is proved, that f (z) possesses angular limiting values outside a set of ^-capacity 
zero. The existence of Gulia directions is also discussed.
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