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ГРАНИЧНЫЕ СВОЙСТВА НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ 
ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Введение
Пусть £>—единичный шар в л-мерном евклидовом пространстве. 

Мы будем рассматривать класс функций 1Л, допускающих интеграль­
ное представление 

։
и (х) = V (/ х) Л. (<), X О, 

о
где X — фиксированная, неотрицательная, конечная мера, а V — про­
извольная функция, которую можно представить в виде разности двух 
неотрицательных, гармонических в £> функций.

При л=2 классы тесно связаны с известными классами ме­
роморфных функций М. М. Джрбашяна [2].

Если ш (х)—возрастающая, непрерывная на [0,1) ^функция такая, 
что и (0) — 1 и 

։
У ш (х) с!х < оо, 

о
то, как показано в работе М. М. Джрбашяна] [1], существует неотри­
цательная, конечная мера на [0,1] «/*<»(£)  такая, что

Классы ибыли введены М. М. Джрбашяном в работе [1], где они обозна­
чаются . Определение классов ДО (<о) можно найти в [2].

** Заметим, что если ш (х) | оо при х 1 1, то ։в{1} = 0.

1 1

(р \""*1  рг I ш (х) хг </х 1 = I хг <1ат(х), 0<^г<^оо.
о о

Из факторизационной теоремы М. М. Джрбашяна [2] следует, что 
если ш (х) удовлетворяет вышеприведенным условиям, то совпа­
дает с множеством функций вида ]п |/ (х)|, где [ш] и / не имеет 
нулей и полюсов*.

Некасательные граничные пределы для всего класса (ш) бы­
ли изучены в работах М. М. Джрбашяна и В. С. Захаряна [3], [4].

В настоящей статье՜ показано, что для классов (для любого 
п 2)> при условии, что X {1} = 0**,  можно получить содержатель­
ные результаты не только для некасательных, но и для некоторых 
касательных граничных значений.
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Автор выражает благодарность М. М. Джрбашяну за постанов- 
тку задачи, а также Н. С. Ландкофу за ценное обсуждение статьи.

1°. Введем обозначение 

где 0 =£ х £ D, р >0.
Мы скажем, что ф £ Ф, если <р (/) — непрерывная, неубывающая 

функция, заданная при 0 -С t<^2, ф (0)=0, <? (2) = 1 и существует число 
с<^со такое, что для любого 0<^/<2

2

но roil
J х"+։t

Докажем одно неравенство, обобщающее неравенство Н. Арон- 
шайна и К. Т. Смита [6].

Лемма 1. Пусть ф^Ф, тогда для любой, неотрицательной, 
гармонической в D функции и (х) имеет место неравенство

п (х) < 2 ц (<?£>) + sup Л11 (С< (х))-Л (2 + 2n+1 ne),
1>г (л) \ ф՞՜1 (Z) /

где ф (р (х)) = 1—|х|, а р— мера, фигурирующая в представлении 
функции и интегралом Пуассона- Стильтьеса.

Доказательство. Пусть

б? (у)>

где р—неотрицательная, конечная мера. При и y^dD имеют

место неравенства |г/ — х| 1 — |х| и 2 |у — х|> у——- Используя

яти неравенства, мы получаем

и (х) = [ + f < 2р(Ср (х))+ 2„+1 (1 _ до Г cMCJfn <

+2(i(<?i,)+2'1+I n (i-M) f —dt <
(1—Ixl)՞՜1 • J i +1

p

‘ > р \ «р՞՜1 (0 /\ (1 — |х|)я 1 .) /п+1
р

Теперь, предполагая, что р = р (х) выбрано так, что ф (р (х)) =1— 
— |х|, получаем



56 А. А. Вагаршакян

и (х) <2 р (dD) 4- sup н(С/(х)) 
т՞՜1 (О

Введем несколько обозначений. Пусть А (г)— непрерывная, поло­
жительная функция, заданная при г>0. Пусть Е^дО — некоторое 
множество. Рассмотрим все покрытия множества Е счетным набором 
шаров 5/ радиусов п: 

и положим
MA(£) = inf (£ А (п)),

где infimum берется по всем таким покрытиям. Заметим, что для лю­
бого FC dD, Mh (F) > 0, если F^E, то Mh (F) < Mh(E) и для любых 
F и Е Мь (Fil Е) < Мк (F) + Mh (E). В случае, когда А (r)^- с > 0, при 
г>0, имеем, что для любого 0 =^=FcdD, M/։(F)^c. Легко прове­
рить, что если

lim А (г) _
г»֊1

то Мп (dD) = 0.
Пусть ф£Ф. Обозначим

где
Лемма 2. Пусть § (#) 1—непрерывная, невозрастающая

функция, заданная при I > 0. Пусть <р £ Ф, а и (х) — неотрицатель­
ная, гармоническая в И функция. Тогда для множества

у £ dD / sup ц(*)  
g(l֊W)

имеет место
Mh (F) = 0, (1)

где А (г) = т՞՜1 (г) % (<? (г)).
Обратно, для любого Рс дО такого, что Мь (Е) = 0, сущест­

вует неотрицательная, гармоническая функция и (х) такая, что 
в любой точке у£Е имеет место

sup ц(*)  \ 
g (1 — W) /

= ОО (2)

Доказательство. Рассмотрим множество

Ед = (х £ £> / -4# (1 — |х|) < и (х)], 
где 2р (дИ) <С А < со—некоторое число. Согласно лемме 1, для лю­
бого х £ £> существует (х) > р (х), где <р (р (х)) = 1 — |х|, такая, что
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и (х) < 2р (дВ) + (2 + 2л+։ пс) '^֊֊, 
?л-։ О' (*))

(3)

тде р—мера, связанная с функцией и (х). Далее семейство шаров 
(х)}Л££л на сфере покрывает множество Г. Действительно, пусть

' К (х), тогда для любого х £ Е имеем

!В силу монотонности ®

1

:а это означает, что Д9 (у)Л£д= 0. Следовательно, имеем
и (х) < Ау (1 — |х|), при х £ Дт (у).

(Поэтому у^Е, а это эквивалентно тому, что /’с и С/<Х) (х). Согласно

лемме Л. Альфорса — Н. С. Ландкофа (см. Н. С. Ландкоф [5], стр. 
‘246) существует счетное подпокрытие такое, что его кратность не 
(превосходит числа А (и), зависящего только от размерности п. Это 
подпокрытие обозначим {С/^) (х/)}. Согласно определению множе­
ства Еа и в силу (3) имеем
Л — 2р. (дВ) < и(х0֊2н (<?£>) (2 2„+1 у(Сцха(Х1))

г(1֊Ы) ф՞-1 (<(*))  г (1-1«1)
Следовательно

Л (*  (XI)) = ф՞-1 (/ (Х1)) 8 (ф (/ (х/))) < ф"՜1 (/ (х,)) я (1—|х/1 ) < 
2 4՜ 2л+։ пс /с ( \\<А֊2^В)

Отсюда получаем
м„ * (< («,» < 2,+,г'*'^н  гП-

I А—2р (»£))

В силу произвольности А, Мн (Г) = 0.
Обратно, пусть Мн (Г)=0, ГсдВ. Тогда можем построить се­

мейство шаров {5£п>) в дВ так, чтобы удовлетворялись условия

и = тп=1, 2,--

и
(4)

где г(кт>— радиус шара 5^а). Обозначим у^^дВ— центр шара \ 
Тогда функция
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“ <*)  = 2, ” (А * (г1”>) И-’-Т7)
удовлетворяет требуемым условиям. Действительно, пусть у £ Г. В силу 
(4) для любого т = 1, 2, • • • существует кт такое, что 5*՞^  5 у. Рассмот­
рим точки х« = (։֊■? Л!)) &1.
Мы имеем

следовательно, х*^ С (у)- Но с другой стороны

. -да _________ '■<"-*)
5(1 ֊ |<’1> 5 (1 -1*га ) (1֊Й’1 >-՛

Это означает, что для у £ Г имеет место (2).
2°. Теперь докажем основную теорему.
Теорема. Пусть ф £ Ф и X—неотрицательная конечная мера 

на [0,1], Х{1} = 0 и и —функция из 11,.. Тогда всюду на дй суще­
ствует и конечен предел

Нт н(х),

кроме некоторого множества Г для которого Мл(Г) = 0 при 
любом Л, допускающем представление

л«) = фя-' (Ог(<р (0), 
где § (/) — неотрицательная, непрерывная, невозрастающая функ­
ция и

1
У 8 (1 — 0 (0 < °°- 

о
Доказательство. Не умаляя общности, можно рассмотреть 

функции и££/х, допускающие интегральное представление
1

' и (х) = у и (/х) (0, (5)

где V — неотрицательная, гармоническая функция. Пусть § — неотри­
цательная непрерывная, невозрастающая функция и

1
Г £(1-0 <А(0<оо.
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^Согласно лемме 2 для всех точек y^dD, кроме некоторого множества 
SEg с: dD, для которого Mh (Eg) = 0, где հ (է) = փ71՜1 (f) g (<p (£)), суще­
ствует M = M (у) <Հ co такая, что

v (x)^.Mg(l — |x|), х^Дт-(у). (6)
□Пусть у ^dD^Eg. В силу (6) имеем

v (tx) < Mg (1 — t |х|) < Mg (1— t), x £b?(y), 0 < t < 1.
□Очевидно, что при 0<^ք<Հ1 имеет место

lim v (tx) = v (ty). 
а/увх-у

) Следовательно, в силу теоремы Лебега можно перейти к пределу под 
знаком интеграла в (5), и это показывает, что

л<4 (У)ЭХ-» у

существует и конечен. Следовательно, множество F czdD, аля кото­
рого в любой точке y^F предел (7) не существует, входит в Eg, по- 
этому Mh (F) = 0. ։ .

I Ростовский инженерно-строительный инстиТуТ Поступила 7.1.1974

Ա. Ա. Վադարշակյան. Հարմոնիկ ֆունկցիաների մի ՛քանի դասերի եզրային հատկություններդ 
( ամփոփում )

Հողվածում դիտարկվում է հարմոնիկ ֆունկցիաների Uy դասերը, որոնք թույլ են տալիս

1
ս (x) = J V (tx) df (է), x£D, 

Q
ինտեգրալ ներկայացումը, որտեղ D-Ь միավոր գունդ է ՜դ֊չափանի էվկլիդյան տարածության մեջ, 
Լ-ն ոչ բացասական վերջավոր չափ է [0,1]-"*-^,  X {1}=0, էոկ V = Աշ, որտեղ ^(/ = 1, 2) 
ոչ բացասական հարմոնիկ ֆունկցիաներ են Ծ-ում։ Չափերի օգնությամբ, որոնք հանդիսանում 
են Հաուսգորֆի չափերի ընդհանրացումը, նկարագրվում է այն ենթաբազմությունը fC.dE), 
որտեղ Ա^լՍу ֆունկցիան եզրային արժեքներ չունի»

A. A. VAGARSHAKIAN. Boundary properties of some classes of harmonic 
functions (summary) 

i*
The classes Սհ of harmonic functions, which permit integral representation

1
a (x) = J v (tx) dl (t), x Հ D, 

о

where D is unit ball in' n-dimensional Euclidean space, X is nonegativ, bounded 
measure on [0,1], X {l}=0, and v=v1—v2, with nonegativ harmonic functions vl ,i =,1, 
2, or are considered. The subset FCdD, where the function a^U-^ has no_bounda- 
ry values is described In ter of generalised Hausdorf measures.
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