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ЗАМКНУТЫЕ ИДЕАЛЫ С ехр-ПОЛИНОМИАЛЬНЫМИ 
ОБРАЗУЮЩИМИ В КОЛЬЦАХ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 

ОТ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ

Рассмотрим кольцо Нр, равное индуктивному пределу при А—»оо 
банаховых пространств целых в С" функций с нормами

ИДд — sup l/(z)|e՜ А-
с"

где '> (z) — плюрисубгармоническая функция, определяемая следующим 
образом:

р (г) = 2|1ա z/\՛" + |z|m՛ 4֊ lgm’(l + |z|), т}1։ тпг>-0, ггц^-1. (0.1)

Пусть /—идеал этого кольца. Для любой :функции /(;НР обо­
значим через /г ее росток в точке г£С", а через обозначим идеал 
кольца Нг ростков голоморфных функций в этой точке, состоящий, 
по определению, из конечных сумм произведений где /£/, #£Нг.

Мы говорим, что идеал / локализуем, если он совпадает с сово­
купностью всех функций /£НР таких, что ЛС/г для любой точки г£С".

В настоящей статье мы рассматриваем замкнутые идеалы, по­
рожденные множеством ехр-полиномов вида

У е։^рк(г).

где z£C", а*£Дя, Z—кольцо целых чисел, а Р — кольцо поли­
номов.

Exp-полиномы указанного вида мы будем в дальнейшем назы­
вать Z-ехр-полиномами.

В книге [5] Л. Эренпрайсом было высказано предположение, из 
которого, в частности, следует, что идеалы, порожденные в кольце 
Нр, р = |z>, z£Cn, конечным набором ехр-полиномов с алгебраическими 
показателями (в том числе, N-exp-полиномов), замкнуты и локали­
зуемы. Эта гипотеза неверна при п^>1. Покажем это на примере.

Пусть я — такое трансцендентное число, что функции sin z и 
sin az порождают в кольце Нр, р = |z|, z^C1 идеал, не содержащий 
функцию f = z. Тогда нетрудно видеть, что идеал, порожденный в 
кольце Нр, р — |z|, z^C2 функциями sin z1։ sin z2, z։ — azs, не локализуем. 
Отметим, что этот идеал не замкнут. Замкнув его, мы получим дру­
гой, уже локализуемый, идеал. Доказательству этого факта примени-
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тельно ко всем замкнутым идеалам /£НН?, г£С։ с Д-ехр-полино- 
миальными образующими и посвящена настоящая статья.

Точнее говоря, в основной теореме этой статьи мы устанавли­
ваем справедливость следующего утверждения: замыкание любого 
идеала, порожденного в кольце Н?, где р определена по фор­
муле (0.1), произвольным множеством ^-ехр-полиномов, локализуемо.

Сформулированное утверждение имеет приложение к теории си­
стем дифференциально-разностных уравнений. А именно, из него вы­
текает следующая

Теорема. Пусть задана система дифференциально-разно­
стных уравнений вида

У Рк(— )п(х — а*) = 0, х^Я2. а^2.։ « £ ф. (0.2)
\^/

где Ф — некоторое функциональное пространство на R2, опреде­
ленное ниже, в частности, пространство Е Шварца. Пусть 
X—подпространство решений системы (0.2). Тогда в X плотны 
ехр-полиномиальные решения этой системы.

§ 1. Предварительные построения

В кольце Н?, с весовой функцией р, задаваемой формулой 
(0.1), обратимы все функции вида е/(а'г), а^Х". Умножая произволь­
ный Z-exp-пoлинoм на подходящую функцию такого вида, можно до­
биться, чтобы вектора a*£Z'I, входящие в показатели степени ее 
экспонент, имели неотрицательные координаты. Z-exp-пoлинoмы, 
удовлетворяющие последнему условию, мы будем называть Z+.-exp- 
полиномами.

Отметим, что кольцо всех Z+-exp-пoлинoмoв от п перемен­
ных — нетерово. Чтобы убедиться в этом достаточно рассмотреть 
отображение, ставящее каждому Д-ехр-полиному / полином р։ от 
Чп переменных, связанный с / соотношением /(«) = р,(г, е1г). Очевид­
но, что это отображение есть изоморфизм на (нетерово) кольцо поли­
номов от 2п переменных.

Следовательно, для любого идеала У^НР, порожденного произ­
вольной совокупностью Z-exp-пoлинoмoв, существует конечный на­
бор Z^.-exp-пoлинoмoв, его порождающий. Поэтому, не ограничивая 
общности, мы будем рассматривать только идеалы /^Нр, порожден­
ные конечным числом Z^-exp-пoлинoмoв.

Мы будем говорить, что Z+-exp-пoлинoм / содержит хх (или 
е'£՝), если степень полинома р^ по соответствующей переменной больше 
нуля.

Для любых двух Дь-ехр-полиномов и §■, обозначим через 
R (?1> Дг-ехр-полином а такой, что рк — R (рх, р^), где 

(р<г,> Рл) результат полиномов р^ и р^. Индексом внизу мы бу­
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дем указывать исключаемую переменную, например, /?г, (glt g.,} или 
Rriz,(gi, ga). При этом мы, конечно, предполагаем, что оба Z_-exp- 
полинома gj и g2 содержат эту переменную.

Предложение!. 1. Пусть Z^-exp-поли­
номы от двух переменных, такие, что многочлены р,., 1 у </, 
не имеют общего делителя h const. Пусть J—идеал, порожден­
ный этими 7+-ехр-полиномами в кольце Нр. Тогда или в идеале 
J существует Z -exp-полином g ^0, {зависящий только от 
z2, или в нем существуют два Z+-exp-пoлuнoмa \gt 0 и g2^0 
такие, что gt не содержит е1*', a g3 — z2.

Доказательство. Нетрудно видеть, что в условиях предло­
жения существуют коэффициенты 't ., 1 у< t, такие, что полиномы

I
р^ и 2 \Pfj взаимно просты. Рассмотрим случай, когда Z+-exp-no- 

/-։
t

линомы ft и А => 2 X / содержат и z։ и е1г'. Тогда определены ре- 
/=։

зультанты ^1։(/1>А) и Reiz, (/1։ Л). Очевидно, что они отличны от тож­
дественного нуля и принадлежат идеалу J. В этой ситуации мы мо­
жем положить g։ = Reiz,(fi, h), g2 = RZl(fu A).

Остальные случаи (когда одна из функций или А не содержит 
z։, но обе содержат е1г՝; когда одна не содержит z1։ а другая — е1г՛,. 
и т. д.) предлагается рассмотреть читателю. □

Для любой функции g£HP обозначим через Ng множество ее кор­
ней. Обозначим также через я оператор проектирования: С25(г1։ z2)->

В дальнейшем мы будем рассматривать фиксированный идеал 
J с Нр с Д+-ехр-полиномиальными образующими fj, 1-Су<Д от 
двух переменных. В пределах первых трех параграфов мы будем пред­
полагать, что «( П Hfj) С1, что полиномы pfj, 1 <- у <t, не имеют 

общего делителя А const и, что в идеале ’/ отсутствует ехр-поли- 
ном, зависящий только от z2.

Для упрощения обозначений будем считать, что /j = gu f2 = g2, 
где g1 и g2 взяты из предложения 1.1.

Лемма 1.2. Пусть g^O и g2^0— exp-полиномы от двух пе­
ременных, причем g3 = 2 zi hk (z2), g2 = 2 e*՞*1 qk (z2). Пусть /V—«е- 

k k
приводимое аналитическое множество такое, что N£Ng,, NcNg„- 
dim N= 1. Тогда N—комплексная прямая.

Доказательство предоставляется читателю.
Пусть /0—такой Z4-полином, что Л/о = Nt, и Rz,(fo, /’ ) 0.

J 0z։ 
г

Представим /0 в виде [”] (z։ — c*za — dk), где Д — Z+-exp-noAHHOM, 



462 Д. И. Гуревич

не имеющий делителей вида Zj— cz3—d. Обозначим через V оператор 
„дифференцирования по касательному направлению к множеству

“Л,,֊֊֊ -A./֊’
dz.. dzy

Предложение 1.3. Для любого ехр-полинома

g = 2 <?*(*» 2s)eO*X,>
*-1

где все аь £ С1 различны, a qu суть полиномы по z։, такие, что 
Rit(f+, Я*) О, 1-CA^s, существует полином Р (') с ехр-лолияо- 
миальными коэффициентами ՛ и ехр-полином h — (zs) z3j такие, 
что RzSf#, Л)^£0, и /’(?)£? = /։> причем, если g Z+-exp-поли­
ном, то коэффициенты Р суть Z-exp-полиномы, h Z^-схр-по­
лином.

Доказательство. Если s = l, -то положим Р(") = е~",г,~°, 
А = Яг-

Пусть теперь s^>l. Рассмотрим функцию xg- Она имеет тот же
5'

вид, что и g, т. е. vg = 2 «»)en*z‘, где pk, 1-^k^.s, суть по-
*=։

линомы по zv Функция qrfg — pxg не содержит члена с множителем 
е"1’1. Убедимся сейчас, что все ее коэффициенты при множителях 
е0*1', А>1, отличны от тождественного нуля на любой неприводимой 
компоненте N такой, что -kN = С1.

Предположим противное. Пусть для определенности коэффициент 
при еа,г' равен нулю на неприводимой компоненте N/„ 5для кото­
рой “7V = С1.

На любом открытом круге U a С1 = г.С2, не содержащем корней 
результанта f.*) накрытие N~* С1 распадается на отдельные
листы. Пусть z։ = s (z.j) — уравнение некоторого листа накрытия 

т.
7V -» С1 на таком круге.

Для любой функции определенной в С։, обозначим 'через /л 
функцию, определенную на U и равную там j՝Z (?(*»)• *«)■ Поскольку 
для любой, функции

f.. (? («։), «։) ~~ 7я = (VZ)I
1 U>=9 (•»։)

то нетрудно видеть, что наше предположение о коэффициенте при 
множителе е"**1 эквивалентно условию: функция и = (д։)^ евг? м удов­
летворяет в круге U дифференциальному уравнению

dzi ''"'
Поскольку этому же уравнению удовлетворяет функция 

и= (Я])<ге°'?^> то по теореме единственности указанные функции
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линейно зависимы, т. е. с некоторой константой С выполняется со­
отношение = С (дх)з Отсюда вытекает, что
(д։—Сд։ е(в’-Л։,й)1№0. Рассмотрим результант /?,, (д#, д.,— Сд1е(а՝~а՝՝х՝). 
Он тоже равен нулю на компоненте IV, но отличен от тождественного 
нуля в С։.

Нетрудно видеть, что указанный результант имеет вид ехр-поли- 
нома gг из леммы 1.2. По этой лемме IV— прямая. Но поскольку 
г/У — С, а ехр-полином Д не имеет делителей вида г։ — сг2 — то 
мы пришли к противоречию, показывающему справедливость проме­
жуточного утверждения.

Положим /л = £, /л = Ч1 у# - р18, (20 (т) = (■։) = др _
По индукции строятся функции /*, к =2, 5—1, и полиномы
с ехр-полиномиальными коэффициентами, такие, что '/* = С?* (у) /к 
не содержит слагаемых с множителями е"^', у-^к, коэффициенты /* 
при множителях в“/*, у > к, отличны от тождественного нуля на любой 
неприводимой компоненте т.Ы—С1. Положив теперь Р=е~°4г'Х
X СЬ-ък— е՜՞'1' 7.з-1, мы получим искомые Р и А.

Таким образом первое утверждение предложения 1.3 доказано. 
Второе — непосредственно вытекает из способа построения полинома 
Р и ехр-полинома Л. □

§ 2. Локальные н глобальные оценки для голоморфных функций

Предложение 2.1. Для произвольного ехр-полинома ^^0 
от п переменных существуют константы А, В и к такие, что « » • ' 

|^(г)|> ?(я, (2.1)

где (1 (г, ^g) = т'т(<7 (г, ^g), 1), а с1(г, —расстояние от точки
г до ^g.

До казательство. Нетрудно видеть, что существуют а £ С" 
и линейный дифференциальный оператор с постоянными коэффициен-

I тами
Р/ \ О / \ X) 1 1

71 — 1 порядка д такие, что РЧ1 — (е §) = 1- 
\Ог/ \дг I

Тогда с учетом теоремы 4.3 [1] получаем

1 = Ря (/ ) <е,п| 2 1М?’’ (*)| <
\Ог 7 |аГ,

<Се'а"г|2 №) (1+М)3'։'|^(г)|<
1«1 ՝ч

<Се‘а|и||г(г)|(1+И)31’1 ^g),

что и составляет искомый результат. □
Замечание 2.2. На самом деле, с некоторыми С ч к справед­

лива более точная оценка



464 Д. И. Гуревич

С\8(г)[> 4* (г, (1 + |։|)՜* еН(<“,|։',

где ш — элемент единичной сферы в Сп, д = |г|<», а Н (<՛>)'—индикатор 
роста функции

Оценки, аналогичные (2.1), можно доказать для любой функции 

^€НР, удовлетворяющей уравнению Р։,(—1#=1> где у—ли­

нейный дифференциальный оператор с коэффициентами, ограниченны­
ми по модулю величиной еЛр(*)+й. Нам потребуется локальный аналог 
этого утверждения. Его доказательство мы разобьем на две леммы.

Выражение К (г, г) мы используем для обозначения открытого 
шара радиуса г с центром в точке г £ С".

Лемма 2.3 Пусть функция § (г) аналипгична'в шаре АГ(О, R) с 
с С", 0</?<1, и пусть существует линейный дифференциальный 

оператор Рпорядка д с коэффициентами к, (г), д, 

|А«|<ЛЛ такой, что = где Л (г) и (я), [Ы < д суть
\0г /

некоторые функции в К (О, R). Тогда для любой точки г^К(0, Р/2 ) 
и любого-числа 0 < г Л/2 существуют точка г) и констан­
та С, не зависящая от Мъ R, г такие, что

(2.2)

Доказательство. Из условий леммы непосредственно выте- 
.кают неравенства

|Л (z)| = Pq (£\ g < Мг 2 |g(” (z)| <

шах 1г(г/)|(3|/п/г)'’'.
1’1 « |=,—V, ! < г/З) п

Полицилиндр г> £ Сп : |иу — я,| < —£=-> V/ содержится в шаре 
( Зи п I

.К(г, г) и, следовательно, в этом шаре существует искомая точка. □
Лемма 2.4. В условиях 'предыдущей леммы -дополнительно 

предположим, что |ггас! %\ М2, М3^-1. Тогда существуют кон-
ютанты И и к, не зависящие от g, М1։ М։, R такие, что

D\g (z) | > min (?’ (z, Ng)\h (z)|‘(Mlt MS)՜*, 1/2),

где d = m\n(d(z, Ng), R), z^K(0, R/2).
Доказательство. Фигурировавшую в предыдущей лемме ве­

личину г положим равной — min (d, M2՜1). ^Зафиксируем точку 
6

z£K(0, R/2) и рассмотрим шар К (v, 2 г), где v—точка, удовлетворяю- 
.щая неравенству (2.2). Отметим, что K{z, г) с К (v, 2 г) с К (О, R).
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Если в шаре K(v, 2 г) существует точка w такая, что |g (ш)| > 
1, то

I# (*)l > I? («О' — Af«|z — w|> 1 — м2-3г > 1/2.
Если же такой точки нет, то в шаре К (и, 2г) гармоническая функ­
ция 1?|?(г)| не меньше нуля и для нее несложно доказать оцен­
ку — ։? (*)1 С — 22՞ 1?1 я (и)|. Отсюда

lg (z)| > |g (о)|’2л > |Л (ж)|а2я с՜22՞ (4 а2" ■ q

откуда непосредственно вытекает необходимый результат. □
Лемма 2.5. Пусть g (z) — функция, голоморфная в круге 

К (О, Я) с С1, такая, что g (0) #= 0. |g (z)| < М. Тогда в круге 
К(0, R/2) число т корней функции g (с учетом их кратности) 
удовлетворяет неравенству

т < log։Af — log, |g (0)|.

Доказательство. Пусть в — произвольное фиксированное 
число такое, что 0<^s<^#/2. В круге К (0, R — s) функция g (z) имеет 
конечное число корней. Пусть Су, j — 1, 2,•••, к,— ее корни, зануме­
рованные в порядке возрастания модулей, из которых первые т кор­
ней и только они содержатся в круге А?(0, R/2). Тогда, как следует 
из формулы Йенсена, справедливо неравенство

J Ъ
Очевидно, что

(R-e)'"(RI2rm<(R-e)m ПМ-։<(* ֊ «)* П К/Г* •
Из произвольности е вытекает соотношение 2"' -С Mf\g (0)|, эквивалент­
ное доказываемому неравенству. □

На основании приведенных лемм мы можем теперь установить 
некоторые оценки снизу для функции max lg|/y|.

J

§ 3. Оценки снизу для функции шах lg|/y]| 
j

Теорема 3.1. Для любого !^>0 существует константа А и 
последовательность чисел Rj, j = 1, 2, •••, таких, что l(j—1)<^ 
<С R;<^lj и на множестве к՜1 П, где П = U о1К(О, Rj), а дК (0, Rj) — 

j
граница круга K(Q, Rj) cz С1 = "С2, выполняется неравенство, 
max lg |/у (z)| > — А (Щ + 1).

j
Доказательство. Напомним, что /։, /0 и Д — Z+-exp-no- 

линомы, являющиеся полиномами по z։ такие, что Nf, = Nfb 

^1(/о> /ог։) 0, /о = fit П («1 — CjZz — dj) и ft, не имеет делителей
7-։

вида Zj — czs — d.
833—3
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Для каждого 1 •<у < г существует Д -ехр-полином из ба­

зисного набора такой, что /, (суЯ» + <//,
Рассмотрим полином Р(") и Д-ехр-полином Л, удовлетворяю­

щие условиям предложения 1.3 с а = /2. По этому предложению 
т?. (/, А)==0. Поскольку (Д, то ехр-полином

У- = (П, /.։,) ■ (/., Л) П /,. (с/8 + я։),
7-1

зависящий только от г.,, отличен от тождественного нуля.
Пусть у = 1, 2,—его корни, занумерованные в порядке 

возрастания модулей. Существует константа С такая, что С'|->1^>у 
(см., например, [1]). Опишем около каждого корня круг с центром 
в и радиуса а|:у|-’2, где а = ^(3^'՜2) •

Поскольку сумма диаметров этих кругов удовлетворяет неравен­
ству

2 2 а КГ1 < 2. (2 Г1 у1 С‘ Ё 7՜’= ֊ ■

то для любого у на интервале //(у —1) -|-— > /у— — ] существует 
\ 4 4 /

число R, такое, что окружность дК((), R]) не пересекает ни один из 
построенных кругов.

, »2 _ ]
Нетрудно видеть, что расстояние <1(дК(О, R/), ) сне-

которой Ь, не зависящей от у. Кроме того, мы считаем, что 
• 2 -1

(ЬР.} ) \rnin (1, //4) при всех у. 
,2 __|

Рассмотрим в С1 = ~Сг (2 ЬВ/ ) -окрестности окружностей 
дКЦй, R У). Обозначим их через (/у.

Ниже мы покажем, что для всякого у существует константа R, 
такая, что дК(0, R/) с 11) и с некоторыми А и В выполняется соот­
ношение

1г1А(г)|>-Д|г|-В, ж^Л^.П-^П, (3.1)
где П = II дК (О, /?,). 

7
Поскольку оценки такого же типа, как это следует из предложе­

ния 2.1, выполняются на множестве {я £ С։: — суяа — <11 = 0| П՞՜1 П 
для функции 1д 1//у(г)|, то с некоторыми Ла>0 и 2^ > 0 имеет место 
неравенство

тах 1? (я)| > ֊ Д |2| _ Ви П -՜1 П.

Пусть константы Аг > 0 и В., > 0 таковы, что шах |ггас!/у| <

е՜4'+ . Рассмотпим — (Л‘ л,) '*4 ~рассмотрим — е -окрестность множе -
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ства М/, П "~‘П. Пусть точка V принадлежит ей, а точка г^/У/, П "-1П 
такова, что (Ни, г) е , Одна из функций /у в этой
точке удовлетворяет неравенству |/7| > — Л։ |г! — ВГ Оценим ее мо­
дуль в точке V.

1Л (®)1 > I/; («)1 — к — и| тах |?гас1//| > е'А' '2’ -й* — 
к. с)

___ 1_ -(Л,4Я,ХР1 0-<В| ֊Лд еД։(|а|+1) -г В, _ 1 е~.4,|»|- В, 1 _д։()О|+1)_в։
2 2 "2е

Следовательно, для любой точки г из указанной окрестности с 
некоторыми А3 и В3 имеет место неравенство тах 1$|// (г)|<> —Л3]г|—В3. 

}
Рассмотрим дополнение этой окрестности до множества ТУ/, П"-!П. 

Нетрудно видеть, что на нем с некоторыми А4 и В3 выполняется 
оценка I? |/։| > — Л։|г| — В3. Положив Л3 = тах (Л3, Л4), 55 = тах (В/, В4), 
получаем

тах 1?1//1> —Ак1~ Д» гС-“։п, 

что составляет требуемый результат.
Докажем теперь существование констант А, В к последователь­

ности R], / = 1, 2, •••, удовлетворяющих (3.1). Доказательство этого, 
будем проводить в два этапа. Сначала мы установим, что на много­
образии /V/, в ^некоторой окрестности множества ТУ/, П П', где 
П' = I) дК(О, Rфункция /։ не может иметь „слишком много“ кор­

ней, на основании чего мы сможем выбрать последовательность R 
Затем мы в некоторой меньшей окрестности оценим функцию 1$ |/,1 
снизу через расстояние до корней, из чего выведем существование 
искомых А и В.

Исходя из предложения 2.1 заключаем, что для точек г, принад­
лежащих и,, с некоторыми Ао и Во, не зависящими от г и /, 'выпол­
няется неравенство Г/(г)|^>е Л,и| В։ /?/ . Аналогичное утвержде­
ние справедливо для всех ехр-полиномов, входящих множителями в 
функцию ՝/.

Зафиксируем радиус /?/ и точку (0,/?,). Пусть г։ = ?*(гг) 
՛« <2 -1

—уравнения листов накрытия С1 над кругом К (г, (26/?/)՜ . 
Здесь к0— степень /, как полинома по г2. Очевидно, что с некоторыми 
А2 и В1։ не зависящими от г и к, 1-^к^кп, функции (г2) допускают

Д։/? • + В}
оценку |<р* (д2)| е , Следовательно, при г2 £ 11; с некото­
рыми А* и В2 справедливо неравенство

да/? + в, 
1А (?*(*։), *8)1<ехр е ’ ' . (3.2)

Нетрудно видеть, что существуют полином (т) и число т та­
кие, что коэффициенты этого полинома имеют вид я(/,х)-т, а-Н», 
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и Pj (/.Zi V) = P(v), где P— полином, фигурировавший выше. Функция 
/?,,(/„, Л) представима в виде

R։, (f, h) = Л։ - Л 4- h.f. ~h՝P (v) /. + h.f. = hj\ (f'.՜' 4)f։ + h»f" 

где hu h3 — Z+-exp-noAHHOMbi.
С учетом соотношения /.։ (?* (z2), z_>) (—(A)?* — 

' \ dz2 /
получаем

Л1 (?* (*,), zj pj= Rz, (f; Л)- 
\ dzn /

Все коэффициенты этого уравнения (мы относим туда и функцию 

(/։։)?t) оцениваются сверху величиной ехр еЛ,'*> а функция Rz, (f՝, h) 

удовлетворяет на U.j неравенству \Rz,(f.■ А)| > е й с некоторы­
ми А3 и В3, общими для всех j.

Применив к функции (/.,)?* лемму 2.3 с R= (5 bR-) ՛, заключаем, 
•2 — ։

что в (10 bRj ) -окрестности точки z существует точка w, для кото­
рой с некоторыми А< и В41(/г)т* (v) | > ехр (— еЛ,к ՛ Я|), причем /14 и 
Bt не зависят от у, к и точки v.

.О _J __j
Круг K(v, 2(5bRj) ) лежит в (2 bRj) -окрестности точки 

z^dK(0, R)). Функция (/»)?А определена на нем. Применим к ней 
лемму 2.5. Из этой леммы с учетом неравенства (3.2) следует, что 
существуют константы А5 и В5. не зависящие от j и z£dK(Q, R'j) 

»2 —J
такие, что в круге К (и, (5 bRj ) ), а следовательно, и в круге- 

• 2 —1
K{z, (10 bRj) ) число корней функции (/։)?д не превосходит величи-

AzR 1 + В-, ны е J
Окружность дК(0, Rj) можно покрыть кругами с центрами на 

,2 -1
ней и радиусами (10 bRj) так, чтобы число этих кругов не превос-

Г ,2  ] »3
ходило величины [2 -Rj: ЦО bRj ) ] 4֊ 1 = [20 " bRj ] 4֊ 1 и чтобы цен­
тры двух соседних кругов находились друг от друга на расстоянии не 

<2—1
большем, чем (10 bRj ) .

Нетрудно видеть, что указанные круги покрывают (30 bR?) '-ок­
рестность окружности дК$, R։) и, следовательно, в эту окрестность 
проектируется общих корней функций /, и /2 не более, чем

eA'RJ bR‘-kQ ([20 -b /?/] 4- 1) < +e‘,

с некоторыми Ae и Be, не зависящими от у. 
<2 —1

В (60 bRj ) -окрестности окружности дК(0, Rj) существует ок­
ружность dK(0, Rj), не пересекающая ни один из кругов, лежа-



Замкнутые идеалы з кольцах функций 469

щих в этой окрестности и имеющих центры в точках множества 
/V—- :/2 (х) —(х) = 0} и радиусы е ’(120 6/?/) '. От­
сюда вытекает, что с некоторыми А- и В., не зависящими от у, имеет 
место неравенство (ЦоК($, R,), е~ л”?-,-Вт.

Перейдем теперь ко второму этапу доказательства. Пусть
П՜ '<?АГ(О, R/) и г։ — © (гЛ — уравнение листа накрытия

П/.— С', содержащего точку г и определенного в (60 6Л,՜) -окрест­
ности точки а2 = т.г.

Функцию оценим по модулю, исходя из формулы
ф'=того факта, что с некоторыми Д+-ехр-полиномами Л2 и 

/г,) ~ Ь-Л*։, и того> что (/.> А.) бУДУчи вХр-ПОЛИНО-
мом, оценивается на основании предложения 2.1. При этом мы полу- 

• 2 —1
чим, что в бицилиндре — г1\<^(60 bRi) , 1и2 — х2| < 1} с не­
которыми Аь и Вь имеет место неравенство ф'(и։)! е'’՝(|-։,-1? <л.1)+в.

Пусть точка = ~С3 принадлежит е՜'’՝՝’1**՛ + ՛'(г։)|> “ я՝-окрест- 
ности точки д2 = ~г. Тогда точка у = (ин и2), где и, — © (и2), принад­
лежит указанному бицилиндру. Это легко установить, используя нера­
венство |и։ — гг] •< 1^2 —г2|-тах |ф'|. 

|։՛«. л]
Для произвольной функции /г, определенной в и удов-

>
летворяющей там оценке (о)| < еА'|։’1 В" с некоторыми Ад и Во, рас­
смотрим функцию £■? = £(? (V.,), и,). Из сказанного выше следует, что 

—+Ь (х,)1) -в, не -окрестности точки г., имеет- место неравенство
|О_| еМ. + анк.1+ |?(*)|)+Д.

Учитывая этот факт, применим к функции (/։)г лемму 2.4, поло­
жив в ней R — е՜'՝՜ '՝г'' 1г " в\ Из указанной леммы следует, что в 
е т -окрестности точки г с некоторыми Д10, £>10 и к, не за-
висящими от у и П ”՜1 Л у), выполняется неравенство

КАМ > е՜^'^' * ”(Г։)" " в" тт( / (г., '֊Ы}, R*), 

завершающее доказательство. П

§ 4. Основная теорема

Основным результатом настоящей статьи является следующая
Теорема 4.1. Пусть /< — произвольный набор Д-ехр-по- 

линомов от двух переменных, и пусть ] — идеал, порожденный 
ими в кольце Нр, где р определена по формуле (0.1). Тогда замкну­
тый идеал ] локализуем.

Доказательство. Мы можем считать, что все /у, 
суть Д+-ехр-полиномы. Пусть р — наибольший общий полиномиаль­
ный делитель полиномов р/,, 1 -Су -С Рассмотрим идеал порож­
денный в кольце Нр Д.-ехр-полиномами /;/р(г, е1*).
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Пусть функция А£НР такова, что h£J։ для любой точки z^C . 
Методами работы [4] из леммы 2.3 несложно выводится включение 
Л, = А/p (z, е,г) £Hf. Очевидно, что hu(zj\z для любой точки z~C՝. 
Локализуемость идеала J будет установлена, если мы докажем вклю­
чение h^J- Для этого достаточно убедиться в справедливости вклю­
чения h£Jx.

По предложению 1.1 в идеале или содержится Д-ехр-поли- 
ном ft-йО, зависящий только от z2 или в нем существуют два 
Д+-ехр-полинома £ 0 и g2^0, не содержащих elz' и z։ соответ­
ственно. Отсюда, используя лемму 1.2, мы делаем вывод, что все не­
приводимые компоненты 7VC f\Njji0 такие, что dim N— 1, суть комп- 

J
лексные прямые. Нетрудно убедиться в том, что этих прямых конеч­
ное число.

Пусть д։ — полином, равный произведению всех общих делите­
лей вида Zj — cz2—'d функций fjlp(z, е,г) (с учетом кратности этих 
делителей) , а полином q2 равен произведению всех остальных общих 
линейных делителей функций fj/p{z, е,г). Положим q =

Рассмотрим функцию А« = h-Jq и идеал J-., .порожденный в коль­
це Нр функциями 'fj ~fjlp(zt е'г) q. Для любой точки z^C։ z и, 
кроме того, Л»£Нр. Аналогично сказанному выше для завершения до­
казательства нам достаточно установить включение А... - J2.

Если в идеале ֊/1 существует Д-ехр-полином (пусть это будет 
ffp (z, е'х), зависящий только от z2, то для него существуют констан­
ты А и В и последовательность /?,, j — 1<^7?у <^j, такие, что на 
множестве ““’(UdA'CO, /?,)) выполняется соотношение 

/
1g\filp (?> е")| > — Д tai — -5-

Как следствие сказанное переносится и на функцию
Если же указанной функции в идеале Jx нет, то по предложению 

1.1 в /1 есть два Д+-ехр-полинома (пусть это будут /։/р и /«/р),пер­
вый из которых не содержит е/г‘, а второй — г։.

Нетрудно видеть, что fx',pqx — Д^-ехр-полином, причем множество 
N общих корней его и Д^-ехр-полинэмов flip, таково, что

С1. Теперь используя теорему 3.1, несложно убедиться в суще­
ствовании констант А и В и последовательности Rj, j—1 Rj<f> 
таких, что

maxlgI7y|>-4|z|֊B, z^UO, Rj)). 
i ։

Меняя местами zt и z, и повторно применяя те же рассуждения, 
мы получим, что для образующих 'fj идеала /2 всегда существуют кон­
станты А и В и две последовательности R} и Rj такие, что 
7 — ։ = 1, 2. и каждая компонента связности множества

|z £ С3: max 1g \'fj\ < — A lz| —
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лежит в множестве вида

= (/?)< |хх| < Я < М < 1.
Теперь включение Л2 6 /а» завершающее доказательство, непо­

средственно вытекает из следующей теоремы:
Теорема 4.2. [2]. Пусть /— замкнутый идеал в кольце Н₽> х 6 Сп, 

где р определена по формуле (0.1). Тогда, если в идеале / суще­
ствует ограниченное множество {/-} такое, что с некоторыми А и 3 
все компоненты связности б*- множества

1x6 С": sup )g|/2|<-4|x|-ß) 

ограничены и sup |z|/(l 4-։nf|z|) С, где С не зависит от £, то идеал 
гЬОц .-бО*

J локализуем.
Рассмотрим теперь приложение основной теоремы к теории систем 

дифференциально-разностных уравнений. С этой целью мы приведем 
построение некоторых функциональных пространств, определенных 
в [3].

Пусть Е,'.' д и Е^’д — банаховы пространства комплекснозначных 
функций на R", для которых соответственно определены нормы

’«•=»»р| (х) | ■ и = ,^<t<*։?’«

где е„, д (х) — ехр , если 7 0, ео, д = 1 при |х| -С >4, ео. д =

— ос при |х|^>Л. Положим Е» = Нт рг Б!’д, Е, = Пт рг Е2’д.
В-*0 Я-*'* у, А—»

Тогда, как доказано в [3], кольцо Нр с весовой функцией р, за­
данной формулой (0.1), связано при т2 = 1 с пространством

Ет"'1! » если П11>0,
т

Е
21^1. если ти,= 0, т

соотношением ^(Ф') = Нр, где Г—преобразование Фурье, а Ф'—про­
странство, сильно сопряженное к Ф.

В такой ситуации проблема локализуемости замкнутых идеалов 
кольца Нр является двойственной по отношению к проблеме о допу­
стимости спектрального анализа и синтеза инвариантными относитель­
но сдвига подпространствами пространства Ф (см. [6]). Не останавли­
ваясь на подробностях редукции одной проблемы к другой, сформу­
лируем следующую итоговую теорему.

Теорема 4.3. Пусть задана система однородных дифферен­
циально-разностных уравнений вида

s / г) \
у Р., (т~) “(* ~ я) = °. x^R2, a tzZ2, пбФ.
"1 *'Ох/
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(Мощность этой системы может быть произвольной). Пусть 
X—подпространство ее решений. Тогда, если Х=4=\^}, то X до­
пускает спектральный анализ, т. е. содержит ехр-полином и О 
и спектральный синтез, т. е. совпадает с замыканием множества 
ехр-полиномов в нем содержащихся.
Всесоюзный научно-исследовательский
институт железнодорожного транспорта Поступила 12.III.1973

Գ. К ԳՈԻՐԵՎԻՏ. 04թ-պո|իՏոմիա1 »նիգերով փակ իղեա^հր երկու փոփոխականի ամրողչ 
ֆււէնկ(յ|>աներ|ւ ստակներում (ամփոփում)

Հոդվածում ուսումնասիրվում կ երկու փոփոխականի ամբողջ ֆունկցիաների որոշ օղակնե- 
րՈււք աււաջացած փակ իդեալները հետևյալ տեսրի ծնիլներով

Л ' ( Օյ«ւ+ «։*։) ,
. >. е Рь («ւ» *յ).

որտեղ բազմանդամներ են, իսկ (ւ^-ը ամբողջ թվեր'. Աս/ացուցւԼած էէ որ այդպիսի
իդեալները միարժեբորեն որոշվում են իրենց լոկալ ստրուկտուրայով։

D. I. GUREVICH. Cloted ideal։ with exp-polynomial generator։ tn the ring։ 
of entire function։ of two variable։ (summary)

In the paper the closed ideals, generated in some rings of entire functions of 
two variables by the generators

' (
e P* (*։. *։).

where pk are polynoms. and o*-integers, are studied. It is proved that suc h ideals 
are defined by their local structure.
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