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ОБ s-НОРМАЛЬНОСТИ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ АЛГЕБР

В работе обобщается одна теорема Вилкена об s-нормальных ал 
гебрах.

Пусть Х-компакгное хаусдорфово пространство, и С( ) ал 
гебра всех непрерывных функций на X.

Подалгебра А алгебры С(Х) называется функциональной, если 
А содержит константы, разделяет точки X и равномерно замкну i а 
(т. е. замкнута в sup-норме).

Определение 1. Функциональная алгебра Л называется ֊-нор
мальной, если для всяких двух замкнутых множеств /1 и F2, содержа
щихся в X, пересечение которых пусто, F, П Ft = 0 существует функ

ция f\_A такая, что для некоторого s<^"2՜ выполняется Условие 

sup|l—/,(л)|<8, a supl/(x)|<s. 
лег,

Замечание. Легко видеть, применив теорему Мергеляна, что 
если функциональная алгебра удовлетворяет этому условию с некото

рым е0<^ то она удовлетворяет ему и для любого s<^e0 (см. [1]).

Определение 2. Границей Шаке функциональной алгебры А 
называется такое максимальное подмножество К множества X, кото
рое удовлетворяет следующему условию: для всякого х0^_К суще
ствует ft; А такое, что/(х0) = 1, |/(х)|<^1 для x=f=x0.

В дальнейшем через Ch (Л) будем обозначать границу Шоке 
алгебры Л, а через Мд — пространство максимальных идеалов.

Пусть Л — функциональная алгебра и F — замкнутое множество 
в X.

Через Ар обозначим функциональную алгебру, порожденную су
жениями функции из Л на F. Вилкеном в [1] была получена следую
щая

Теорема. Пусть А — функциональная алгебра и Мд = X. 
Если X—окружность, то А — г-нормальная алгебра.

Ниже мы приведем общее утверждение, специализацией которо
го является результат Вилкена.

Т е о р е м а. Пусть А — функциональная алгебра такая, что 
Мд — X. Если X\Ch(A) вполне несвязно, то А—г-нормальная 
алгебра.

Доказательство этой теоремы проведем в несколько этапов, т. е. 
сформулируем несколько вспомогательных лемм.
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Лемма 1. Пусть А — функциональная алгебраи Мд ՝Х впол
не несвязно. Тогда Мд — X.

Доказательство. Допустим противное: пусть Мд==Х. То
гда, как известно, Мд X — открытое множество и следовательно су
ществует открытого множества Пс.Мд такого, что П с Мд\Х. По 
условию Мд X вполне несвязно, следовательно, и также вполне не
связно. Покажем, что О можно представить в виде объединения двух 
юпересекающихся замкнутых множеств У7, и У7, таких, что £/=/7и У7 

и (О П) Г\ — 0. Действительно, поскольку П вполне несвязно, то 
для любой тройки точек хл, х։, х2, где х,„ х։ £ {/\{/, а х2£ V/ V 
найдутся открыто-замкнутые множества ТЛ1Эхо> хг и 5 х2 такие, 
что Л, и Рх, = П, а Рх, П /'’.г, = 0. Если х2 пробегает все £/\{/, томы 
получим покрытие 6/\ £/ системой открыто замкнутых множеств 
Лх,|,ед. Поскольку О компакт, то £/\.£/ также будет компактным 
множеством, следовательно, из системы {У7},]аед можно выбрать конеч
ную систему {Р*'}"^, которая покрывает £/\£/. Рассмотрим систему

1 открыто-замкнутых множеств таких, что /711П/\։/ = 0 и

Рх, II Р'1 = П. Положим Р. — П Р1 и У7., = и У7’'. Легко видеть, что , 1—1 1 1-1 х‘
Рг и Р., открыто-замкнутые непересекающиеся множества такие, что 
Рл О Р-: — У и У*} П (У\ {/) -0. Ясно, что х0 £ РГ Так как Рг I) Р2 — П, 
то отсюда имеем, что Мд =Р1\) (Р2 и (Мд^П). Поскольку Мд\П— 
замкнутое множество Р2 П (Мд\П) = 0, то П = 0
Итак, Мд представлено в виде объединения двух непересекающихся 
замкнутых множеств Р2 и Р2{) (Мд\П). Следовательно, -на основании 
теоремы Шилова об идемпотемах, существует функция / (х) £ А та
кая, что

7.(л)=-. ] 1։
10, хеГ։и(МдХи).

Но граница Шилова алгебры А лежит в X, а Р2 П X = 0. Полученное 
противоречие означает, что Мд = X. Лемма доказана. В дальнейшем 
мы используем известную лемму (см. [1]), которую сформулируем ниже.

Лемма 2. Пусть А — функциональная алгебра такая, что 
для всякого замкнутого множества Р имеем МдР — Р. Тогда А 
есть г-нормальная алгебра.

Доказательство теоремы. Сначала покажем, что Мдр 
является замкнутым подмножеством в X. Так как Мд = X, то 
МдР с X. Теперь покажем, что для люб эго замкнутого множества 
/ с / имеем МдР = Г. Допустим противное. Пусть для некоторог о 
замкнутого множества Ро с X, Мдр° = Ро. Рассмотрим Мар\Р0. По лем
ме 1 МдР \ Ро не является вполне несвязным множеством. Поэтому, 
из условия теоремы следует, что найдется точка х0£ СК{А) такая,
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что х0^Мд^/Ь0. Это означает, что существует f^A такая, что 
f(xQ)= I, а |/]л՝„<С 1- Однако это невозможно, в силу принципа макси 
мума. Отсюда следует, что для всякого замкнутого множества <=■ 
имеем Maf — F. Но тогда по лемме 2 алгебра А является s-нормаль 
ной. Теорема доказана. _

Следствие 1. Пусть А — функциональная алгебра и .։ — 
Если X—окружность, то А—^-нормальная алгебра.

Доказательство, Покажем, что X\Ch{A) вполне несвяз 
ное множество. Пусть X\Ch(A) не является вполне несвязным мно 
жеством. Это означает, что существует некоторая дуга Հ[., 3) на ок 
ружности такая, что Ch (Л) Ո 3) — 0- Рассмотрим алгебру А ([•,, зр 
Поскольку граница Шилова произвольной функциональной алгебры 
не может состоять из конечного числа точек, если X само не состоит 
из конечного числа точек, то найдутся 3], хо=/='т •' и ФУНК՜
ция g^A^^, ß] такие,, что g(x0) = 1, I# (х)| «Հ 1, x=f=x0. Так как g (х) 
является равномерным пределом на ц«, з) функций из А, то для неко
торого e <Հ -i- min 11 — |g (a)|, 1 — jg (ß)| j найдется функция ® G А такая, 

что |g (х) — ?(x)|<^s для x(;7h, ,i|. Легко видеть, что функция 
®(х)£/1 достигает своего максимума модуля на дуге ц». 3) в некото
рой внутренней точке этой дуги. Но поскольку Мд = X, то на осно
вании теоремы Росси (см. [2], стр. 84) существует x։£ti։. 3), х։7=7, 
хх ß и функция f^A такие, что /(х։) — 1, 1/(*)К^> x=Axi> T՛ е* 
x£Ch(A), и мы получаем противоречие. Следовательно, X'^Ch(A) 
вполне несвязно и поэтому А является s-нормальной алгеброй и т. д.

Следствие 2. Пусть А—функциональная алгебра на произ
вольном графе X. Если Мд = X, то А—г-нормальная алгебра.
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(summary)

The papere generalizes the Wilken theorem on a-normal algebras.
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