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О НЕВЫРОЖДЕННОСТИ НЕКОТОРЫХ МАТРИЦ, 
СВЯЗАННЫХ С ПРЕДСТАВЛЕНИЯМИ ПОЛУГРУППЫ 

МАТРИЦ НАД КОНЕЧНЫМ ПОЛЕМ

Настоящая статья примыкает к работе [1], в которой исследуют­
ся комплексные представления полугруппы матриц над конечным по­
лем к = СГ(д), д = рс. В [1] основную роль играет выяснение невы­
рожденности матриц

= 2 л՜1 (С' Л) Л (О' Р/) Х1Р„ р..
р1։ рр <?'

Здесь Д — неприводимое представление группы £ (т, к) невы­
рожденных матриц порядка т; Р, и Р; — т-мерные подпространства 
в п-мерном пространстве 5Я столбцов над полем к; Р/ — матрица вида 
и X т, столбцы которой составляют некоторый базис пространства 
Р<; О.' пробегает матрицы вида т X п, строки которых составляют 
базисы всех тп-мерных подпространств в п-мерном пространстве строк. 
Если под знаком Д находится вырожденная матрица, то значение Д 
считается равным 0.

Матрица кд коммутирует с матрицами представления /-т Д = 
= До1п-я։ группы Ь (п, к). Здесь 1п-т обозначает единичное пред­
ставление группы Ь (п — т, к), кружком обозначено умножение пред­
ставлений групп £ (т, к) и Л(п — т, к) в смысле [2]. Представле­
ние ՝1֊'т Д задается следующей явной формулой:

().» Д)(Л) = 2 л (а (Л, Р))Х1АР р . 
р

Здесь Л££(п, &); а (Л, Р)СЦт, к) и определяется формулой 
А Р= АР-ь (А, Р).

Цель настоящей статьи — доказать невырожденность матриц ^д 
при любых тип, если Д есть единичное представление. В дальней­
шем мы будем обозначать «д при Д —1т через ъпт, опустив знак Д и 
подчеркнув зависимость от т и п.

1°. Эпиморфизм алгебры 11т на алгебру Чт-ь Как по­
казано в [1], алгебра матриц, коммутирующих с матрицами представ­
ления = ^т (1т) имеет вид: Чт = (с0 £/от 4՜ Сд^/Гт + * • " + Ст Vтт\ > 
Где £'£,= 2

(Вт Р։.ЛРу—/
ер р . Алгебра Սո коммутативна. Мы будем счи-
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тать, что т ֊С 1/2 п и лишь в конце статьи рассмотрим случай m^>n/2. 
В предположении т-^.п/2 все матрицы Unfm, f=Q> 1» имеют
смысл, так что ранг алгебры U" равен т + 1. Как показано в [1], 
имеется мономорфизм ф модуля представления 5^,_։ в модуль пред­
ставления 5՞. Именно, модуль 5՞ имеет базис {е^Д, где Pt пробе­
гает все m-мерные подпространства пространства ֊5,, и мономорфизм 
ф действует по формуле ф (е<?() — 2 e/»5 здесь через ; обо-

значен базис модуля и через Qi обозначены (т — 1)-мерные 
подпространства S,,. Ясно, что ■%= ф (S" _։) ф Тпт, где Тпт — неприво­
димое представление группы L (п, к). Степень представления Т'^ равна

(ди —1).. - 1) __ (д'1 — 1) • • •(g"֊'n֊— 1)
(<7-1)-- (Г-D (<?-!)••• (Г՜1֊!)

Соответственно, алгебра U՞ раскладывается в прямую сумму 
алгебр, одна из которых изоморфна U՞ _р другая—полю С. Поэтому 
существует эпиморфизм ф* алгебры на U^_։, естественным обра­
зом связанный с мономорфизмом ф.

Выведем явную формулу для эпиморфизма ф*. С этой целью 
прежде всего вычислим

Ujut'՝J ֊ 2 2 ер, =’/7 — ?/V-b
PpQt dim PjftPj-J

где iy= 2 ept- 
dimP/nQi-/

Коэффициент а/ обозначает число m-мерных подпространств Р,-, 
содержащих Qj и имеющих /-мерное пересечение с Л, в предположе­
нии, что dim Р/ П Qi = /; Р/ обозначает то же самое, но в предполо­
жении, что dim P/nQi=/—1- Других значений, кроме / и f—1 чи­
сло dim Pt П Qi не может иметь. Положим Pi П Qi = Р и перейдем в 
факторпространство по Р, обозначив этот переход тильдой. Если

dim Р =/— 1, то dim Ql = m —/, dim Pi =dim Pj = m —/ + 1,

dim Pi Г) Р/ = 1, dim Pt П = 0 и Р,- =>

Все это обозначает, что Pj получается из Qx сложением с одно­

мерным подпространством, содержащимся в Р<. Поэтому 0/ равно чи- 
дш-/+1 _ 1

слу таких подпространств, т. е. pf = ———• Если же 
9-1

dim Р = /, то dim Qx = т —f — 1, dim Pi = dim Р/ = m —f.
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ейт Р1 Л Р/ = 0, <йт Р1 П<Л=О и Р) о (&.

Это означает, что Р/ есть любое подпространство размерности т—/, 

содержащее (?, кроме тех, которые получаются из сложением с 

одномерными пространствами, содержащимися в Р<. Поэтому
_ д"-'п + 1 — 1 р'"—/—1 дП-т+1 — д'՞—/

я — 1 7 — 1 <? — 1
Теперь вычислим

Я* = ф (^А. т-1 ео,) = 21 Ф(е<?) = V 3 ер, = И*т*4-о* тл.и.
И1ш ОЛ<?|- * И։т ОпО,—к Р(-<)

Здесь _ ерр в соответствии с обозначением, введенным
Лт Р/ ЛО,“*

выше; коэффициент V* равен числу (т — 1)-мерных подпространств (?, 
содержащихся в Р( и имеющих с ^-мерное пересечение, в предполо­
жении, что сНт Р, П <2։ = Л; коэффициент 3* обозначает то же самое, 
но в предположении, что ейт Р/П (&=&+1. Ясно, что V* равно числу 
(т — 1)-мерных подпространств т-мерного пространства Р[, содер- 

жаших Л-мерное подпространство Р/("| <2։, так что ■/* = ----------- , а 3«
7—1

равно числу (тп—1)-мерных подпространств пространства Р,, не со­
держащих (к 4- 1)-мерное подпространство Р/П так что

։ д'"— 1 дт—к-Х—д>п — дт—к—1
0^ == — ““ • = - *--------------------------  •

7 — 1 7 — 1 7-1
Из системы равенств

3։п—1 = Т>п—2,

72—1 । 7™—7
°и1-2 = ------- --  Тт-2 п-------------------- ,

9—1 9 — 1

д1” — 1
7 — 1

9Ш — 9'п՜՜1
9 — 1

находим

_ / 1 \ Г 1 9"' — 9И,~/՜1 ,■^/֊(7 1)| 3/+1 +

. ... , (9-н-9'л-/~1) - (7"‘ -7)
(9"'-/֊1)--- (7֊1)

Я/и-։
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Как мы выяснили выше
,,я ./ Ч д"֊"<-1 - д'«֊/ д«-/+1—1
Ч/т Ф (е„ ) = ֊------------ч------- -С/+ 2-------------- ■։/+։ “

д — 1 ч — 1
_я-т + 1 _  „т

= °/֊» + -- ----------- -------  Х/
д—1

(при / =0 первое слагаемое отсутствует).
Подставляя вместо т/ его выражение через с/, мы придем к 

формуле

ип!т (Ф е01) = ф ((ф* и^) еР1), 
где

Ф* и-/т = £/;.
д«-т+1 _дШ 

д'"֊/— 1 ,։

(д"՜"'՜*՜1 — д1Я)(д՞' — д'"֊/֊1)
и?(д'"֊/ -1)(д'"֊/֊»-1)

+ (_1)ш-/-1 {дп-'^Х - д"')(д"- - д'"-/֊») ■ ■ ■ (д'" - д)
(д'" /_ 1)(д">-/-։ -1)... (д -1) ” -։••

Ясно, что ф* и есть искомый эпиморфизм алгебры Ч"; на алге- 
6ру и« _։ .

Используя выведенную формулу для ф*, мы имеем возможность 
индуктивно найти все гомоморфизмы алгебры Ч" в поле комплексных 
чисел. Именно, зная гомоморфизмы <о0, •••, ?«—։ алгебры Ч"_։ в С
(их кратности равны степеням неприводимых представлений 7*", • • ■ 

՛ ՛’ ^т-1)> мы найдем соответствующие гомоморфизмы алгебры ЧЯ(П (с 
теми же кратностями), как фоф*,•••, эт_։ ф*. Последний гомоморфизм 
<р«1 находится из того, что сумма всех гомоморфизмов (с учетом крат­
ностей, которые известны) равна следу. Однако, явные формулы для 
гомоморфизмов алгебры Ч" в поле С очень громоздки, и мы их 
приводить не будем.

2. Собственные значения матрицы .
Лемма, ф* те" = О2л-4т+։ ' " т-1 •
Доказательство. Согласно формулам (7) и (8) из [1], мат­

рица те" (при п1<л/2) равна
т

,(л—2ш+/) т + Ц2 (ш—/)(л»Ч/-1) —1) •

Действительно, матрица Л/, участвующая в формуле (7), равна 
в рассматриваемом случае (согласно формуле (8)) числу невырож- 

/£/, В,\
денных треугольных матриц порядка т и вида ( п о‘), которое, как
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легко видеть, равно д,|2(т —1)---(д—1). Применение го­
моморфизма ՛>* дает:

т
’ Т՝П<=^ Ч<п-3т+1>т^^^֊П{т + Г- 1) . .(д-1) £/« т_։ 4

/-1
///—1

у (дЛ 1 — д'") д'"-2"'*/)»'-»-։# (т-/Ят-г/-1) (д/п-/_ 1). . .(д _ 1) X 
/-0

(дт — д'» (дШ _ дЖ-*)
(9т-/֊1)-..(д"-*-1) иЦ, т-х

В первой сумме заменим / — 1 на к, во второй—сделаем тривиаль­
ные преобразования и изменим порядок суммирования. Получим

т 1
■?* -т = 2 9("՜2'"4 * ■ ’> ",+1/2 <'Я+*М'»֊*֊։) (д"'֊*֊> -1)... (д -1) Щ. -1+

*• -р

ш-1
_|_(д«֊ш + :—дШ) V (д'"-*-։ —1). • ■ (д—1) д<п-2'«+*}т-т-1/2(«-*)(«<-*-։> X 

*-<!

д/(1_д/+1)...(1֊д*)^_]։
/«О

откуда, принимая во внимание, что

2д/(1—д/т1, . ..(1_дЛ) = 1> 
/-Ч1

и-1 ։
"п = д"' д(л-2т+*)/л+1/2(ш+Л)(/п-Л-1) ^т- к-1 — 1). . ,(д_1) Цп

4-0

/Л—1
(дп-,н 1 — дт) У д(л—2т + >) от+1/2 (//н-4)(ш-А--1) (дЛ1-4—1 .

А--0

что и требовалось доказать.
Из доказанной леммы и сказаного выше следует, что собственные 

значения /=0,---, т—1, матрицы после умножения на
д’л 1,н+2։ превращаются в собственные значения (к" ) матрицы , с 
сохранением кратностей, Последнее собственное значение определяет­
ся из сравнения следов:

г"т = Чъ՛ - +2 Зр ?ш («я ).

Здесь есть кратность собственного значения <рт (~՞,)» равная 
степени неприводимого представления Г" группы £ (и, к), так что

__________(д-1)_____________________
(дш _ 1) . . . (д _ 1)(д«-Ш _ 1) . . . (д ֊1)
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___________________ (у"—!)••• (ç-1)_______________

(ç"֊1—1)... (q - - !)• ••(<?- 1)
^-1)-(Н)(Г"4-?")_________

(q'" — 1) • • • (v - 1) (7я - ш 1 - 1) • • • (<7 - 1) 
Далее 

_ , (о" — 1) • • • (<7 — 1)So~n = а(«-т>111 ----------- -i----------------- ------ --------------- •

Здесь первый множитель равен диагональному элементу матрицы "я, 
второй множитель равен ее порядку. После несложных преобразова­
ний получим

„ (-11 \ -ПШ-lll’—lll■Гт Ч

Пусть теперь 0<s<w. Тогда
ф5 (it”) = ф, (րյ՚) զ՚2" . .ց2ո -4«i+2 — g2m (л-ш)-л (л-։И)

Таким образом, все собственные значения матрицы ՜՞ отличны от 
нуля и являются степенями числа q.

Формула для собственных значений выведена в предположении, что 
т -С 1/2 п. Легко видеть, что матрица равна матрице при 
надлежащей нумерации строк и столбцов. Поэтому в предположении 
т 1/2п для собственных значений матрицы г.” сохраняется прежняя 
формула и только индекс s нужно считать меняющимся от 0 до п—т.
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I*. 1Г. ԵԳԻԴԱՐՅԱՆ. Գ. Կ. ՖԱԴԴ1|1>Վ. հրոշ մատւփցների շկերասերւքածույւյունր, կաւդւ|ած ւ|եր<ա- 
վոր դաշտերի վրա մատրիցների կիսախմքի ներկայացման հետ (ամփոփում)

Աշխատանքում հաշվվում է մատրիցայի սեփական արմեքներր, երբ A = 1 pj աշխա֊ 
տանթի տերմիններով և ցույց է տրվում այգ մատրիցների չվերասերվածովյոլնըլ

B. M. ËDIGARIAN, D. K. FADDEEV. On the nonslngularlty of certain matrices 
connected with representations of a semigroup of matrices over finite field 

(summary)

Eigenvalues of matrices with Д — 1 are calculated in terms of fl]. The non­
singularity of this matrices is established.
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