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М. М. ДЖРБ.АШЯНБИОРТОГОНАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ И РЕШЕНИЕ ИНТЕРПОЛЯЦИОННОЙ ЗАДАЧИ С УЗЛАМИ ОГРАНИЧЕННОЙ КРАТНОСТИ В КЛАССЕ И.

1°. Пусть (а/)։“ (0<|։;|<^1) и И/11' — произвольные последова­тельности комплексных чисел и 5*  >- 1 — кратность появления числа г,. на отрезке {։/}*,  можно ставить следующую общую задачу:Выявить критерии для {а7-(‘Г и обеспечивающие существо­
вание функций /(г) из класса Н.. (0<^оос) Харди, удовлетво­ряющие интерполяционным условиямУ^’1)(М=7/ (/=1, 2, - ) (1)
и построить аппарат для представления решений задач такого рода.В том специальном случае, когда суть различные друг от друга точки круга |г|<1> и таким образом, 5/= 1 (1 °°), этазадача сводится к интерполяционной задаче/М = 1/ (7 = 1,2, - ) (2)с простыми узламиКритерии существования решения задачи' (2) в классе Н~ огра­ниченных в круге |а|<1 функций, либо в классах + °°)>были установлены в ряде работ (см. [1], а также [2], где приведены подробные литературные указания по этому поводу).В частности, ответ на вопрос о существовании решения задачи (2) в классах Н>. (1 о+ со) впервые получил полное решение в оригинальной работе Шапиро и Шилдса [3].В случае, когда различные точки в последовательности («/|։" по­являются двукратно, либо с одинаковой кратностью, в классе Н, задача была рассмотрена в работах [4], [5] и [6], но вновь лишь в по­становке существования ее решения.Отметим однако, что все эти работы, посвященные задаче (1), значительно опираются друг на друга. В частности, работа Чальмер" са [6], в которой хотя и далеко не в наилучшей формулировке дан полный ответ на вопрос о существовании решения интерполяционной задачи (1) в классе Н3, существенно опирается на известные общие результаты Н. К Бари [7] о биортогональных системах и о базисах в гильбертовых пространствах, а также на двусторонние оценки Шура собственных чисел для произведений эрмитово-положительных матриц.



340 М. М. Джрбашян2°. В настоящей статье предлагается новый, по существу чисто аналитический, метод для полного решения сформулированной выше общей интерполяционной задачи (1) в классе Н>, метод, позволяющий дать также аналитический аппарат для построения решений этой задачи.Этот метод основан на построении специальных систем аналити­ческих и ограниченных в круге |г| 1 функций {г*  (г))։“ и (2*  (х))” ,биортогональных на окружности |г|=1, ассоциированных с последо­вательностью подчиненной вначале лишь условию Бляшке
3 (1֊ М’) <-ь оо. (3)
/=1Система {2’ (г))“ является лишь несколько модифицированным для наших целей вариантом построенной в нашей работе [8] системы (2*  (г));“, также биортогональной с [г*  (г))^ на окружности |г|=1.В § 1 статьи в леммах 1.1—1.3 приводится построение указанной системы и устанавливается важное интерполяционное свойство сумм вида
3 Ту2;(г) (п>1). (4)
/-1Далее (леммы 1.4—1.5), в предположении, что —из класса Д, т. е.

։

а» — а/ 1—а/“* (5)>8 > О
или (в леммах 1.6 —1.8), когда |«/)։" из более узкого класса — Др cz А с ограниченной кратностью sup (s; | = р < -|- ос, мы устанавливаем 

»։ряд важных для дальнейшего изложения оценок, связанных с функция­ми 2’ (г) {к ?>1) или их скалярными произведениями на окружности И = 1-В § 2 излагаются основные результаты статьи.Здесь, во-первых, устанавливается теорема 1, согласно՛ которой условия
1«/)Г € и 2 (1 ֊ |ау|»)^֊։ |7/1«< + ОО (6)

/-•достаточны для существования решения / (г)£Н2 задачи (1). Эти же условия достаточны также для эффективного построения этого реше­ния в виде суммы ряда /и) = 3 т/2/‘и) (7)
/-1



Биортогональные системы 341по нашей биортогональной системе, поскольку/4у՜1’(«/)=!/=֊ У /С) гДСТ1<Л| (1 </<<”)• (8)“ Р-1В теореме 2, существенно опираясь на то, что разложение вида (7) (8) представляет решение задачи типа (1) в классе Н2, мы для однократных узлов |г/)Г ~ А устанавливаем сходимость рядов
V (1 — |г/|։)2'՜՜1 |Л֊1>(яу)|« (г=1, 2,--.) (9)

для любой функции / (я) £ Н.,.Отметив далее, что при условии
2 (1-|я/!’)<+«> 
/-։система {г/ (я)}Г не замкнута в Н2, мы вводим линейные подпро­странства л» |я/) и {а/} пространства Н., и устанавливаем важные для дальнейшего изложения факты: теорему 3 о том, что®^Ч;{я/1 и теорему 4 о единственности функций Ф (я)6у-2 (я/| по значениям величин Фм'-։)(а/) (1<; < + =«).Наконец, наряду со счетномерным гильбертовым пространством мы рассматриваем оператор Т.2 на Н.,, положив

Т2 (/) = {(1֊ Iя/ (а .)}Г> у (*)  £ н2.В заключительной теореме 5, доказательство которой в значи­тельной мере уже содержалось в теоремах 1-и 2, существенно опи­раясь также на теоремы 3 и 4, мы устанавливаем, что условие {Я,/}Г €; △₽ необходимо и достаточно для совпадения двух пространств 
Р и Т., [Нг]. § 1. Предварительные леммы

1.1 (а) В данном пункте мы будем предполагать, что (Я;)Г (0<|а,|<1)— произвольная последовательность комплексных чисел, подчиненная пока лишь условию
2 (!-№)< + «’. (1.1)
/=1Впредь для любого фиксированного значения к. (1 <+ оо),через 5*  > 1 будем обозначать кратность появления числа а*  на от- < а > к резке 11, а через р* — кратность его появления во всей последо­вательности (я;)1. В силу условия (1.1) всегда будем иметьсо (1-2)
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Обозначим, далее, через |г/|Г подпоследовательность всех отличных друг от друга чисел нашей последовательности {яу}։ .Тогда, вви ду принятых нами обозначений и условия (1.1)2(1-|г/|’)<2(1-|г/Р)Р/= 3 (1-|а/+ П.Г)
Рассмотрим функции Бляшке, ассоциированные с последовательностя­ми (<։/}“ и [г/|Г 4(г)=П Л^֊֊’ (1-3)

у ?! 1— */**/ ,„11-2/2 2/

1“'՛ 1 пусловившись в них полагать — = — 1 при а ■֊ и.
аОпределим далее функцию

Вл(г) = В(г) Ь (г), (1.4)заметив, что она может быть представлена еще в виде следующего очевидно, сходящегося в круге Д1՜ = \г; |г|<31 произведения
В* (г) = П — У' ' ’ (1Л/)

\1—2/2 2 /где <7/>1, очевидно, также конечная кратность появления числа г, в последовательности |«/}Г.(б) Из самого определения (1.4)—(1.4') функции В  (г) вытекает, что в каждой точке г = а  круга О+ она имеет нуль кратности р1; -1. Поэтому для любого к՝^֊ 1, положив **

можем утверждать, что эта функция регулярна и отлична от нуля в окрестности точки г = а*.  Таким образом, если обозначитьа‘(в*)=4{^4^4-«*  (°<1,<+оэ)> п.б)
то в достаточно малой окрестности точки г = функция »>*  (г) будет допускать разложение

0)*(2)  = 2 а’ (а*) (г — а*) ’. |д — а»! < т,.
V “ОВведем, наконец, в рассмотрение полиномы

Рк~։к<7*  (2)= 3 а,’(я*)(г  —а*) ’(1<Л < 4-со), ¥-4

(1.7)
(1.8)



Биортогональные системы 343а также последовательность [2*  (д)}Г регулярных и ограниченных в круге £>+ функций, положив”

* Все определенные здесь функции снабжены наии знаком ( •), поскольку они 
являются лишь несколько модифицированными (для наших целей) вариантами функ­
ций, впервые введенными нами в работе [8].

о- , > (д — а»)3* 1 (г) (з»~ 1)! <о*  (г)Д*  (г) д» (г) (!<*<  + «). (1-9)Лемма 1.1. Функции системы {2*(д)'Г  обладают следующи­
ми интерполяционными свойствамиГ ‘̂<(3)1
[ бг' |*-«»

О, при г, =/= ։*;  О -С г «С р,1, при а, = а*;  г = з*  — 1 (1.Ю)О, при а, = а»; г =яз*  — 1, 0 < г < р* —1 = р,— 1.Доказательство. Из разложения (1.7) функции ш*  (г), при­нимая во внимание определения (1.8) и (1.9) полинома д’ (г) и функ­ции 2Д (г), получим для последней следующее представление:
֊ Ва (г) У, М«*)(*  “«*) ’, |д-а»|<’Ь (1.11)

2 1=0

где
Ъ> (а*)  — а, (а*),  х = р*  — з*  -|- 1 + V, причем, очевидно, что здесь множитель (г — а*)՜ 1 В*  (г) в точке 

г = а*  имеет нуль кратности р*.Следовательно, вторая и третья из формул (1.10) леммы непо­средственно следуют из разложения (1.11) функции 2*  {г). Что ка­сается первой из формул (1.10), то она вытекает из самого опреде­ления (1.9) функции (д), так как в каждой точке г=а.,=^=а*  она совместно с функцией В*  (г) имеет нуль кратности р, +1.(в) Наряду с системой (2  (д)][“ с нашей последовательностью комплексных чисел [а/|Г будем ассоциировать также систему рацио­нальных функций {ге (д)}Г, положив
*

г*  (д) = (^~1-)1 (1 < * < + оо). (1.12)(1 — а*  д) *Лемма 1.2. Системы функций{п (д))Г и {2*(«)]Г
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биортогональны на единичной окружности в смысле

г,(С)2П^|Л| =

= ֊ [ 21(97^) |Л| = Р’(1-13)2֊ I 10, к =# *|Ц-։Доказательство. Поскольку функция 2А (л) регулярна и ограничена в круге /)!՜, то она представима интегралом Коши через свои граничные значенияа;м=- (1.14)и 1—< л
13-1Заметив теперь, что

=749, о-«)
(з^ — 1)-кратным дифференцированием интеграла (1.14) по параметру 
г мы получим I =7՜ [ (Ь ■•=!, 2, (1.16)

1 л- 1—. 2.^Если ч = к, то а, = а*,  з, = зА, и в силу второй из формул (1.10) лем­мы 1.1 мы получим, что в этом случае интеграл (1.16) равен единице.Если же ч=[=к, то либо а, = аА, но тогда, очевидно, з,^=з*,  либо же а, =/=։*.  В обоих этих случаях интегралы (1.16) равны нулю, в си­лу первой и третьей из формул (1.10).Лемма 1.3. Пусть {7*}՞  (1 С т + <о)—произвольные комп­
лексные числа. Тогда регулярная и ограниченная в круге |г| <С 1 
функция

8т (г) = 2 7*  а; (г) (1.17)
Л-1

у довлетворяет следующим интерполяционным условиям:^’-”(«0 = Ъ(1 -<*<т).  (1-18)Доказательство. Функция R,,, (г) в круге представима интегралом Коши через свои граничные значения
5„,(2) = а [

1 — ч 2
1С|—1Отсюда, в силу (1.15), (1.17) и формул (1.13) биортогональности, по­лучим
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1.2 (а) Последовательность комплексных чисел (а/)“ (0^|а>| < 1) удем относить к классу А, если при некотором 8(О<^3<^1) она об- адает свойством inf [ П * >։ U-։ я; — а*1— «/«* (1.19)
Отметим сначала же, что если последовательность (а;)Г—из сласса А, то, в частности, она удовлетворяет также условию Бляшке '1.1), обеспечивающему существование определенных выше функций 

В (г), 6 (г) и В9 (д).Отметим также, что если все числа из {а/)“ £Д отличны друг от друга, то условие (1.19) принимает вид

и известно под названием свойства равномерной разделимости по­следовательности {я/ }Г .Выше мы условились под |д/)Г понимать последовательность всех отличных друг от друга чисел из Поэтому свойство —(1.19) можно записать также в виде
■г/|— Zk
X—zjzk

> (1.19')
где qi (1-С + °0) ~ кратность появления числа z, во всей после­довательности {я;}?, причем, очевидно, чтоsup lp/1 = sup {<?/}-Заметим теперь, что если {а,-)Г £ Д, то из (1.19)—(1.19՜) следует, что для (д/]Г мы будем иметь

inf
* 1 п

/-1 J *

Zj— Zk

1—ZJ z*
>5*> (1.20)

притом для значения 3*  = 8.
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Это означает, что если [«/|i то подавно fz/li € -*■Но если предполагать, что

р — sup [р/| = sup [<?/! <+ <х, (1-2^)
J ։ ) 1то справедливо и обратное утверждение.В самом деле, тогда справедливы неравенства

>_1 1— г/г*1  \ ,։ l—zjzk /А * Ь*откуда и следует, что свойство (1.20) равномерной разделенности {z/}i повлечет за собой свойство (1.19) — (1.19'), т. е. свойство {«/}։ •Поскольку равномерно разделимые последовательности (z/}i • как известно, существуют, то предыдущие замечания подтверждают, что по крайней мере при условии (1.21) класс А не пуст. Но более того, пользуясь известным примером равномерно разделенной после­довательности (см. [1], стр. 289—290), легко можно убедиться в том, что класс А не пуст и в случае, когда sup {д/} = -гсс- 
/>։Наконец, ради удобства дальнейшего изложения, приведем сле­дующее определение: последовательность комплексных чисел {«/}1 ^А отнесем к классу еслиsup \pi | =■ р<֊г / 1Следующая лемма является непосредственным перенесением из­вестной леммы [3] на случай произвольных последовательностей 'а/"£Д.Лемма 1.4. Если |։у|Г £А, то справедливы неравенства2 0)=2 1 А (1.22)7=1 |1 — а;а»г •(!<*<+.«),v (1—|Д;|8)(1_—!а*1а)

Д И ֊ аУ“*1‘ (1.23)
Доказательство. Обозначая

у7*  =
(1- - N1)|1-а,а*| ։ £=1, 2,- j,заметим, что /' - °*  ’= 1 (у; k = 1, 2,- • •).I—«/«*Отсюда, и ввиду условия (в/|Г следуют неравенства
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«у —Л 
1—«у«*' П 0 - '•/*)  < 

/«֊։
о/' •*<ехр! — Ху*  I (к = 1, 2,- • ■ ), I )^л 1

»/*"*т. е. неравенства (1.22) леммы.Далее, поскольку при данном Л > 1 кратность появления числа во всей последовательности •։/)“ равна р*  <^ + ос и при а,-= а*,  х/*  = 1, то У *д  ~ 2 */*  — ри (£ = 1> 2.• • • )• /-1 у=1Поэтому неравенства (1.23) непосредственно следуют из (1.22).Следствие. Если [“/)“ 6^/» 7710 справедливы неравенства

2 (1 J7՜7՜12֊1 КР) < д (3; р) = р + 2 log 4- (1.23')?_1 |1 ֊ «У “*1 2 о(1<£<-Ь ад)՛(б) Введем в рассмотрение последовательность 'функций
= (1<л< + оо), (1.24)М «/—z |“/1»/*•*заметив, что если пользоваться принятыми нами выше обозначениями» то они допускают также представлениеД*(д)  = Г-^Д- ^!Г*5֊>( г) (1<А:< + оо). 1—а*  да*] (1.24')

Лемма 1.5. Если {в/)Г 6 4, то справедливы неравенства(1֊ |а*| ’Г (аД'ССЛЗ), (1.25)(ОСз-СЧ՜00։ 1 •< £< + ■»), 
где С5 (о) —некоторые постоянные, не зависящие от к >• 1.Доказательство. Поскольку (ау)Г^Д, то из самого опре­деления (1.24) функций Д*  (г) следуют неравенства1 < |л*  (а*)|  < о՜1 (1 <*<  + «), (1.26)т. е. неравенства (1.25) леммы для значения з = 0 и С0(6)=о-1 .Установим теперь справедливость неравенств (1.25) леммы для 5 = 1.С этой целью заметим сначала, что взяв логарифмическую про­изводную функции Д*  (г), мы приходим к тождеству
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I 1 I1— а, г а/ — г.

(ду—г)(1—Дуг) (1.27)
Отсюда, ввиду (1.26) получим неравенство

Iе/ — я*1  И ~ «/ Я*1
Но из условия (ду)” £ Д—(1.19), в частности, вытекают неравенства1 —«у Д*  «/ — Д* <д-1 («у ¥■«*)> (1.28)
пользуясь которыми будем иметь|Д*  («*)1<2՜ 2 5}

/-։

1-М8|1 — ду д*| ։
Воспользовавшись далее неравенствами (1.22) леммы 1.4, получим(1 - |«*|«)  IДИ«*)|  < г֊2 Ло (3) (1 < л < + ОО), т. е. неравенства (1.25) леммы справедливы также для 5 = 1, если по­ложить (3) = о-2 Ао (6).Проведем теперь рассуждение полной индукции.Предположим, что неравенства (1.25) леммы справедливы для значений 0 < 5 V(1 - |а*|»НД (;> («*)|<  СИЗ) 10<з<>; 1< Л<Н֊оо), (1.25')установим их справедливость для значения з= 1.С этой целью заметим, что произведя ч-кратное дифференциро­вание первого из тождеств (1.27), будем иметь
где дГ։)(2)=-2с:д(;-г) (г) ним г֊0

Д2)= у +' и |(1-ДуМ+։ (г֊Ду)'+«у*«* у У Г. у (г)______________уЙ (1֊ДуМИ(г֊М'+։“У* “*«г. У (г) = «Г1 (г ֊ ДуГ1 + (֊ 1)' (1 ֊ «/М+1.

(1-29)

(1.30)
(1.30')



Биортогоиальные системы 349Но легко видеть, что / (г) на самом деле является полиномом степе­ни г, и поэтому она представима в виде суммы
i И = s _ Я/ )•> (0 < г< >)։ (i.3i>

где «£>/(«/) = (֊ ֊֊֊. (1- 1։/Г)г+1-!‘ (1-32)(r+l— 11)! (О < |i < г С v).Из (1.30), (1-31) и (1.32), пользуясь также оценкой (1.28), получим£1-|я.|у+1-н|1 — о,- a*| r+1 |я*  — ay|'֊+։-ii
|1 — о.) a<l2r + 2~v-

Заметив далее, что при 0 И -С г|1- ауа*р'֊»  > 2֊' (1 - (1 - |ау|)'-и,(1-|а7|»)'֊и<2'֊и (1_|a.|)r-։x։мы приходим к неравенству(1-|а№1Нг (а*)|<<г-՛ (46-։у у. СТ+1 (2-J6)p v (L՜1“.'1*)! 1 ~|я*|,)."о |1 - aJ а*Р
•/*«*Следовательно, в силу неравенств (1.22) леммы 1.4 справедливы оценки (1 - |a*i ։y+1 1Ф>. Г (а*)|  < Dr (6) (1 < fe < + оо),где Dr (6)—некоторые постоянные, не зависящие от £^>1.Наконец, из (1.29) имеем при l^/s^֊!֊1»(1 — |a*| ։)’+1 |Д* +” (а*)|<

< 2 с: {(] - |а*| ’)’-' |дГ-г) (а*)1}{(1  - |а*| ։)^։ |Н г (а*)|} ։ 
г^Ооткуда, в силу нашего предположения (1.25')> и предыдущей оценки заключаем, что неравенства (1.25) справедливы и для значения s = v + 1. Таким образом, лемма полностью доказана.(в) Докажем теперь еще две леммы в предположении, что sup (Р/ )= Р< + 00•



350 М. М. Джрбашян_=_—===========Лемма 1.6. Если |<։/}Г £ Др (1 р -+- со), то ДЛЯ я0ЭФФи 
циентов разложения (1.7). (г —а*)' ’*11«*  (г) = 1£֊о֊;<------  = (a*)(z  - а4)’, |z - а*| < V(*)  ,-о
справедливы неравенства|а:(а*)|<а(5;  р)(1-|а*| 3Л+ '՜ ’ (1>33)(0<»<j»» + l, !<*<  + «')>
где а (о; р) — некоторая постоянная, не зависящая от "> и к.Доказательство. Наряду с функциями Д*  (z) (1 'С + °°)» которые, были определены нами по (1.24). введем в рассмотрение так­же функции ♦,«- V kL2i.fi-(1 <*<+„),  (1.34)

)~л z)~z 1*Я
где, как уже отмечалось, [z;|”— все отличные друг от друга числа из Iе/)։ Поскольку очевидно, что (г/)Г £Д и при данном &>1, а* ~ z/*,  то согласно лемме 1.5 справедливы неравенства(1 ֊ W ie>(*/*)!  <С («) (0<s< + оо, 1<л< + со)или, что то же самое, неравенства(1 - |«*1®У  |ф(» ’ («*)|  < С, (8) (0 < s < + со, 1 Г к < + СО), (1.35) где Cs (8) не зависят от к.Следовательно, положивФ*  (z) = Д*  (=) ф» (z) (1 < к < + со), из тождествФ?’ (z)=2 с; ф1։) (Z) Д^-” (z) (s=0, 1, 2, - • •) s-0на основании оценок (1.25) и (1.35) заключаем, что справедливы так­же неравенства (1-№Г |Ф^’

<2С-С(8) с4_,(8) = Ез (8) (0<s< + oo, 1<А<4-оо). (1.36)
Далее, принимая во внимание определения (1.24) и (1.34) функций Д*  (г) и ф*  (г), а также определения (1.3) и (1.4) функций -S(r), 6(z) и (г), приходим к тождеству

а*  — z |а*|  



Биортогоиальные системы 351откуда в силу (1.5) вытекает, что(z) — 6-^-) (1 — »« zfk ‘ Ф*  (г)\1*/|  / (1 <Л< -г оо).Отсюда следует, что для любого ՝/ (0 ֊< ՝» 4՜ °2)(։*)  =
= (г7 Г ' 2 с՝ г^'т՜"՜;.՜ <- ' ф* (’*)«՝ |։*|  / "о (р*-т1  — а)!и так как sup (p*j  = р <i 4֊ оо, то в силу (1.36) мы приходим к оценкам (l-|a*l ։)’T"*՜'  h?”(»*)l<« 2 С‘, ; 1)1 (3) = а (3; р)

з О (р+1- s)l(О <*0*4-1,  1<£<4-ос).Наконец, поскольку а» (а*)  = Д՜ ю* 1’’ («*)»
то неравенства (1.33) леммы установлены.Введем в рассмотрение интегралы= — J (1-37)

К|—I (n; т = 1, 2, • • •), и докажем следующую лемму.Лемма 1.7. Если 6 Ар, то справедливы оценки]и..Л < С(3, ,).<!7-(1.М). 
|1 — ат а„|-(п; т = 1, 2,- • •),

где С (о, р) — постоянная, не зависящая от п и т.Доказательство. Пользуясь определением (1.8)—(1.9) систе­мы |2,(z)j1՝’ и обозначив при г; s = О, 1, 2,•••
In"՛{r> s) “ (s„֊i)i (s,n-i)i2^7 J (:-a„)'+։ (i֊77:)i+։ <f” (L39)

|:i=iдля интегралов Unm мы получим следующее представление:
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Рп-’п Рт-։т ___________ __ • <1

Unm= 2 2 а’, (ая) a\MIn,n(pn-sn-^ + ^ P"‘-S'n ֊' Ч‘'՛=<> (1.40)Заметим теперь, что вообще
Inin (г, s) = Inm (s, Г) >а при О О < s

1лт (г; s)=_ (1 я>и ал) Г S 1 у, (s ~Ь г У)1 i (1 — 1щ 1пУ•(sn—1)1 (sm—1)|Д /*(' ’—»։ (s—»։Поэтому справедливы оценки вида|/Л,„ (г; s) I < — l(r’s) (m, n = 1, 2, • • •). О-41)где А {г, s) зависят только от г (0 < г 4՜ °°) и s (0 ■^S'x т “)• Но поскольку sup {/>*)  = р<Г + со, то очевидно, что
*>։ sup {pk — s*  — v 4-1} =р

0<крк-гк
*>lи, следовательно, из (1.41) вытекают также неравенства вида

llnm (рп Sn--- + lj Pin Sin "f" 1)1■C------ =—-------(n> m = 1, 2,•••» O-^Vi-Cpn—sn; O^.j^pm — Sm), (1.42)|1 — a,n «л|։
где

x = pn "1՜ Pm Sn Sni v2 4֊ 3, (1.42 )a Ap — некоторая постоянная, не зависящая от п, т, и v2.Далее, пользуясь оценками (1.33) леммы 1.6, из (1.40) и (1.42) —(1.42') приходим к неравенствам
Pn-snPm~։m /11. |։у>п+։֊’. /1 _ |„ |2\Z'm + 1-՝« |£/„,„[<Л,а8(3;р) 2 2 ( | я|) и ‘ <L43>„ti „Zi, - »n. a„l*Однако, ввиду (1,42՜)[1 -a,n a„|*  > |1 -a„, a„|« (l-|a„j)₽''-,«+1/։-’՛ (1 - |a,„|)₽""-I"-+1/2-'*и легко видеть также, что(1 - |аЛ|։)₽л+։՜ ’* <2Рл+* (1 - |«л|)'’я*1՜’1(1֊1»,л|։)Р"'+։՜” <2₽m+1 (1 - |am|)Pm+1 •



Биортогональиые системы 353Поэтому, заметив, что sup рк\ = ос, из (1.43) мы получим
I и..\ < с ,|1 ят ял|(л; т =1, 2,• • •),где С (6, р) = р- 2* а՜ ('■>; pl. Отсюда и следуют неравенства (1.38) леммы.Лемма 1.8. Если {я/ |Г ֊ Д/;, то справедливы неравенства (/'*\aP|< ----------------- --------- (1.44)

(1 < к < +- ос), 
где С,, (л) — постоянная, не зависящая от к..Доказательство. Согласно интегральной формуле Коши имеем = f—֊֊rd:

(1<лк:+оо).Пользуясь представлением (1.8)—(1.9) функции 2’ (z), отсюда по­лучим (ал)| < (Йй 2 * |а՝‘(Ял)՛л ” (1-45)
где л = А f__________________ W2« r| J К - **Г*՜'*՜  ’+ 211 - ** ^Г* +1 'Заметим теперь, что согласно неравенствам (1.33) леммы 1.6 имеем |о*  (а*)|  < а (й; р) (1 - |а*  + (0 < v < р„ - sk)и легко видеть .также, что 1-1 <2՜ J |1— я*, Is<22р*- ’*-՝+>  ’ ֊։(1 < к < + со, 0 < v < р*  — s*).Поскольку .-sup = р < -j- оо, то из этих неравенств и (1.45); при подходящем выборе постоянной Ср (о), следует утверждение (1.44) леммы.(г) Напомним, нто по определению, аналитическая в единичном круге .D*  функция
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f(z) = ^a„zk (1Л6>

принадлежит классу Н2 Харди, если
f 1 Г 1։'2sup — I/ (ге/?)|։ </? -zlj/K + тс.

0 ■ r 1 12՜ J JоПри этом предел / (е'т) = lim f (re1՜) /•-►i—oсуществует почти для всех ? £ [0, 2՜] и имеют место равенства
2х(՛ I/(«''il'ÿ Ы‘=|Л։<-Г“- U-47)2" JoДокажем следующую лемму о порядке роста производных функ­ций из Н։.Лемма 1.9*.  Если f (z)£H2, то при любом целом г>0lim |(1 - И)'* 1/2 |/«> (z)| ) = 0. (1.48)

/2|~1-0Доказательство. Из (1.47) следует, что для любого е^-0 и г > 0 можно указать такое целое N = N (s; г) 1 -f- г, что
(1.49)

С другой стороны, r-кратным дифференцированием ряда (1-46) (если 
г >1) мы получим разложение/">Ы = 2 о.

i=r 1 (1-r к — г)Отсюда в силу неравенства Шварца и (1.49) приходим к оценкег (1 + к) ь. пГн^-7)
_|_Е|у —2 с1 + г + к) |zl2*  |1/2 z^D y Йо Г2(1+Л) JВоспользовавшись далее формулой Стирлинга

Г (1+ х) =1 27 х 2 е-^е՛57 (х>0, 0<0., < 1)
(1.50)

‘ Частный случай этой леммы для класса Н3, когда г = 0, отмечался ранее 
(см. [2], стр. 86).



Биортогональные системы 355нетрудно убедиться в справедливости неравенстваГ։(1+г4-^) sup ---------------------------- - ----------- <.е3+" (г^-0).» > Г (1 + *)  Г (1 + 2г + £)Кроме того, легко проверить, чтоГ (1+г) < Г (1 +2г),и потому I ֊ (1 г + к) . ,2* 3+2, Г (1 + 2г + /г) . ,и _Йо Г’(1 + *)  Йо Г(Ц-Аг) "= Г (1 + г)(1 - (|г|<1). (1.51)Наконец, из (1.50) и (1.51), в силу произвольности s>0 следует справедливость (1.48).
§ 2. Основные теоремы2 .1 (а) Пусть («/}" (0-<|а/|<1)—произвольная последователь­ность, и, как всегда, пусть для любого к ^-1 5  1 означает крат­*ность появления числа а*  на отрезке |&у|*  нашей последовательности.Полагая, что (Т/)Г—любая другая последовательность ком­плексных чисел, нашей ближайшей задачей будет получение условий, 

достаточных для существования, а также для эффективного построе­ния функций / (г) £ Н2, подчиненных интерполяционным данным видаЛ՜1’ М = U (1 <7< + (2.1)В связи с этим отметим, что если sup [sy] <Г -4- со и |։;| -> 1, то из 
/>։леммы 1.9 непосредственно будет следовать, что для разрешимостизадачи (2.1) по крайней, мере необходимо выполнение условия.lim_ (l-la/D^lnHO. (2-2)Для формулировки и доказательства соответствующей теоремы, кро­ме принятых нами в § 1 обозначений и определений, введем еще и следующие.Пусть 1՝ — счетномерное гильбертово пространство, элементами которого, как известно, являются всевозможные последовательности комплексных чисел ш = с нормойЫ = !2 lw/12!2 < + со. 1/-1 J (2.3)

Наряду с этим введем также пространство ? (яу), элементами кото­рого являются произвольные последовательности комплексных чисел1 = 11/)Г, Для которых 629—2 if



356 М. М. Джрбашян________________ ==__=_ьн (з (!-№)*'-*  1т/|8 ^< + °с. (2.4)I/-։ 1Таким образом, если последовательности ш = и Т = {”/}։ таковы, что «>/= (1 — |ау |а)д/՜՛ 2 7/(1 + °°)>то утверждения ш £ Г2 и у £ /г (ау) просто равносильны.( б) Следующая теорема, к доказательству которой мы присту­паем, содержит достаточное условие разрешимости поставленной вы­ше задачи (2.1) при наложении на последовательность 7 = [7/!։ более сильного чем (2.2) ограничения — 7 £ /։ {а/}.Теорема 1. Пусть 7 — |7у|Г — произвольный элемент из 
Р Iя/}- Тогда условие• (“/}Г6др (2-б)
достаточно для справедливости следующих утверждений:2 . Существует функция /0 (г) £ Н3, являющаяся решением 
интерполяционной задачи (2.1), для которой

МАК С 11,1, (2.7)
где С постоянная, зависящая лишь от чисел р и о, участвую­
щих в определении класса Д/(.2 . Функция /0 (г) представима в качестве суммы ряда

/о(^)=3 7/2?(*). (2-8)
/-1

сходящегося равномерно внутри круга и в метрике Н2 на его 
границе.Доказательство. Рассмотрим частичную сумму ряда (2.8)

(«) = 2 7/ 2/ («) (1 < и < 4- со), (2.9)
/-1заметив, что согласно лемме 1.3 она удовлетворяет интерполяционным условиям 5<№>(а,)=7,| (1’0 <п). (2.1')

I.Если положить еще 5о(г)=О, то из (2.9) будем иметь
2к* <«; 9)= (е'в) - (*'•)! ’ =

9
п+Я _= 2 £//*7/7*  (0<л< + со, 1 < 9 < 4- °с), (2.10)

/. *=н  । ։
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где

</»и (1 О» £< + оо)и, очевидно, что Чц = 1/111.Следующее известное утверждение легко вытекает из неравен­ства Шварца.
Если матрица комплексных чисел {а,*}  (1 С/, к < IV) такова, 

что ац = а,*  и

2 |О/*|  САГ 
/-1

то для произвольных комплексных чисел [х/справедливо нера­
венство

2 ар,х)хк <7И2|х/|8. (2.11)
/. *=։ /-1Обозначая х/ = (1 ֊ М’Г'-’Ч֊ (I </< + «>), ау*  = (1 (1 - |О1/а-‘* £/,-*,(1 </, к < 4- со), формулу (2.10) можем записать в виде

л+9 _* (л; <?) = 2 ау*х/х*  . (2.10')
у> *=л  I-։Далее, так как согласно условию (2.6) теоремы («/}" £ Ьр, то прини­мая во внимание лемму 1.7 и следствие леммы 1.4 будем иметь

2 Ы<С(3,Й 2 (L-X)g-N-> 
j—л+1 у—л+1 '1 а/ а*1

< М (о, р) (1 -< к, д<^-|- оо, о < п’<х + оо),где М (8, р) = С (8, р) ( р 4- 2 log —• \ о /Поэтому, применив оценку (2.11) к сумме (2.10'), мы приходим к неравенству
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~ (' |5Л+, (е'ь) -5„ (е"’)|2 < М (8, р) 2 ՛ (1-1»/)*'  ’ Ы*  12Л2>2 К у-я+1для всех 0< п < -г со и 1-С Ч <С + °°-Но согласно условию 17/1” С ? Iе/! теоремы ряд (2.4) сходящий­ся. Следовательно, из (2.12), во-первых, следует, что последователь­ность функций (З’л (е/й)}Г сходится в себе по метрике Д. (0,2՜), и следовательно, имеет предельную функцию 5 (е' ‘) £ Д (0,2՜).Более того, если в неравенстве (2.12) при фиксированном п (0 <'л<^+°°) перейти к пределу при <? —» + оо, то мы придем к сле­дующим оценкам для разности 5 (е'") — 5Л (е'11) и 5 (е'"):— Г|5 (е'й) - Д (е'°)|։ </»> < М (о, р) 2 (1 - |а/)2,Г 1 И/ (2-13)2'3 . /-«+1и 2к^С|5(е'в)М><Л/(8, р)|--,Г. (2-14)2к,)оНо функции Зп (г) (л > 1) регулярны и ограничены в круге |г|<^1, и поэтому 1 СД (С)?д|._ (5п (),  при г£Д>+ ^2*2՜։ ,)С—г ‘ ( 0, при £> .

Отсюда и из (2.13) переходом к пределу при л — 4- гмы заключаем следующее:Ряд 
равномерно сходится в круге и его сумма в силу (2.1') удовле­творяет интерполяционным условиям (2.1), т. е.(1<?< + сс).Функция /0 (г) представима интегралом Коши, поскольку после пре­дельного перехода при л -» -р со наши формулы (2.15) принимают вид1 С5 (С) Г/о (г), при2кг|( ]г֊г [ 0, при г е О - ' }

Это значит, что почти всюду на |С| = 1 существуют граничные зна­чения /0 (С) = Нт /0 (рС), р—1-0равные 5 (С).



Биортогоиальные системы 359Наконец, так как таким образом, /0 (е':>) = 3 (е'5)££2 (0, т =°), то очевидно, имеем также /0 (*)  < ^4- Поэтому, и в силу (2.14) спра­ведлива оценка 2г.^Г|/о(^)1։<0 = №<^(г, р) Ы- оИтак, оба утверждения теоремы совместно и полностью доказаны.В заключение отметим, что результат, эквивалентный лишь ут­верждению 1’ этой теоремы существенно иным методом, не позволяю­щим, однако, построения решения /0(г)С-^4 интерполяционной задачи с кратными узлами {а>)Г £ Др, был установлен ранее (см. [6], теоре­му 3.2).(в) В работе Шапиро и Шилдса ([3], [1], [2]), посвященной пол­ному решению интерполяционной задачи в классах Нг (1 о со), но с простыми узлами (г/]Г, т. е. задачи
/(*/)  = и (К/<+«>)>/(*)€#■>»  в частности, был установлен следующий результат, формулировку которого мы приведем здесь, поскольку он существенно понадобится нам ниже.

Если последовательность [г,}Г (0 1) отличных друг
от друга чисел равномерно разделена, т. е., если (г,|Г £ Д, то для 
любой функции /(г)£//2

2 (1-к1։)|/(г>)1։<с#г, • (2.16)у-։
где С1не зависит от /.Существенно опираясь на этот результат и на теорему 1, дока­жем сначала следующую общую теорему.Теорема 2. Пусть последовательность {г/}Г различных то­
чек круга |г| 1 равномерно разделена, т. е. {гу} £ Д. Тогда для
любой фуннции { (я) £ Нг2 (1-МТ՜1 1Т՜1֊' С,И’ (2.17)

/-։ (1 < г <_ Ч- ос), 
где Сг не зависит от /.Доказательство. Согласно (2.16) утверждение (2.17) верно для г = 1. Поэтому для доказательства теоремы достаточно провести рассуждение полной индукции. С этой целью, предполагая справедли­вость неравенств вида (1-МТ-Ч/1'-1’ (*,)1 2< Сг№ (2.18)



360 М. М. Джрбашяндокажем, что для суммы ряда Ьг [/] аналогичное неравенство справед­ливо также для значения г=р4-1.С этой целью построим новую последовательность чисел {яу}։ , положив ар(у_։)-,= г; (К7<-г-ос, 1 <г<р), (2-19)заметив, что, очевидно
2(1-Ы։) = р2(1-М։)<+«-
/-։ /—1Легко видеть, что для определенной таким образом последователь­ности {ву)" будем иметь

Ру = р (1 </< 4՜ °°) И 5р(У-1) + г = 5г = г (2.20)(1<г<р, К/<4-°°).Кроме того, поскольку |яу)“^Д, то имеем также
Й I а*~ а> = р} г* Г> (& = 1, 2,...), 

|1—“/“* >.֊1 1— 2* I«у Л«*  /+*т. е. 1«у}Г€Др.Покажем теперь, что совокупность условий (2.18) эквивалентна одно­му условию
Ь [/]=£ (1 - |аур)։^-’ (ау)|»< С’Ж (2.18')где СР не зависит от /.В самом деле, из (2.19), (2.20) и (2.18) мы имеем£[/] = 2 2 1Л^-^-։>(аД(у_։)+,)|« =

7=1 г—1

= 2 2(1-|яу|«^-чл-։’ (*/)| ։ =2 Ы (У)< + «,. 
7—1 Г—։ г—1Но ввиду [яу|Г £Др и (2.18'), согласно теореме 1 следует существо­вание функции /'’(я)£//2, подчиненной интерполяционным условиям /(,*-1>(а*)  =Л* -”(“*)(1  <*<4֊оо),  (2.21)а также неравенству вида (2.21')и представимой в виде суммы ряда

^(г)=2Л* -1,(«*)  а;(^), (2.22)*— I сходящегося равномерно в круге 22՜ и в среднем на его границе Ы = 1.Теперь введем в рассмотрение функциюш(я)=/(я)-Г(ж), (2.23>



Биортогональные системы 361заметив, что о>(г)£/73, и кроме того, что в силу (2.21), (2.18') и (2.21') она удовлетворяет условиями/4*՜ 1» (а*)  = 0 (1<Л< + оо), < С* 8/1. (2.24)С другой стороны, заметим далее, что по построению (2.19) последо­вательности |я.л|Г, для любого к>1 точки г = а*  появляются в ней с одинаковой кратностью р*=  р (к^1). Поэтому, ассоциированная с {ау)Г функция Бляшке В (г) в рассматриваемом случае допускает представлениевы = !-^Ь!1’ п (2.И)(1— а*  я а*  ] 1—ауг
и, таким образом, удовлетворяет условиям

В^՜^ (а*)  = 0 (1 г -С р, 1 ֊С к < 4֊ со),
В№ + 0 (1< к < + со). (2.26)Но в силу (2.20) легко видеть, что условия (2.26) могут быть записа­ны также в виде (а>) =0 (1 < к < + со), #/') (а»)^0(1 <£<+ со).Из (2.24) и (2.26') вытекает, что функция£ (я) = <о (г)/В (а), ||£||= Н <

(2.26՜)
(2.24՞)регулярна в круге Д+, и поскольку (д) £ //>, то имеем также § (г) £ 

£ Н3. Из (2.23) следует далее, что наша функция / (г) £ Нг допускает представление вида
/ («) = Г+ В (г) 8 (г), г £ £)+, (2.27)где г (г) £ /72.Отметим теперь, что по интегральной формуле Коши В<р)(ау) = А Г—Л(1</<4-оо).2кг ( ( 3 (С-а;)^1 У '

Отсюда, в силу (2.25) и формулы Пуассона
мы получим оценку

|Л|

< __Р! 1 Г ДО <- 2р~‘ р!
(1֊1^1)р-12^п=311- а/1*  (I ֊ М։)р(к; < + <»). (2.28)



362 _________________________________ М. М. ДжрбашянДалее из условий (2.26'), очевидно, следует, что ш(р) (а,) = (ву) (яу) (1</< + со), откуда и из (2.28) вытекает неравенство2 (I֊֊ М2)2'11 И'’ («/)1։<2р՜1 р! 2 (1 ֊ №) |£ Ы։՝< 
/=։ /—1< 2/-’ (1- |жу|«) (гу)|2< 2՞՜' рр! С, < С/ (2-29)

/-։если учесть, что по построению (2.19), последовательность {яуЬ есть р-кратное расширение {«у)Г, а также неравенства (2.16) и (2.24").’,Заметим далее, что в силу первого из свойств (1.10) функций 2*  (г), установленного в лемме 1.1, если при данном />1,яу */=։*,  то для функции 2*  (г) ^очка г — яу является нулем кратности р, = р+1, иначе говоря 2* (р) (яу) = 0, при я*  = яу (2.30)(К*,  ;< + «>).Поэтому, пользуясь свойством (2.30), р-кратным дифференцированием разложения (2.22) получим/™(яу) = 2 /•»֊» (я*)2^ ’(ау) (2-31)(а*) =в/ (1 <у < + со),причем, очевидно, что сумма, стоящая справа, содержит точно р сла­гаемых. Но ввиду способа (2.19) построения {яу}“, легко видеть, что при данном у^-1 для совокупности чисел (а*)  = яу мы имеем р (у— — 1) + 1<Л-Сру. Отсюда следует, что формулу (2.31) можно запи­сать также в виде
= 2 /,*- 1)(я*)2; (/’)(яя) (2.3Г)*-р 0-1)+։ (’!</<.+«).С другой стороны, поскольку в рассматриваемом нами случае р*  = р 

(к > 1), то согласно оценке (1.44) леммы 1.8 будем иметь
(!<£< + ос),где Ср (8) не зависит от к.



Биортогоиальиыс системы 363Отсюда и из (2.31') следуют неравенства /»/|/™ (ау)| < С„ («) 2 (1 - №)'*"'  |/‘*- ։) (а*)|
*-/>(/-!)+։ (1 <у< 4-'»)

или, так как ։*  = з/ при р (/—1) 4՜ -С ру> то и неравенства (1_|а.|«)А1+1.2|Я/1) (а/)К
/VV (1֊М։)’*- ։/2 (2.32)*=/>(У-он (1 < У < + со).Применением неравенства Шварца и (2.32) получим далее (1֊Мг)2/,+1 |Л/'>(ау)р^ рУ< С;,(3) У (1 - |а*|»  )^՜' |/՝*- ” (а*)| ’, *-д(У-О+։ (1 <У< + 00).где СР (?) = р Ср (о). Следовательно2 (1֊|ау|։‘)5'’+Ч^) («/)!'< У-։

’ < С'р (?) У (1 ֊ |а*| ։ )21*՜'  (а*)Р  < С/ (?) С՝р(2.33)
ввиду (2.18').Наконец, обращаясь к представлению (2.17) функции / (г), в си­лу (2.29) и (2.33) мы заключаем, что

2 (1-|2ур)։р-И|/(я)(гу)р^ У-1= -5֊2 (1֊ |а7Р)2/-+՛ |/(/<) (ау)р< СЛЛ\ 
Р У=։так как, очевидно, что

1Л/’) (а/)1։с 2 {|/™ («у)|։ + 1^’ («у)|*|  (1 <у < 4- со).Итак, из оценок (2.18) величин Ьг (/) (1 <1 г р) вытекает такая &е оценка для величины Ср.\.\ (/). Этим завершается доказательство тео­ремы.



364 М. М. ДжрбашянОтметим, что в существенно менее обозримой формулировке ут­верждение, эквивалентное теореме 2, было установлено ■ ранее иным способом (см. [5] и [6]), с привлечением уже отмеченных выше общих результатов Н. К. Бари и Шура.2.2 (а) Ниже мы предположим, что последовательность чисел (®/}1 (0^|։;|’х1) удовлетворяет лишь условию3 (!-№)<+«’. (2.34)
/-1обеспечивающему существование функции Бляшке

При этом, поскольку при любом /'(1։С/<С+°О) Для 7? (г) ^0 точка 
г = является нулем конечной кратности то очевидно,
что (а,) = 0 (1 </<+<=°). (2-35)Вспомнив определение (1.12) системы рациональных функций 
(гу (г) )"

(1— 1) г) >заметим, что для любой функции / (г) £ /72(/> гу) = 2^ Г / (’) гДсТ 1^1 =

Из (2.36) и (2.35), в частности, имеем
(В, Гу)=0 (1</< + ео), в то время как почти везде на [С| = 1 |5 (’)| = 1. Это означает, что при условии (2.34) система {г*  (г)]Г не полна в Н։.Обозначим через (а*)  подкласс функций Ф (г) из Нг, для ко­торых inf f |Ф С) - а„ (Г)|։ «Г, = О, {»л)б/г Ji:i-։где R — множество всевозможных сумм вида

Л’л (*)=  2 с/я) ry (z) £ Нг (1 < п < + <Х>), 
>-։

(2.37)
(2.38)



Бяортогоиальпые системы 365а с^)՞—произвольные постоянные. Поскольку система {г*  (я)}” не полна в Нг, то имеет место строгое включение ՝!~. {а*  |с//2.Обозначим далее через Л/2 {«/} подкласс функций 6 (я) из Н._, удовлетворяющих условиямф"'՜° (V) = 0 (1 <] < + оо). (2.39)Легко видеть, что класс /У2 |яу) совпадает с множеством функций, допускающих представление видаФ (я) = В (г) С (г), (2.40)где 6' (я) £ /Л произвольна.В самом деле, («/ — 1)-кратным дифференцированием функций вида (2.40), в силу (2.35), мы заключаем, что они, будучи из класса 
Н3, удовлетворяют условиям (2.39). Обратно, если ф (я) £Л4> (а*} ։ то из (2.39) и (2.35) следует, что б' (я) = у (я)/2?(я) регулярна в круге |я| 1 и принадлежит классу Н2.Введенные нами классы >2 (а/) и Л2 [а,|, очевидно, являются ли­нейными подпространствами Н2. Покажем, что эти подпространства ортогональны, т. е. что для произвольной пары функцийф (^)С>-2 Ы И ф (я) С М (а/)(ф. Ф) = ֊: (ф(ОТо |Л| = о. (2.41)

|С1=1Действительно, в силу формулы (2.36)(ф, п) = Ф(,'_” (*,)  = 0 (1 <;< + ос), и поэтому имеем также (ф, «») = 0 (2.4Г)для любой суммы зЛ вида (2.36).Если [зЛ (я))Г выбрана так, чтоНт ЦФ — а„3 = 0, 
Я-*  оото предельным переходом при л -» + <=о из (2.41х) будет следовать (2.41).Из свойства (2.41) ортогональности классов (яД и /V, {а,} не­посредственно вытекает следующая теорема единственности.Теорема 3. Если функции Ф1 (я) и Ф2 (я) — из класса \>{а/} иФ<7֊։> (.,,)= ф^֊։> (а,) (1</<4֊оо), 

то Фх (я) = Ф. (я).В самом деле, положивФ (я) = Фх (я) - Ф2 (я)



366 М. М. Джрбашянс одной стороны, очевидно, что будем иметь Ф(«)€Ч ЛРУГ01'*

* Это известная система Мальмквиста-Такенака и может быть записана в 
явной форме [9].

стороны, поскольку Ф(,>-1’ (։/)= 0 (1 -+ со)» то одновременно Ф (г) £ П2 {«/). Наконец, отсюда в силу (2.41) вытекает, что(ф, ф) =|ф|։=0, т. е. Ф (г)^0, и теорема доказана.(б) Докажем теперь важную теорему о разбиении пространства 
Н2. Отметим, что несколько иной способ по существу такого же раз­биения класса Нг был предложен нами ранее в работе [9].Теорема 4. Пространство Н2 есть прямая сумма ортого­
нальных подпространств а»'«/} к !я/), т. е.

Нг = \\^}

Иначе говоря, класс Н2 совпадает с множеством функций /(г), 
допускающих представление вида/(г) =Ф(г) + Ф(з), М<1, <2-42)
где Ф (г) £ К {а;} и '1> (г)(^П2 [а/|.

При этом ;|/Р = ИФГ + В?1Р- (2-43)Д о к а з а т е л ь с т в о. Что любая функция /(г) вида (2.42) из класса Н2, очевидно. Покажем обратное, что любая функция / (г)^/12 допускает представление типа (2.42).Пусть (®/(г))Г—ортогонализация системы функций г/(г)!։ на окружности |и| = 1 по методу Шмидта*  .Тогда 
(?/. к=1> 10, ] к причем для любого к 1 будем иметь

(г) = V, (г), =£ 0. (2.44)
7-1Для данной функции / (я) £ Н3 введем в рассмотрение ее коэффициент Фурье (/, =*)(&  >1), по ортогональной системе [<р*  (г) Г- Тогда для них справедливо неравенство Бесселя

У К/, *—1 Отсюда легко следует, что ряд 
ф(г)= 2 (/,?«) Ф*(^)  (2.45)Л—1



Биортогональные системы 367сходится в среднем на окружности |z| = l и равномерно в круге D~, причем
<Ф, ?*)  = (Л ?*)  (1 < к< + оо). (2.46)Ввиду сходимости ряда (2.45) к граничным значениям функции Ф (z) на окружности z| = l, принимая также во внимание определение (2.37) класса >։ {«/ и линейные соотношения (2.44), мы приходим к заклю­чению, что Ф (z) }•Но из (2.46), вновь пользуясь соотношениями (2.44), в силу фор­мул (2.46) мы получим(/- Ф, гд) = /'*֊ ’> (а*)  — ф''*՜ 1’ (аА) = О(1 < к < ос).Поэтому, положив O(z)=/(z)—Ф (ж), мы заключаем, что ф (г) £ €^2ia/i> и тем самым, требуемое представление (2.42) установлено. Наконец, что касается равенства (2.43), то оно непосредственно сле­дует из (2.42) и свойства (2.41) ортогональности подпространств 

'г 1а/) и N. {«/}.В добавление отметим, что функции f (z) £ Н2 допускают пред­
ставление вида (2.42) единственным образом. Это непосредствен­но вытекает из теоремы единственности 3.(в) Наконец, докажем заключительную теорему данной статьи, содержащую полное решение интерполяционной задачи с узлами огра­ниченной кратности в классе /7а. Для компактной формулировки и доказательства теоремы введем еще одно определение.Для данной последовательности комплексных чисел {%/)" (О-С < 1’71<1) на функциях класса Н2 определим линейный оператор Т2, положив Г2(/)= ((1֊|а/|։р-1'2ЛЧ,(^)|Г, (2.47)Как уже отмечалось выше, если последовательность {а/|Г имеет огра­ниченную кратность, т. е. если sup {$/} = sup {р/} = р<^ -J- со, то Т2 . /я /яотображает Н, на пространство последовательностей, стремящихся к нулю. Ниже мы установим критерий для совпадения двух счетномер­ных пространств — пространства Т2 [//,] всех счетномерных последо­вательностей типа (2.47) и гильбертового пространства I2.Теорема 5. Пусть последовательность {’/}? имеет ограни­
ченную кратность sup {р/} = Р< + со-

Тогда условие ыгед, (2.48)
необходимо и достаточно для того, чтобы имело место

Тг [HJ = I2. (2.49)



368 М. М. ДжрбашянДоказательство. Установим сначала достаточность условия (2.48) теоремы. Заметим сперва, что для любого элемента и> = = {»у|Г £ /2, положив7у = (1 — \я.) I2)12-7 V) (1 </< 4՜ °°)»мы можем утверждать, что элемент 7 = (Т/}1 £/։{яЛ- тогда со­гласно утверждению 1° теоремы 1 существует функция /0 (г) С та­кая, что /Л-։) (ау)=7у (!</<+«)или, что то же самое, мы будем иметь Тл (/0) ~ '1 = шИначе говоря, при условии {։/)Г £ △/> имеет место включение П^Ы2. Чтобы установить обратное включение Т„ [//2] с и, тем самым, утверждение (2.49) теоремы, нам достаточно доказать, что для любой функции / (г) £ //„ 7’2[/]с-^։> т> е- чтоф [Л= 2(1-Ы։)ъ*՜*  I/1*՜ 1’ <«*)!*<  + (2.50)
*—1С этой целью, обозначим через {гу|Г все отличные между собой точ­ки из последовательности |ау}Г^Др. Тогда, как уже отмечалось в § 1, последовательность точек (яу|Гс[яу)Г равномерно разделена, т. е. мы будем иметь (яу}Г £ Д.Пусть для данного целого /(1 </<4-°°) Целое число ду^>1 означает кратность появления «у во всей последовательности (ау|Г. Очевидно, что sup (<7/i = sup [ру) = р;

J>i />»и поэтому, согласно теореме 2 справедливо неравенство
" "J2 2 (l-lzyl2)2'՜՜1 1Л-։>(гу)р<

<2 2 (1- kylT-։ 1Л-» (zy)|"=2 Lr (/) <4-00. (2.51)
Г-\ г-1Теперь для каждого целого j (<у<4-°°) обозначим через [Ау| мно­жество тех индексов к (1 < к <. -+- ос), для которыха*  = zy, при к^ |К)}.Непосредственно видно, что{*л ) П {/Су,} = 0 (Л¥=Л), и 1/Су! = (Л]Г >

1-1а также то, что когда к пробегает все множество |Ау), соответствую­щая ему величина з*  однократно пробегает совокупность чисел (1,



Бнортогональные системы 369Принимая во внимание эти замечания, мы убеждаемся в справед - ливости следующих равенств:Ф(Л=2 2 (1֊Ы։Л‘-։ (а*)| ’=
յ-l

= 2 2 (1-М’)2л*- ։ |Л*- ։,(^)|։= (2.52)
= 2 2 (1_|гу|«)2г-1|/(г_п (г/)|։> /-»։ г—1Из (2.51) и (2.52) следует (2.50), и, тем самым, достаточность до­казана.Переходим к доказательству необходимости условия (2.48) тео­ремы, в предположении, что Т\ [772] = Р.Покажем сначала, что тогда, во-первых, необходимо, чтобы наша последовательность !։/}Г удовлетворяла условию Бляшке2 (1-Ы2)< + °°. (2.53).

1-1Рассмотрим последовательность чисел
(0, при а7- =/=»!заметив, что в ней лишь конечное число членов отлично от нуля, по­скольку кратность появления в {«/}Г равна рх<зир \р)) =р<^4֊оо.Следовательно, если ввести элемент ш= |ш;)Г^/2, то предположе­ние (2.49) приводит нас к заключению о существовании функции Д(г)£/7г, подчиненной условиям (2.54)• I 0, при «у =^04(1 •<;< + °°).Пусть {Р/}Г — последовательность всех нулей функций (г)^=0, пронумерованных с учетом их кратности, так что в ней каждый нуль появляется столько раз, какова его кратность. Поэтому, очевидно, что2 (1֊1М։Х + °о. 7=1Но ввиду (2.54) последовательность{»/. а7=тХ}Г 



370 At M. Джрбашянпронумерованных тем же способом, вообще говоря, есть лишь часть {?/}", и, таким образом, необходимость условия (2.53) установлена.Покажем теперь, что вообще, если I\ [/TJ с Р, то 7* s замкну­тый оператор. Действительно, предположим, что|/й(г)|Г <=Н։,/(z)e/7s, <2-55)lim 1/-/п|=0,
и существует элемент w= (ад/)Г Ç Р такой, что в метрике

Т2 (fn) = ((1 - la/l’p-1*///֊ 1) (ау)|Г- w^P,т. е. limЛ-*+  «с 2 Id -I’/) "7՜12 Л'7՜” (a/) - w;|s j ~ о. (2.56)
Но из (2.55) непосредственно следует, что lim (»/)=/'>(a/) (1 <;< - ~ ), Л-*+  « и поэтому, из (2.56) заключаем, чтоwy = (l-|ay|’)V-։ 2 (,;) (1 </<+<«).Это означает, что

Ъ (У) = | (1 - |а, |։р-1/2 Г'՜0 (а;)} = {wj }Г ,т. е- Т’г (/) = w, иными словами оператор Г. действительно замкнут- и следовательно, согласно теореме о замкнутом графике (см., напри мер, [10], стр. 147—150) он также ограничен.Итак, T’s—ограниченный оператор, осуществляющий отображение 
Н„ на Р. Но из теоремы 4 следует, что Т, [772] = Т3 |л2 {։>}], так как любая функция f (z) £ Н., допускает представление (2.42).У (г)=Ф (z) -|-ф (z); Ф^Л, [a/], 6 £ N։ {а/ ), и поэтому, ввиду определения (2.39) класса 7V, , будем иметь7’։(У)=7։(Ф).Поэтому, из 7\ [/72] = Р следует также Т3 [/., (а/ | ] = Р, т. е. что ограниченный на л*  [а/’(с: Нг оператор Тг отображает (։;| на Р. Но это отображение уже взаимнооднозначное.Действительно, поскольку Т3 р-2 [։/1] = Р, то для любого элемен­та ш = |w]Г ^Р существует функция Ф (z) £ |а/ | такая, чтоЛ (ф) = {(1-IM։)''-VS («/ )ir=w.В силу теоремы единственности 3, в классе |a; j, функция Ф (z) со свойством Та (Ф) = w для произвольного элемента w Р будет един­ственной. Пользуясь теоремой об открытых отображениях, можем ут­верждать, что существует ограниченный обратный к Т. оператор 7Т1 .такой, что Та՜1 [/*]  = k, [а/].



Биортогоиальные системы 371Иначе говоря, существует постоянная М^>0 такая, что для лю­бого элемента и> — ^Р можно указать лишь одну функцию Ф (г)£ 
1/ такую, что Ф (я) = 77 (ш) иВФ?<Л7М- (2-57)Теперь мы уже в состоянии завершить доказательство необходимости условия теоремы.С этой целью заметим сначала, что для данного значения &(1<7 <7 к<^-. ос), очевидно, существует лишь один индекс у — у*  такой, 

что я/л = ’» и зул = 1. (2.58)Если положить далее0' при'* Л (1<7< + о=), (2.59)I 1, при у =у*то, очевидно, что элемент «՛<* ’ = {ад/'/Г £ Р, причем Ца»^ = 1.Поскольку Т։ [Л41 = ?2 [Ч Iя/1] = то в СИЛУ того, что ш'к>= = € /՝■ существует единственная Ц)ункция Фа- (г) £л._. (яу-| такая
что (1-М։Р՜՛'՞2 Ф^-1։(я/) = «Л* ) (1<у<+ оо).Отсюда и из (2.58) и (2.59), в частности следует, чтоФНя*)  = (1֊|а^)֊։/2,Ф*'՜ 11 (ау) = 0, при ау=^=а*..  (2.60)Рассмотрим, наконец, функции

Гл*и)=Ф*(г)П  —֊ («>/*).  (2.61)
;-1 а>—г

заметив, что они регулярны в круге £)+ и, очевидно, из класса Н.. При этом, мы будем иметь1М = иф*и  < мцш(*»й  = м (п >у*).  (2.62)Но представляя функцию /7։*  (г) интегралом Коши
Я.*(*)=֊  (Ы<1)

1-1—1и применив неравенства Шварца, мы получим в силу (2.62) |F..(.)KPu{i (W<1), л>л.
1*1 —1Поэтому, в силу (2.60) и (2.61) будем иметь

629—3
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1 — Я/ Uп •С М (ոք>ր, 1 -С Æ < H՜ °г- )'■

Отсюда, очевидно, вытекает, что 1
м

inf
*-1

а/ — а*1— а/«» 0.
Наконец, ввиду предположения sup [pi} = р это и՜ означает.что {®/}Г £ Ар- Таким образом, теорема полностью доказана.В заключение отметим, что в связи с вышеизложенным, есте­ственно ставить некоторые задачи, решение которых представляет несомненный интерес.1. Достаточно ли условие для тосо, чтобы системарациональных функций {г*  (г)}Г являлась бы базисом в своем замы­кании, т. е. в классе /ч |а> |?2. Исследовать вопросы интерполяции с кратными узлами {ад}Г £ \> в классах Харди Н,-. (0<о<^-{- оо).3. Распространимы ли результаты статьи на случай, когда узлы (®/)Г 6-4 но их кратности неогряничены: sup {pj \ = + ?

?>։
Институт математики
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11*.  Մ. 5յ1’0ԱՇՑԱՆ. Թիօրթոդոնալ սիստեմներ և սահմանափակ թազմասլասւիկորըյան հան­
գույցներով ինտերւդւղյացիոն խնդրի լուծումը- ք^շ դասում (ամփոփում)

Դիցուք “Ը (0-^|Xy|<'l) A {'fy }յ°"£[ կոմպլեքս թվերի կամայական հաչորգակա֊
էություններ են և <^>1, հանդիսանում է \a>j )լ հատվածում հանդես գալու կարգրէ

Դիտարկվում է f^SJ (ïy)= ‘(y (y = 1, 2,• • • ) ինտերպոլյացիոն պայմաններին բավսւ- 
րարող ք՜քշ դասի ք (z) ֆունկցիայի գոյությունն ապահովող հայտանիշի բացահայտման խրն֊ 
ՀԽ՚Շ I} 1 ! ’(J} | հաջորդականությունների համար և կառուցվոլմ է ապարատ այ»
տիպի խնդիրների Լուծումների ներկայացման համար։

Ներկա հոդվածում տոաքարկվոլմ է այս խնդրի լուծմանը տրվող նոր անա/իտիկ մեթոդ-

M. M. DJRBASHIAN. Blortkogonal systems and the solution of Interpolation 
problem in the close with knots of bounded multiplicity (summary)

Let {«,),' (0<|ay|<l) and be arbitrary sequences of complex numbers
and be the multiplicity of ak in the segment .

The present paper considérés the problem of finding conditions on (xy)“ and 
{fyij under which a function f (r)֊//։ satisfying the interpolation, conditions
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/V-» (ay)=-f7, y = l, 2,..., 

happens to exist.
A new analytical method is proposed giving the complete solution of this pro­

blem. An apparatus for representation of solutions of this kind of problems is 
constructed.
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