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Введение

К настоящему времени выявился определенный интерес к изу
чению категории Ей — „модулей над всеми кольцами“, объектами ко
торой являются всевозможные пары (А, £/), где II — ассоциативное 
кольцо, А — правый, '{/-модуль, в общем случае не унитарный, а 
морфизмами категории Ей являются полулинейные гомоморфизмы (см. 
[2] и [4]).

В настоящей работе дается полное описание всех многообразий 
и бимногообразий такой категории, а также выясняются некоторые 
свойства этой категории.

Автор выражает глубокую благодарность Е. Г. Шульгейферу, 
нод руководством которого была выполнена эта работа.

§ 1. Предварительные замечания

Рассматривается категория Ей, объектами которой являются все
возможные пары (А, (/), где и — ассоциативное кольцо, А — правый 
{/-модуль, в общем случае не унитарный, а множество морфизмов мо
дуля (А, I}) в модуль (В, V) состоит из пар отображений Ф=(ФД, фу)։ 
где Фл (соответственно Фу) — гомоморфизм группы А в группу В 
(кольца II в кольцо И), причем (а-и) Фл=аФд иФу, а^А, и^и. Та
кая пара отображений называется гомоморфизмом модуля (А, {/) в 
модуль (В, Й).

Категория Ей содержит в качестве полных подкатегорий катего
рию абелевых групп и категорию ассоциативных колец, а также со
держит категорию модулей над фиксированным кольцом Л, в которой 
Морфизмами являются линейные преобразования.

Гомоморфизм Ф: (А, (/) —♦ (В, V) называется мономорфизмом 
(эпиморфизмом), если Фд мономорфизм (эпиморфизм) в категории абе
левых групп, а Фу — мономорфизм (эпиморфизм) в категории ассоциа
тивных колец.

Пара (А1։ иг) £ О6ЕЙ называется подмодулем модуля (А, {/), 
если она является подобъектом объекта (А, {/) категории Ей. Это 
означает, что действие {/г на Аг совпадает с действием {/х как под
кольца кольца и.
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Подмодуль модуля (А, II), являющийся ядром некоторого гомо
морфизма Ф: (А, 17) ֊» (В, И), называется идеалом модуля (А, 17).

Приведем некоторые свойства категории ЕО?.
Легко доказать, что имеет место
Предложение 1.1. В категории £К любой гомоморфизм 

Ф: (А, и) -> (В, И) обладает ядром, которым является вложение 

(Кег Фл, Кег Фи) —* (А, 17).
В работе [2] доказано
Предложение 1.2. Подмодуль (Л„ 17^ модуля (А, Ь) тог* 

да и только тогда будет идеалом модуля (А, 17), когда Пг—идеал 
кольца 17 и выполнены следующие включения-. А-17^ А1։ А^и^Аг.

Если (А1, иг) является идеалом модуля (А, 17), то можно обра
зовать абелеву группу А/А1г кольцо £//£4 и определить отображение 
А/А^СЦи՝-* А1АХ, полагая (а 4֊ 17у) = а-и Аг. При этом
пара (Л/Л։, 17)17^) будет объектом категории ЗК. Этот модуль назы
вается фактор-модулем модуля (А, 17) по идеалу (Л1։ С/։). Естествен
ное отображение к: (А, 17) —» (Л/Л1։ 17/17^) является гомоморфизмом, 
причем ядром этого гомоморфизма служит (Л1, 17г).

Пусть (Л։, £4)—подмодуль модуля (А, 17). Идеалом, порожден
ным подмодулем (Аи 17,), будет модуль (£), где £/х — идеал, по
рожденный подкольцом (71 в кольце 17, а £) = и Аг-171) А-£4| —
подгруппа абелевой группы А, порожденная множеством £>= Лти 
0 Л։-£/и А- иг. Легко проверить, что. (£), £4) — идеал модуля (А, 17) 

и что это наименьший идеал модуля (Л, 17), содержащий подмодуль 
(А. £/х). •л: • с г

Пусть имеется гомоморфизм модулей а: (В, V)-* (С, 1Р). Обо
значим через £> = (1твди 1т ад-1Ги С-(1т ау)) подгруппу абелевой 
группы С, порожденную множеством £) = 1т Яд1) 1т ав. 1^1) С՛ (1т ау)։ 
где {1т ау} — идеал кольца 1Р, порожденный подкольцом 1т «у. Пара 
(О, (1т ау)) по построению является идеалом модуля (С, 1Р), поэто
му можно образовать фактор-модуль (С) И, 1₽7{1тяу)). Легко видеть, 
что модуль (С!О, 1^7(1т яу() вместе с естественным эпиморфизмом 
я: (С, В7)-» (С//), 17/{1т а у}) образует коядро гомоморфизма я, Таким 
образом, справедливо

Предложение КЗ. В категории ЕЖ каждый морфизм обла* 
дает коядром.

Следовательно, имеет место (см. [3], предложения 1.6.3 и 1.6.14).
Следствие 1,4. В категории ЕЖ нормальными мономорфизмами 

являются вложения идеалов и только они.
Предложение 1.5. В категории 1Ж нормальными &уимор? 

физмами являются юмаморфизмы „наи и только они.
Доказательство. Пусть 0: (А, 17)-* (В, И)— нормальный 

эпиморфизм. Рассмотрим ^коммутативную диаграмму
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ГоМоМорфйЯМ « является эпиморфизмом, поэтому (см. [3|, лемма 1.4.7*) 
а — нормальный эпиморфизм, а так как о в то же время является мо
номорфизмом, то я — изоморфизм (см. [3], следствие 1.4.6 ). Значит, 
9 — гомоморфизм „на“.

Обратно. Пусть 9: (А, 6/)—(В, V) — гомоморфизм „на“. Тогда 
Имеем такую короткую точную последовательность:

|! О

(Аи = (Кег 9л» Кег Оу) —■ (А. (/) -» (В, И).

Если для некоторого гомоморфизма 7: (А, Щ —■ (С, 1Г) имеет место 
равенство Р7 = 0, то |М, Тл = 0 и ру, 7у = 0. Из определения ядра вы
текает, что существует такой гомоморфизм групп 7^: В-С и такой 
гомоморфизм колец 7/ У-У, что 7л = 7В и 7у = 6у7^. Легко 
проверить, что пара 7' = (7^, 7И) является гомоморфизмом модулей. 
Таким образом, 7 = 87'. Предложение 1.5 доказано.

Предложение 1.6. Категория ЭХ является бикатегорией с 
нормальными кообразами.

Доказательство. Пусть 9: (А, и) -* (В, И)—любой гомомор
физм модулей. Рассмотрим диаграмму (*). Имеем, 9 = «а и я—нор
мальный эпиморфизм в силу предложения 1.5.

Предложение 1.6 доказано.
Предложение 1.7. Пусть (Дх, — идеал модуля (А, Щи 

«! (А, О) — (В, И) — нормальный эпиморфизм. Тогда образ идеала 
(Ах, £/х) при отображении л является идеалом (В1։ Их) в модуле 
(В, Р).

Доказательство. Так как 9 — гомоморфизм »на“, то уЬ^В 
304 £ А такое, что а/Ал = Ь, и уух £ Рх существует такой элемент 

что Иг0£/ = «1- Поэтому Ь-О1= (а4 *х)' (“х тсу) = (аь-и^ € Вх, 
в силу того, что А֊и1^ Ах. По той же причине, для уб/Вг суще
ствует такой элемент ах£Ах, что ах1։д = 6,, и для У»£И։ существует 
такой элемент и® £ П, что оо 9у = у. Поэтому 6хи = (ах кл)-(ио ) = 
= (ах и„) кд £ Вх, так как Ах- А^

Предложение 1.7 доказано.
Модуль (А, II) называется свободным с системой свободных 

образующих (X, У), где Хп У = 0, если для любого модуля (В, И) 
и произвольного однозначного отображения Ф: (X, У) -*■ (В, I/), 
(Л’Ф с: В, УФ с: V) существует единственное продолжение отображе



Многообразия и бимиогообразия в категории 215

ния Ф ДО гомоморфизма Ф: (А, II)-* (В, И), при котором коммутатив
на диаграмма:

где I — отображение вложения.
В работе [2] приведено следующее построение свободного моду

ля над произвольной парой множеств (X, У). Пусть (X, У) — произ
вольная пара множеств, Хп У = 0. Обозначим через и свободное 
ассоциативное кольцо с множеством У свободных образующих. Адди
тивная группа кольца и является свободной абелевой группой относи
тельно множества свободных образующих М, которое, в свою оче
редь, является свободной мультипликативной полугруппой с множеством 
У свободных образующих. Таким образом, £/ является полугруппо- 

вым кольцом над полугруппой М. Обозначим через А свободную 
абелеву группу со свободным базисом Хи Х М, где ХМ={хт; 
х^Х, т £ М]. Естественным образом определяется отображение 
А X и -* А, которое удовлетворяет аксиомам модуля. Модуль (А, Ц) 
является свободным модулем с системой свободных образующих 
(X, У).

Предложение 1.8. Любой свободный модуль (4 (X), II (У)} 
над парой множеств (X, У) разлагается в свободное произведение 
свободных модулей (А (х), и (у)) над двуточечным множеством 
(х, у)

(Л (X), и (У)) = П*(Л (х), и (у)).
.тех
У6>'

Доказательство. Во-первых, вложение пары (х, у) в пару 
множеств (X, У) однозначно продолжается до гомоморфизма

V.,: (Л (х), И (у))- (Л (X), 1/(У)).

Пусть имеется любой модуль {В, V) и любая система гомоморфизмов 
у: (Л (л), и (։/))-> (5, И). При этом гомоморфизме точка (х, у) пе

реходит в некоторую пару (а.г,у (х), ах, у (у)). Тем самым определено 
отображение а: (X, У) —>(В, И), которое по определению однозначно 
продолжается до гомоморфизма а: (Л (X), И(У))-*(В, И). Легко 
проверить, что имеет место՝ коммутативная диаграмма:
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Предложение 1.8 доказано.
Из предложений 1.1, 1.6, 1.8 и теоремы 3.1 работы [6] вытекает
Предложение 1.9. Категория 2R является категорией, с 

прямыми и свободными произведениями.
Прямым произведением семейства модулей {(Л«, £/в)}„е/ будет 

модуль (A, U) = (Пх А,, Пл 6/и), в котором операция А X U-*■ А оп- 
«£/

ределяется по формуле (ав)«е/ •(“»)«€/ = (ав-ив)ве/ .
Свободное произведение семейства модулей [(Л,, (Д)}«# опреде

ляется следующим образом. Сначала построим свободное произведе
ние семейства ассоциативных колец (£/«}в6/. Для этого возьмем всевоз
можные слова конечной длины ив, ••• uB„ такие, что и1(£(/В/ и а< =£ a/+J 
(i = 1, 2,- • ■, n — 1). Аддитивным порядком элемента и»,-- -и^ будем 
считать наибольший общий делитель аддитивных порядков всех эле
ментов мв/ (/= 1, 2,•••, л), входящих в это слово (рассматриваемых 
в соответствующих кольцах Uв/). Если порядок элемента и,, • • • ИаЛ ра
вен единице, то ив, • • • u«n — пустое слово.

Построим абелеву группу U+= 2 (и։1---и»Л], где 2 —
«ez 

л>1
прямая сумма, t/* — аддитивная группа кольца (/„ (а £ /), а (и«,---
• • и«,,,) — циклическая группа, порожденная элементом иВ1---и1л, по
рядок которого, как уже говорилось выше, равен наибольшему обще
му делителю аддитивных порядков всех элементов ивр входящих в 
это слово. Произведение слов мВ| • • • иВ/։ и ир, • • - ирт определим таким 

образом: ив, - • - • щт = и,, • - -иа„и», ■ • • и?т, причем, если аЛ = ?1,
то в полученном слове и», - • •иЛп ир, • • - вместо ИаЛ ир, подставляется 
произведение этих элементов в кольце (ЛЛ. Произведение сумм слов 
определяется по дистрибутивности. Легко проверить, что получили 
ассоциативное кольцо, которое обозначим (7. 

А _
Профакторизуем кольцо 17 по идеалу, который обозначим £/, по

рожденному всеми элементами вида л (о,, • • • и^)—(лв, ив֊) • • -(лВ(к иВд), 
где л = л0,-•-лВд. Полученное кольцо обозначим £/*, 17*= 1^/17. Лег

ко проверить, что 17* = П* 17„. Далее, произвольный модуль (Ал, £/,) 

семейства модулей ((Лв, 177)] аы следующим образом расширяем до мо-
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дуля (Д*, и*). Для этого рассмотрим всевозможные слова конечной 
длины вида си иах-•-Иап, где ая^Дя, «¥= Ъ. и а/¥=®*+1(* =
= 1,- • •, п — 1). Аддитивным порядком элемента а, и։, • • • ИаЛ будет 
наибольший общий делитель аддитивных порядков элементов а» £ Да, 
н«^ £ £/։/(։'=1. 2,--, л), рассматриваемых соответственна в абелевой 
группеД, ив кольцах £/,/. Если порядок элемента и,Л ра
вен единице, то ая Ыо, • • • ИаЛ — пустое слово.

Построим абелеву группу Д‘ = Д։ + 2 [а, и.,-• ։ИаЛ}, где 2 — 
«։—«д

прямая сумма, а {а-> и։, • • • Иал} — циклическая группа, порожденная 
словом а, и,, • • • и»Л. Элементами абелевой группы ДЛ будут всевоз
можные конечные суммы вида а, = ка а։ + /; а» и։, • • • и,я 4՜ ••՛, 
где к„ /а,- а1։ а,, • • • £ Да ; и։/£ £/։/. Определим умножение

элементов абелевой группы Да на элементы кольца и (которое 
рассматривалось на стр. 216) таким образом:

/ т
+ а«и«։- - • ИаЛ-|---- ) I 2 u«z + Да.ир, • • •upf4-----

՝/-!

т т
= 2 kaktla<1Uil+k<։ р^али^х - ■ • п?г֊Ь 2 1лк>[ а։ Иа, • • -и^ п«( + 

z - 1 г—1

+ 1а р^а* Иа, • • • и«„ ид, • ■ • и₽г +•’••,

причем, если для некоторых i, а = oj или а = Р1։ то в соответствую
щих словах вместо а» щр Иа из, подставляются произведения ал и«{, 
OaU?,, рассматриваемые в модуле Д. над кольцом U л, а если 
для некоторых г, аЛ = 8г, или же аЛ = Р„ то в соответству
ющих словах вместо ua„ u։b и՝Л из, подставляются произведе
ния №Л ил։, иа„ и?,, рассматриваемые в кольце (/»„. Если в произве* 

дении двух слов а, и»Л^ Д’ и из, • • • upm £ U получается 

пустое слово, то по определению a, u։, • • -Чап из, • • • изш=0. Ясно, 

что Д։-(/сД։. Легко проверить, что получили (/-модуль Аа. 

Профакторизуем tA-модуль Д։ по подмодулю, который обозначим Дя, по
рожденному всеми элементами вида п (ия и», • • • UaA) — (n։aa)(na, Ua,) • • • 
• • • (na* Ua։), где n = Ha n։, • • • Ha* .

Получим tZ-модуль А, =Аа/АТ. Легко проверить, что A* -U = О. 

Следовательно, (/-модуль А* является модулем над кольцом (/* = 
А —

= U!U. Обозначим полученный £/*-модуль At через (Д^, (/*)• Сво՜ 
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бодным произведением семейства модулей [(Д։, £/։)]ае/ будет прямая 
сумма семейства £/*-модулей

{Лв+).е/։ т. е. П* (А., 1/') = (%А'+, У* ) • 
ое/ '«е/ '

Таким образом, категория ЯК удовлетворяет всем тем условиям, 
что и категория, рассматриваемая в [1], т. е. условиям:

1. Существуют нулевые морфизмы, роль которых в ЯК играют 
нулевые гомоморфизмы.

2. Для любого семейства объектов существует прямое и свобод
ное произведение.

3. Каждый морфизм обладает нормальным кообразом.
4. Произведение р-м любого нормального мономорфизма р: (Д,£/)—» 

—»(В, И) и любого нормального эпиморфизма >: (В, И)—»(С, И^) пред
ставим в виде Р* = *ГР1, где *։ — нормальный эпиморфизм, а ^—нор
мальный мономорфизм.

5. Совокупность всех подобъектов любого объекта составляет 
множество.

§ 2. Многообразия в категории ЯК

Если дан модуль (А, Н)£ОЬЗХ, то мы можем сказать, что за
дано представление ассоциативного кольца и эндоморфизмами абеле- 
[вой группы А. Точно так же, как это сделано в „Добавлении“ книги 
5] для категории пар (С, Г) ((С, Г)—представление группы Г авто

морфизмами алгебраической системы б), докажем аналог теоремы 
Биркгофа для категории ЯК.

Рассмотрим свободный модуль (Д (^0), II (Уо)) с системой сво
бодных образующих (Хй, Уо), где Хо и Уо — счетные множества. Бу
дем рассматривать пары множеств (Л1։ Л։), где Лх — некоторый на
бор элементов II ( У0)-модуля А (Хо), а Л։ — некоторый набор элемен
тов ассоциативного кольца и (Уо). Множество Л։ определяет много
образие ассоциативных колец К = К (Ло), состоящее из всех ассоциа
тивных колец, в любом из которых элементы из Л3 тождественно об
ращаются в нуль. Каждый элемент а0 £ А (Хо) выражается через ко
нечное число некоторых элементов х1г• • •, хт£Х0 и у1г у։,- ■ ул£ Уо. 
Если дан модуль (А, II), то, подставляя вместо хи • • •, хп и у1г - • • ,уп 
соответственно элементы модуля А и кольца мы получим некото
рый элемент из А, значение а0 в А. Если а^Д (-^о)> то теперь ясно 
как понимать, что в некотором модуле (А, II) выполняется тождество 
ао = О. Всему множеству слов мы сопоставим такую полную под- . 
категорию £ —£ (Л1) категории ЯК, что в любом модуле этой подка
тегории выполнено 00=0 для всех Оо £ А1.

Определение 2.1. Полная подкатегория Ы = И (Л1։ Л։) кате՜ 
гории ЯК, состоящая из всех таких модулей (А, II) С О6ЯК, что (Д,
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и кольцо 17£К(Лг), называется многообразием модулей 
категории 2)?.

Легко видеть, что любое многообразие модулей категории 2)? 
замкнуто относительно операций взятия подмодулей, гомоморфных 
образов и прямых произведений модулей.

Паре множеств (Лр Л2) мы сопоставили многообразие N = N (А։, Л։). 
Если, с другой стороны, Ы—некоторая полная подкатегория категории 
ЯК, то этой полной подкатегории естественно отвечает пара множеств 
-Л, и Л։, где Лх и Л2> соответственно, множество всех таких, элементов 
и (К0)-модуля А (Хо) и множество всех таких элементов кольца 
и (Уо), что для любого модуля (В, V) £ Ы каждый элемент из Ах 
обращается тождественно в нуль на И-модуле В и любой элемент из 
А։ обращается тождественно в нуль на кольце И.

Определение 2.2. Идеал (А, 17) модуля (А, 17) называется 
вполне характеристическим идеалом, если он инвариантен относитель
но всех эндоморфизмов модуля (А, 17), т. е. для любого эндоморфиз
ма з} =(7/д> модуля (А, 17) имеют место включения АчаС_А и 
и т^сй.

Пусть N — некоторая полная подкатегория категории 2Й, замкну
тая относительно операций взятия подмодулей, гомоморфных образов 
и прямых произведений. Если (А, 17) £ 062)?, то обозначим через 
Ии (Д, и) = (Уы(А), Ии (О)) пересечение всех таких идеалов (Д։, 
£/,) модуля (А, 17), для которых (А, Ц)/(Аа, 17Х)£М. Ясно, что идеал 
Иы (А, 17) совпадает со значением вербала (см. [3], стр. 225) полной 
подкатегории Ы категории 2)? (замкнутой относительно вышеназван
ных трех операций), на модуле (Д, 17). Поэтому фактор-модуль 
(А, и)/Уы (А, 17) £ Л, и идеал 1Л1 (А, 17) является вполне характери
стическим идеалом.

Если, в частности, (Д (X), 17 (У))—некоторый свободный мо
дуль категории 2)?, и И — некоторое многообразие в категории Я)?, то 
фактор-модуль (Д (X), 17(У))/Ум (А (X), 1}(У)) называется (приве
денным) свободным модулем многообразия Ы.

Предложение 2.1. Каждый, модуль из многообразия И яв
ляется гомоморфным образом некоторого свободного модуля этого 
многообразия.

Доказательство. Пусть модуль (В, 1/)£М. Возьмем множе
ства X и У, равномощные соответственно образующим И-модуля В и 
образующим кольца V и рассмотрим свободный модуль (Д (X), 17(У)) 
над парой множеств (X, У). Отображение ф, ставящее в соответствие 
множеству X образующие И-модуля В и множеству У образующие 
кольца V, продолжается до гомоморфизма <р: (А (X), 17 (У)՝) —■ (В, И). 
Ясно, что ? — гомоморфизм „на". Из свойства рефлектора (см. [3]» 
стр. 209) следует, что существует гомоморфизм в: (Д (X), 
17 (У))/ (Д (X), О(У)) -* (В, И), при котором коммутативна диаграмма 
406 -4
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(л(х), ио»)

где к - естественный эпиморфизм. Из леммы 1.4.7* работы [3] сле
дует, что 0 — гомоморфизм „на“. Предложение 2.1 доказано.

Пусть снова (А (X), U (У)) “ некоторый свободный модуль ка
тегории Ж, порожденный парой множеств (X, Y), и (В, И) £ 06Ж. 
Обозначим через М = М (В, Й) множество всех однозначных отобра
жений |»: (X, Y) -* (В, V). Каждое такое отображение продолжается 
до гомоморфизма модулей р: (А (X), £/ (У)) — (В, V). Обозначим 
(А (Х)м, U (У)м) = ( П Кег йд(Х), П Кег рУ(Х)). Из определения видно, 

nG.rl
что элемент а£А (X) тогда и только тогда принадлежит U (У)л<-мо- 
дулю А {Х)м, когда этот элемент тождественно обращается в нуль в 
И-модуле В, и элемент и£6/ (У) тогда и только тогда принадлежит 
идеалу U (У)м кольца U (У), когда этот элемент тождественно обра
щается в нуль в кольце V. Идеал (А (Х)м, U ( У),и) — вполне харак
теристический идеал модуля (А (X), U (У)). Действительно, для

Ча£А(Х)м, y֊^End(A(X), U (У)), 

имеем, что

(Х) “ a (vA(X) РД(Х)) = 0, так как М.

Аналогично для
уи££/(У)м, Wl£End(A (X), U(Y)),

имеем, что (и ч?и(Г)) рУ(У) = 0.
Далее, пусть N — некоторая полная подкатегория категории ЭО?, 

замкнутая относительно операций взятия подмодулей, гомоморфных 
образов и прямых произведений. Обозначим через VN (А (X), 6/(У)) 
пересечение всех (Л (Х)м (в. v), U (У).и(в, и,) по всем модулям (В, И)£ 
€N. Легко доказать, что имеет место

Предложение 2.2. Идеал. V'N (А (X), U (У)) мод для (А (X), 
U (У)) совпадает со значением вербала полной, подкатегории N 
категории Ж (замкнутой относительно операций взятия подмо
дулей, гомоморфных образов и прямых произведений), на модуле 
(А(Х), £/(У)).

Предложение 2.3. Пара множеств (А,, Л։) ((Л1։ Л։)с(Л(Х0), 
6/(У0))) тогда и только тогда определяется некоторой полной 
подкатегорией N категории Ж, замкнутой относительно операций 
взятия подмодулей, гомоморфных образов и прямых произведений, 
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когда (Л։, Л2) является вполне характеристическим идеалом мо
дуля (А (Хь), У ( У«)).

Доказательство. Если (Л1։ Л։) определяется некоторым Ы, 
то легко доказать, что

(Л։, Л։) = ( П А (Х0)м (й, и, п и (Уо).„ = V» (Л (Хо). Щ Уо)).
(в. пси (в. юеи

Обратно. Пусть (А„ А2)—некоторый вполне характеристический идеал в 
модуле (А (Хо), и (Уо)). Мы покажем, что если паре (Л։, Л։) отвечает 
многообразие М, а затем по этому многообразию будем восстанавливать 
соответствующие тождества (Ар Л2), то мы вернемся к исходным (А1,ЛХ). 
Действительно, согласно предыдущему (А’„ Л') — вполне характерис. 
тический идеал модуля (А (Хо), и (Уо)) и, кроме того, этот идеал сов
падает с идеалом Уы (А (Хо), и ( У։,)) модуля (А (Хо), I/ (Уо)). Опираясь 
на полную характеристичность идеала (Л1, Л։), нетрудно доказать, 
что фактор-модуль (А (Хо), и (К0))/(Л1։ Л2) принадлежит полной под
категории N и, следовательно, имеет место включение

(л;, л;) а (Л,, л։), так как (Лр Л2) = Уы (А (X.), и ( Уо))

—это наименьший идеал модуля (А (Хо), и (Уо)), фактор-модуль по ко
торому принадлежит подкатегории Ы. Обратное включение содержит
ся в определениях. Предложение 2.3 доказано.

Перед тем, как доказать аналог теоремы Биркгофа для катего
рии 50?, скажем еще несколько слов по поводу идеала, определяемого 
многообразием в свободном модуле этой категории.

Пусть (А (X), и (У)) — свободный модуль категории 30?, а М — 
некоторое многообразие, определенное тождеством (Л1т А։) ((Л։, Л։) — 
вполне характеристический идеал модуля (А (Хо), £/(У0))), и пусть 
Иы (А (X), С/(У))=(Уц (А (X)), Уы(И(У)))— значение вербала мно
гообразия Ы на модуле (А (X), и (У)). Если а^ А։ и р: (Хо, Уо) -*• 
-♦ (Л (А), и (У))—некоторое однозначное отображений (отображение 
р продолжается до гомоморфизма р: (А (А՜,), и (У0))-»(А (А), II(У))), 
то при таком отображении элемент а0^А1 принимает определенное зна

чение в А(Х), скажем а0. Обозначим через А1 И(У)-подмодуль II (У)- 

модуля А (X), порожденный всевозможными а0 по всем Оо £А1 и все
возможным р. Так как для любого модуля (В, и для

И), Л,сКег рЛ(Х), то Л։С П Кег рл(х>= Ии (Л (А՜)).
ЯС-М (В, V) 
(В. Ю6К

Пусть далее £/ — идеал кольца £/ (У), порожденный всеми зна
чениями слов из идеала А2 кольца II ( Уо) в кольце И ( У). V—вполне 
характеристический идеал кольца II (У), и так как для любого моду
ля (В, И)£*<идля ур^М(В, И), £7сКег р\(П, то Ис Им (£/(У)). 

Обозначим через (Л, идеал модуля (А(Х), (/(У)), порожденный
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подмодулем (А, Р). Очевидно, что АсУц(А (X)) и что (А (X), 
U(Y))I(A, £/) С N. Отсюда следует, что А = 16* (А (X)) и U = 
= Ин(6/(У)).

Теорема 2.1. Полная подкатегория N категории ЯХ тогда и 
только тогда является многообразием, когда эта полная подка
тегория замкнута относительно операций взятия подмодулей, 
гомоморфных образов и прямых произведений.

Доказательство. Мы уже отмечали, что любое многообра
зие модулей категории ЯХ замкнуто относительно этих трех операций. 
Обратно. Пусть полная подкатегория N категории Ж обладает этим 
свойством замкнутости и этой подкатегории N в модуле (А (Хо), 
£/(У0)) соответствует пара множеств (A1։ Л։). Эта пара множеств 
(Л։, Л։) определяет некоторое многообразие N. Очевидно, что NcN. 
Для того чтобы показать, что N =N, достаточно показать, что в под
категории N содержится любой свободный модуль многообразия N.

Пусть (А (X), и ( У)) — любой свободный модуль категории ЯХ, 
Ин (А (X), и (У)) = (HN (А (X)), Ин (U (У))) — значение вербала пол
ной подкатегории N на модуле (Л (X), U (У)), и И^ (А (Л), U(Y)) = 
= (Ия (А (X)), И^(£/( У)))— значение вербала многообразия N на 
модуле (А (X), U (У)). Так как NcN, то ИЛ(Л(Х), U {Y})c. 
сс Ин (А (X), U (У)). Докажем обратное включение.

Пусть а £ Ин (А (Л)). В записи этого элемента а участвует лишь 
конечное число элементов х ( X и у ( К, поэтому в U ( У0)-модуле 

А (Хо) можно найти такое а$, что а является значением этого а^ в 
U (У)-модуле А (X). При этом, так как Ин (А (X)) = П Кег й. , 

VEM(B.V) (в. иен
то можно утверждать, что во всех модулях подкатегории N имеет 
место тождество ао = О и, следовательно, Поэтому, вспоминая

строение /7-модуля А (см. стр. 221), можно утверждать, что а £ 
€ А = (А (X)). Значит Ин (А (X))G (А (X)). Аналогично уста
навливается включение Ин (U ( У)) с (£/( У)).

Мы получили, что Ин (А (X), U (Y)) =-- (А (X), £/(У)). И3 
этого следует, что (A (A), U (А (X), U (У)) = (А (X), U (У))/ 
/Ин (А (X), U (У)) £ N. Значит, в полной подкатегории N категории 
ЯХ содержатся . все свободные модули многообразия N и поэтому 
N = N. Теорема 2.1 доказана.

Перейдем теперь к описанию многообразий категории $Х.
Зафиксируем некоторую тройку вида (п, Т, Т'), где п — нату

ральное число или бесконечность, а Т и Т՛ — некоторые, может быть, 
тривиальные многообразия ассоциативных колец, и рассмотрим те мо
дули (А, (/) £ ЯХ, для которых выполнены условия:
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1) у а £ А, па = О,
2) и Т,
3) уа£Л уа£ Кг (£/) (Иг (£/) —это вербал многообразия Т'), 

ли = 0.
Покажем, что такие модули образуют многообразие в категории 

ЯК, которое мы обозначим Ыя, т, иг.
Действительно
а) Пусть (А, 1!) -» (С, 1И) — мономорфизм и модуль (С, 1И)£ 

’£ Мя, т, иг.
Тогда
1) уа С А, (па) р = п (арл) = 0 => па = 0.
2) и^_Т, так как £/—* 1И-мономорфизм и №^Т.
3) уа£Д, уа£ Иг (17), (а-и) нд = (а |Ал) (и[Ау)=0, так как имеет 

место следующая коммутативная диаграмма:

и, следовательно, а |*у£ Иг (1И). Значит, модуль (Л, 17) £ 1ЧЯ, Г, уг-
б) Пусть 0: (А, и)—»(С, (И)—нормальный эпиморфизм и мо

дуль (А, 17) £ М„, т. уг- Тогда
1) Ус £ С 3 ас С А такое, что ас 0Л = с. Поэтому пс = п (ас ©л) = 

= (пас) 0Д = 0.
2) 1И £ 7, так как 9и: £/-» 1И является нормальным эпиморфиз

мом и и £ Т.
3) Так как Ир—вербал многообразия Т', то имеет место сле

дующая коммутативная диаграмма:

Ут.ад —--------- -- и .

уМ 0и

де Иг (0у): Иг (17) Иг, (1И) является нормальным эпиморфизмом 
см. [3], теорема 1У.5.10). Поэтому ус £ С ЗаС|£Д такое, что асвд=с 
1 У Иг՛ (1И) з аш Иг-(£7) такое, что и1и Иг, (6у) = ю и, значит,



С т = <а и ) Од = 0. Получили, что модуль (С, 17) £ Ы„, г, уг - 
в) Пусть (А., иЛНп'Т. УТЛ<^П- Покажем, что модуль 

(Л, У) = Пх (4„ ил){т.л =■■ «У։)) =
«е/

_ (Пх А. («д ). Пх ил ^и)) € К*, т, ут. .
■е/ ’

Действительно

1) у а £ Пх Да, а = (<։«)"€/> 
«6>

2) Пх £/.(; Т, так как для

па — (па*)^г = (0)«е/. 
у</, и.е Т.

3. У“€Л уа.£Ал, Чи^Уг^), а,-и,= 0. Покажем, что уа£А, 
у«С Йг (£/),’а-и = 0.

Действительно, имеет место следующая коммутативная диа
грамма:

Л=1 -пхил осе!

ГТСл

Из этой диаграммы видно, что для уа£/уа£4 и уи£ Ут՛ (Щ,

(а и) кЛ(1 = (а"ла) • (и *и,) = а.и, = 0.

Это равенство имеет место для уа £ /. Значит,

у а £ А уи £ Ут՛ (II), а • и = 0, так как А = Пх Аа (я, ).
•6/ 1

Получили, что модуль Пх (Да, £Л)£ Мя, т, ут՛- 
«е/

Мы показали, что для любой фиксированной тройки вида (л, 
Т, Т'), где п — натуральное число, или же л = со, а Т и Т'—некото
рые, может быть тривиальные многообразия категории ассоциативных 
колец, Мд, т. уг является многообразием категории 50?.

Замечание 2.1. Заранее можно считать, что Т' С Т. Действи
тельно, так как кольцо и^Т, то Иг (X/) = Игпг(Х/).

Замечание 2.2. Обозначим многообразие ассоциативных колец 
с одним тождеством {£х=0} (Л^7\^), Р*. Так как для любого модуля 
(4, т, иг, А-(лII) = (л4)՛ и = 0, то л£/С Ут՛ (С/). Значит
УРп = пис Ут՛ (Ц), т. е. Г С Р„.

Из замечаний 2.1 и 2.2 вытекает, что Т" С ТпРд.
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В дальнейшем, рассматривая многообразие ЫЛ, г, иг» мы всегда 
будем иметь в виду, что тройка (л, Т, Т') удовлетворяет условиям 
замечаний 2.1 и 2.2.

Теорема 2.2. Для любого многообразия N категории Ж су
ществует такая фиксированная тройка вида (и, Т, Т') или 
же п = °о; Т и Т' — некоторые, может быть тривиальные много
образия категории ассоциативных колец, удовлетворяющие усло
вию Г С ГП Рп), что N = Ы„, т,

Доказательство. Возьмем любое многообразие Ы категории 
Ж. Рассмотрим все модули (А, £/)£М. Модули (А, О) и (О, £/) как 
подмодули модулей (А, ^^)£N принадлежат многообразию Ы. При 
сопоставлении каждому модулю вида (А, О) абелевой группы А, по
лучаем изоморфизм между полной подкатегорией Мо модулей вида 
(А, О) £ N категории Ж и полной подкатегорией £ категории абеле
вых групп. Аналогично, при сопоставлении каждому модулю вида (О, Ц) 
ассоциативного кольца £/, получаем изоморфизм между полной подка
тегорией 0А модулей вида (0, £/) £ И категории Ж и полной подкате
горией Т категории ассоциативных колец. Поскольку 1Ч0 является мно
гообразием в категории Ж, £ является многообразием категории абеле
вых групп. Значит, либо существует такое натуральное число л, что 
ла=0 для любого элемента а абелевой группы А^Ь, либо подкатегория 
£ совпадает со всей категорией абелевых групп. Отсюда вытекает, что 
модуль (А, О)£Н тогда и только тогда, когда па = 0, для уа^А, 
либо когда А — любая абелева группа. Аналогично, поскольку 0И 
является многообразием в категории Ж, Т является многообразием 
категории ассоциативных колец.

Зафиксируем некоторое кольцо и Т и рассмотрим все модули 
(А, £/)£М. Покажем, что модули такого вида составляют многообра
зие Си в категории Ж у—правых модулей над кольцом 1Г. Действи
тельно, для подмодулей и эпиморфных образов модулей все ясно. 
Пусть дано некоторое семейство модулей ((Аш, £/))шеа таких, что 
(Лш, £/) ^ М (ш^2). Для уш^2, (Аш, и)£№, поэтому П։ (Аш, П) = 

0:^9
= (Пх Аш, П* £/)£М. Рассмотрим отображение

о = (1, ау); (П* Аш, £/) - (П* А„, П* £/),
ш£2 

определенное так:
уи^и, ичи=(и)т&.

Легко видеть, что а — гомоморфизм. Ясно, что а — мономорфизм. 
Следовательно, ^/-модуль (П* А,.,, II) £ М.

а>£9 ,
Значит, все модули вида (А, £’) € № (£/£ Т, кольцо и зафикси

ровано) составляют некоторое многообразие Си в категории Жу. 
Поэтому существует такой двусторонний идеал С кольца и, что 
А-И=О для уА^Ь такого, что (А, £/)^Ы.
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Мы получили, что в любом кольце изафиксирован такой 
двусторонний идеал II, что для любой абелевой группы А такой, 
что (А, 1!) £ Ы, А-Т)= О. Покажем, что в многообразии Т суще
ствует такое многообразие Г', что Иг (£/) =£/. Тем самым, мы по
кажем (см. [3], следствие IV. 5.5), что в категории ассоциативных 
колец существует такое многообразие Т', что значение вербала Ут՛ 
на каждом кольце совпадает с идеалом £/, У т՛ =

Действительно, пусть ?: £/-* ((/, £ Т) — некоторый гомо
морфизм колец. Рассмотрим диаграмму:

и——-w

vr. (U}~и («9
где а^, а— вложения идеалов U՝ W соответственно в кольца U и 
W. Отображение Ут՛ (?): U->W определим так: yuf U, и Иг(?) = 
= и ?. Покажем, что Im Ут՛ (?) £ IF .

Возьмем любой модуль (А, l₽)£N и возьмем модуль (О, l/)£N. 
Построим модуль (А, U), где отображение АХ U-*- А определено так: 
уа £4 уи £ (7, а оИ = а-(н?). Покажем, что модуль (А, £7)£N. 
Действительно, (О, t/)£N и (А, 1И)£Ы, поэтому (ОХА, UX 
X1H)£N. Рассмотрим отображение т = (”д, т^): (А, £7)-»֊ (О X 4, 
£7 X V7), которое определено так: уа£4 yu£ U, а’д = (0, а), uta = 
= (и, и?). Очевидно, что 'д—гомоморфизм групп, —гомомор 
физм колец, и так как для уа^4 (а ° и) 'д = (0, а(н?)) =
= (0, а)(и, и?) = (атд)-(цту), то " — гомоморфизм модулей. Нетрудно 
заметить, что т — мономорфизм, поэтому модуль (А, U) £ N. Значит, 
для любой абелевой группы 4^L такой, что (А, U^)^N, ввиду того 
что (А, U) £ N, имеем равенство уа^4 yu £ LI, а (и^)=а ь и = 0. 
Следовательно, U ? — Im Ут՛ (?) CZ

Очевидно, что Ут՛ (?) — гомоморфизм колец, и диаграмма ( * ) 
коммутативна.

Мы показали, что (Ут՛, о) — нормальный подфунктор (для лю
бого кольца Т, а-у — вложение идеала) (см. [3], стр. 155) тожде
ственного функтора 1т категории Т. Покажем, что (Ут՛, 3) — вербаль
ный подфунктор. Для этого достаточно показать (см. [3], теорема 
jV. 5.10), что функтор Ут переводит нормальные эпиморфизмы в 
нормальные эпиморфизмы.

Пусть кольца U и W принадлежат многообразию Т, и 6: U-> \У— 
нормальный эпиморфизм. Рассмотрим диаграмму:
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!М)-------------- ц--------------у

Ут' М~и——(6^ »№ = Уг(№) 

где и* — полный прообраз идеала 1Г при эпиморфизме б. Покажем» 
что Иг (б)—нормальный эпиморфизм, т. е. 1ш Иг (б)= 1И.

Предположим обратное, что О Vт։ (б)сЦ?'. Рассмотрим идеал 
{Кег б II и}, порожденный множеством Кег би и. Идеал (Кег би С] а 
с.11*. Построим кольцо с единицей £7<*>=(£7, 1|, элементами кото
рого являются пары вида (л, и) (п^М, В этом кольце опера
ции сложения и умножения определены по формулам:
(и, и) 4՜ (т, и) = (л + т, а 4- и'), (л, и) • (л։, и) = (пт, ии + ли'+лш). 
Роль единицы этого кольца СМ играет пара (1,0). Отметим, что со. 
поставление и —* (0, и) является мономорфизмом кольца 6/ в кольцо 
£/(1) и при этом кольцо 17 так же, как и все идеалы кольца и, явля
ются идеалами в кольце £7(1).

Рассмотрим идеал II'= [Кег б и и и л£7(1') кольца порожденный 

•множеством Кег б Ц 6/ Ц л £70) и возьмем £/-модуль £Д1> = £7(։)/£7'. Идеал 

£7' У= £7(1>,- поэтому £/0)—ненулевой модуль. Обозначим этот модуль 

<(и, Ц). Имеем, что

1) л £7<‘> = О.
2) (О, £7) £ R, потому что по условию кольцо и^Т.

3) £7-модуль £70) принадлежит многообразию Си категории 

модулей ЯКе/, так как £/0>.£/ = 0. Следовательно, модуль (£/0), £/) £ 
С М, ввиду того, что многообразие Ы содержит все такие модули.

По условию, б: £/ —> №—нормальный эпиморфизм, поэтому 

1^=£7/Кег9. Далее, £Л1)"Кег6= О, следовательно, пара (£ЛП, яв

ляется модулем, и существует гомоморфизм модулей (1, 6): ([№>, II)-* 

—► (£7^), 1^). Мы получили, что модуль (£7<п, так как модуль

(£7՝։>, £7) £ Ы и (1, б)—нормальный эпиморфизм, в силу предложения 

1.5. Значит, для любого ((л, и) 4֊ £/') £ £7(1) и для любого то £ R7՜ 
имеем, что ((л, и) + £7')-то = (0, 0) + £7'.

По предположению, идеал (Кег б и £/) строго лежит в идеале £7*, 
поэтому найдется элемент то £ I?7, для которого не существует эле
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мента и£{Кег9и£/}, такого, что иб = w. Но кольцо lFst//Ker£, 
значит существует такой элемент и* £ U*, что w = и* 4֊ Кег 9. Из 
сказанного выше следует, что и* £՜ {Кег 9 U U}.

Для любого модуля (A, £/)6N имеем, что yfa^A У/u^U, 
а (пи) = (па)-и = 0. Поэтому nU^U и, следовательно, u*~£nU, так 
как Значит, не существует такого элемента u^U, для кото
рого выполнялось бы равенство и* = пи, поэтому не существует тако
го элемента (к, и) £ 6/(1), который удовлетворял бы равенству 
и* = п (к, и) = (пк, пи). Мы получили, что и* £л£/(1>, а так как 
и*՜^| Кег 9 U Z7], то и* G U'. Отсюда вытекает, что для элемента 

((1,0) + U՛) е Um, ((1,0)+ £/')• w = ((l,0)+ £/')(«♦ +Кег 9) = (0гИ*)+ 
4- U՛ + (0,0) + U՛.

Получили противоречие. Значит, Im Ут՛ (6}= W, т. е. Ут՛ являет
ся вербалом некоторого многообразия Т՛ категории Т и, следователь
но, как уже отмечали выше, является вербалом многообразия Т՛ кате
гории всех ассоциативных колец.

Мы показали, что для любого многообразия N категории SDf су
ществует такая тройка вида (n, Т, T')(n^N, или же л = со, Т и Т՛ 
некоторые многообразия категории ассоциативных колец такие, что 
Г С ТПЛ), что NcNK, т vT.. Обратно. Возьмем любой модуль 
(В, IF)£ Nn, г, vT՛՝ Модуль (О, W) £ N, так как многообразие ^содержит 
все такие модули. Далее, В- У г (IF) = В- W = О, поэтому IF-mo- 
дуль В принадлежит многообразию Cuz категории ЯКСледовательно, 
модуль (5, IF) £ N, так как многообразие N содержит все такие мо
дули. Мы получили, что N = N„, т, vT>.

Теорема 2.2 доказана.
Тройки (лп Г։, 7\) и (л2, 7\, Т^) считаются равными, если

лх = л։, 7\ = Т2, 71=71.

Предложение 2.4. Существует взаимно однозначное соот
ветствие между всеми тройками вида (п, Т, Т'), где Т'С ТпРя и 
всеми многообразиями Ыя, г, vr.

Доказательство, а) Пусть лх =f* л։. Не нарушая общности, 
можно считать, что л։>л։. Тогда модуль (Zrt„ O)£Nrt„r։. но

(Z,,, О) ^Nn,, г„ vr՛, так как п2 Zn, =/= О. 
։

б) Пусть л։ = л2, но Тг=^= Тя. Не нарушая общности, можно 
считать, что 7\ с Т։. Тогда существует такое кольцо U £ что

Т2. Ясно, что модуль (О, (/)^ЫЯ1, т„ vT'> но (О, £7)’^Nn„ .

В) ПуСТЬ Л։ = л2, Тг = Тг, но Ввиду того, что Т\ С Tv
и Т2= Тг, существует такое кольцо C^Tlt что Ут'(1/)^=
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И.՛ (£/). Не нарушая общности, можно считать, что Ут' (У) С. 
2 2
' (£/). Поэтому существует такой элемент и'2 < У т՛ (£/), что 

и'ё Иг-(£/). Рассмотрим модуль (2Л,Х (^7/Иг-(^/)), £/), где опера

ция (2^,Х(^//ИГ- ((/))) X и —> 2Ч,Х (У/Уг- (У)) определена так:

V (к + пх г^гП։, у (и+У^и^и/у^ (^)>

(к -рлх г, и 4֊ Ут(У})-и = (0 + пхХ, (ии -}- ки) 4՜ V т- (У))-

Легко проверить, что этот модуль принадлежит многообразию 
Ы,,, г„ ут՛, но не принадлежит многообразию 1Ч„„ т,. V т՛, так как для 

элемента

(14-^7, 0 4- Иг.(£/))6(2л.Х(^/И7.;(£/))) 

имеем, что

(1 4-пх £, 0 4- ИгС/))-и;=(04-п12, и'4-Кг-(£/))¥= 
1 1

*■ (о 4- лх г, о 4- иг< (6/)), ибо и2 ё у т\ №՛

Предложение 2.4 доказано.
Предложение 2.5. Для данного многообразия 14Л, т, уг значе՜ 

ние вербала и рефлектора на любом модуле (Л, Ц) £ Ж имеют вид

Унл, Т. ут. И. ^) = ({пЛ и Л. Иг (£/)}, Ут (£/)),

Лил, г. О) = (Л/{лЛи Л - Уг (£/)}, Ут (£/)), 
где (лЛиЛ - Уг (У)}—подгруппа абелевой, группы А, порожденная 
множеством лЛ и Л- Ут՛ (£/)> и имеет место следующая короткая 
точная последовательность:

ЦпАиА-Уг (V)}, УтШ^ (А,Ц)^(А/[пАиА Уг (V)], 

и/Ут (Ц)).

Доказательство. Возьмем произвольный модуль (Л, £/)^2)?. 
Легко видеть, что пара ((лЛ IIЛ • Уг (£/)}, Уг (£/))£ О69К. Подмо
дуль ({лЛ и Л • кг (£/)), Ут (£/)) модуля (Л, £/) является идеалом мо
дуля (Л, 11), так как Иг (£/) С Иг (^), в силу замечания 2.1. Значит, 
можно рассмотреть следующую короткую точную последовательность:

({яЛиЛ-Иг (£/)), Ут[и)՞-* (А, и) Д (Л/'лЛи АУГ (6/)}, 

1/1 Ут (и)).
Нетрудно заметить, что модуль

(Л/[лЛиА Иг (£/)), и/Ут(и))^п т.уг.
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Из свойства коядра легко следует, что этот модуль совпадает со 
значением рефлекторного фактор-функтора многообразия ГЧ„, г. уг на 
модуле (А, I/) и, значит, идеал ({пЛ II А • Ут՛ (У)}, Ут (У)) совпадает 
со значением вербального подфунктора многообразия 1Ч„, т. ут. на мо
дуле (А, и). Предложение 2.5 доказано.

Из теорем 2.1, 2.2 и предложений 2.3, 2.5 получаем
Следствие 2.6. Для любого вполне характеристического идеала 

(Л, У) свободного модуля (Л {X), и (Г)) категории ЯК с системой 
свободных образующих (X, У), где X и У—счетные множества, су
ществует такая фиксированная тройка вида (и, Т, Т') (п^1Ч, или же 
п=со; Т и Т—некоторые многообразия категории ассоциативных 
колец, удовлетворяющие условию Г'С Т П РЛ), что

(А £7)=({пЛ (Л)и Л (X). Уг (У (У))], Уг(У(У))).

Замечание 2.3. Пусть 7\ и Т’,—некоторые многообразия ас
социативных колец. Для любого ассоциативного кольца £/, Ут, (£/) X 
X Ут, (У) является идеалом этого кольца. Легко доказать, что суще
ствует такое многообразие ассоциативных колец, обозначим его [ 7\, 
Т’а], что для любого ассоциативного кольца £/г Ут, (У) • Ут (У) = 
= и|ГиЛ1(£/).

Ясно, что 7’1с[7’1, 7’3] и Г։С[ГХ, 7^.
Теорема 2.3. Произведение любых двух многообразий 

ЫЛ11 т„ ут‘ и ^л„ т„ определяется по формуле

Мл„ 7,. иг’ • Ыл>, т„ V,՛ = Мл,л„ т,т„ \т. ,

где
г = г; рп, п (л г3) рл л [ тх, т\ г] п гх тг л л։Л,,

= (л։, Пз), а Рк (к£П) 

обозначает многообразие ассоциативных колец с одним тожде
ством (£х—0).

Доказательство. Рассмотрим короткую точную последова
тельность:

({П1ли Л - Иг- (£7)}, УтЛУ))^ (Л, У)\ (Л/[П1ЛиА- (£/)},

£// Ут, (У)), (*)
где
(А1\П1АиА-Ут- (У)], г//Ил(г/)) = /?нЛ։։Г։։ Ут- (А, и)^п„т„уг՛.

Модуль (Л, £/)£МЛ1, т„ ут"^п,. т,. уг՛, тогда и только тогда, ког

да в точной последовательности ( * ) модуль

((Ми Л. УГ֊(У)}, Ут,(У)) е Ня„ V՛
1 '2
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(см. [3], лемма IV. 6.5),а для того чтобы модуль ({п^Л и Л ■ Иг'(£/)),. 

Ут,(У)) принадлежал бы многообразию ЫЛ, г,. ут', необходимо и доста- 
2

точно, чтобы выполнялись следующие условия:

(1) п,п2 А = О,
(2)
(3) п2А- (£/) = О,
(4) П1А- У^ (Уг, (17)) = О,

(5) А-Ут.(и) Ут- (Ут. (17)) = О. 
1 2

Так как Т'х С2 7, в силу замечания 2.1, то Иг-(Иг,(^))сИт,(г/)с: 

с УТ^(Ц). Поэтому А- Уг^( Ут, (17)) <= А ■ У г՛ (17). В силу условия 

(3) имеем, что

п,АУт\Ут.(и))= О. (4")

Из условий (4) и (4") следует, что

иАУт\Ут.(и)) = О, (4"')

где (7 = (л1։ л2).
Условия (2), (3), (4"), (5) соответственно эквивалентны условиям:

(2') и^т\т2,

(3') А-Ут.Рп1 (17)= О,

(4')ЛИ(лг>/^=°.

^4И[г;.г։гд(£/>=а

Вспоминая замечания 2.1 и 2.2, видим, что теорема 2.3 доказана.
Замечание 2.4. Пусть дано многообразие ЫЛ, г, В случае,, 

когда Т' = Т, мы вместо МЛ| г, ут, будем писать ЫЛ, г, так как в этом 
случае Ут։ (17) = О.

Рассмотрим частный случай теоремы 2.3, когда 7Х = Т[ и Т2= 
— Гг В этом частном случае

г = 7\ РЛ։П (7Х7։) Ра П[7։, 7Х7։]П ТХТ2 Г) Рп.п, .= 7Х7„ 

ибо [7Х, 7Х72] ЗЭ ТУГ,, как это уже отмечали в конце замечания 2.3,

( 7;Т2) Ра О 7Х Т2, 7\Рп, О 7Х 7„ так как Рп, ^_Т’2 = Т2, 

и умножение многообразий монотонно (см. замечание 2.1 и [3], стр. 
237), Рп,п, 5 Т1Т2, так как из того, что Г' = Гх, Т2 = Т2 и из заме
чаний 2.1 и 2.2 следует включения 7\С Рп. и 7\С-Рп.-
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Значит, в этом частном случае формула умножения многообра
зий принимает такой вид, Мл,. т,-НЯ։, т, = НЯ։Я„ пт,«

§ 3. Бнмногообразня в категории ЭХ

В работе (1] при выполнении условий 1)—5) (см. § 1) рассматри
валось понятие бимногообразия.

Определение 3.1. Многообразие В категории К называется 
бимногообразием, если выполнены следующие условия:

г) Для любого семейства -»бъектов Д/ 6 В, 1^.1, свободное про
изведение П* А^В.

>ег
д) Если к В принадлежит подобъект <^£/, 3^> некоторого объекта 

Л, то к В принадлежит и идеал объекта Д, порожденный подобъек
том <£/, о>.

В работе [1] доказано, что условия г) и д) эквивалентны усло
вию

е) Каждый объект А категории К обладает наибольшим идеалом 
<5л, принадлежащим многообразию В и содержащим все под
объекты объекта А, принадлежащие В.

Теорема 3.1. Многообразие Ыя, т. ут- категории ЗХ является 
бимногообразигм тогда и только тогда, когда Т=Т'=Рп, где т— 
делитель п, если или т — любое натуральное число, если 
п = оэ; или же п= со, т = со.

Доказательство. Покажем, что любое многообразие вида 
М„. рп, где число т удовлетворяет условиям теоремы, является би
многообразием, которое мы обозначим Вп, т-

Вэзьмзч любой модуль (4, (/)^ЗХ и рассмотрим его подмодуль 
(5Я (Д), 5т (£/)), где 5п (А)—это множество всех тех элементов а£А, 
для которых выполнено равенство па = 0, а 5т{11)— это множество 
всех тех элементов и £ и, для которых выполнено равенство та = 0. 
Легко доказать, что(5я (Л), 5т (£/)) является идеалом модуля (А, II), 
удовлетворяющим условию е). Мы получили, что Вп.т — бимногообра
зие категории ЗХ. Обратно. Пусть многообразие Мя, т. ут. является 
бимногообразием категории ЗХ. Докажем, что существует такое число 
т, удовлетворяющее условиям теоремы, что Т՛ = Т = Рт.

Рассмотрим все ассоциативные кольца II такие, что (А, И)£ 
г, уг- по крайней мере для одного модуля {А, II), т. е. рассмот. 

рим все такие ассоциативные кольца И, что модули вида (О, II) 
принадлежат бимногообразию т, уу>. Эти кольца образуют мно
гообразие Т в категории ассоциативных колец. Из построения сво
бодного произведения модулей следует, что для любого семейства 
колец и^Т, (61, свободное произведение П* ЦС-Т.

Ю
Пусть и—такое подкольцо некоторого ассоциативного кольца 

1Г, что модуль вида (О, II) т. гг. Для любого модуля (В, 1Г)6
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£ О6ЯК, идеал, порожденный в этом модуле подмодулем (О, II), при
надлежит бимногообразию НЛ, т, V г. Поэтому модуль (О, Ц), где и — 
идеал, порожденный подкольцом £7 в кольце 1И, принадлежит би
многообразию НЛ, т. иг..

Мы получили, что многообразие Т является бимногообразием. Из 
результатов работы [1] следует, что Т — Рт, где т — либо натураль
ное число, либо бесконечность. Покажем, что если л^7\/, то т — де
литель л. Возьмем такую абелеву группу А, что уа£Л, па = 0, и 
такое ассоциативное кольцо £/ с единицей 1, что т-1=0. Модули 
(А, О) и (О, 1}) принадлежат бимногообразию ЫЛ, Т. ут. = Ы„, рт. уг , 
так как это бимногообразие содержит все такие модули. Рассмотрим 
модуль (Л, и), для которого операция умножения определена по фор
муле а и = 0 для ^а^_А и уи££7. Обозначим его (А, 1/)0. Построим 
далее модуль (А'/.и, и), где операция умножения определена по 
формуле (а, и) •и՛ = (0, ии) и построим отображение я: (А, 
(ЛХ £/, £/), которое определяется так: У/а^А, азА = (а, 0) и Vй € £А 
ияи = и. Для

Уа^А, У}и^и, (а-и)»л = (аи, 0) = (0,0) = (а, 0)-и = (аяЛ)-(ияу), 

поэтому а — гомоморфизм модулей. Ясно, что а — мономорфизм.
Модуль (А, £/)о С МЛ,/>т, уг„ так как из (Л, О)^ЫЛ, рт, уг и

(О, /7)€Мл,рт, уг следует, что (Л, О)Х(О, £/)зз(Л, £/)0€Мл,рт, уг.

По условию Ыл, рт, уТ. — бимногообразие, поэтому идеал, порожденный 
подмодулем (Л, £/)0 в модуле (Л X £/, £/), должен принадлежать 
НЛ,рт, уг. Идеалом, порожденным подмодулем (Л, £/)0 в модуле (ЛХ 

X £/, £/) будет (Л X и, II), так как подгруппой £>, порожденной в абе
левой группе Л X и множеством

£> = А и Л • £7и (Л X Щ• £/=Л и (ЛX и) • и

будет

£={Ли(Л X и)Ц} = ((Л, О)и(О, £/)) = Л X и.
Но если т не является делителем п, то л (а, и) —(0, ли) =/= (0, 0). Это 
противоречит тому, что модуль (ЛХ^Л £/) 6 №л. рт. ут>. Следователь
но, л делится на т.

Мы знаем, что Т'С Т = Рт. Докажем, что Т'— Рт* Предполо
жим обратное, что Т' с Рт. Это значит, что существует такое коль
цо и£ Рт, что Иг (£/)¥= О. Построим кольцо £/(1)={£/, 1} (см. стр- 
!227)и рассмотрим ненулевой правый ^/-модуль (£/(1,/л£7(1\ II). Модули 
|(£/{1)/л£7(П, О) и (О, £/) принадлежат бимногообразию МЛ, рп, уТ,, пото
му что Ыл, рт, уТ. содержит все такие модули. Так как Мл, рт, ут.— 
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бимногообразие, то модуль (СДЧ/д^Ч, 6/)^ЗХ обладает наибольшим 
идеалом, принадлежащим ^.р,л. ут- и содержащим все подмодули мо
дуля (</и)/п£7(|), £/), принадлежащие Ы„, рт, иг. В частности, этот 
идеал должен содержать подмодули (4/»։>/я£/‘Ч, 0} и (О, V). Следо
вательно, этот идеал совпадает с самим модулем ({ЛЧ/Я£Д1)։ 6/). Мы 
получили, что модуль (^։ч/п6/(Ч, и)^я.Р„. ут.. Из этого следует, 
что для любого элемента (Л, и) 4֊ л£/(Ч абелевой группы (/<Ч/Л£/(0 и 
для Иг (£/) должно выполняться равенство ((4, и)4՜п^-и' — 
= (0, 0) + л!/<4.

Мы предположили, что Т'с.Рт и уже доказали, что т — дели
тель п. Отсюда следует, что пУс^ти с Кг (£/). Значит существует 
элемент Иг (60 такой, что и £ л£/, и поэтому элемент (0, и)£л(/(Ч՛ 
.Для элемента ((1, 0) 4֊ л£/<Ч)££/<Ч/Л£/<Ч произведение ((1,0) 4֊ л£/(Ч) и = 
— (0, и) 4՜ л(/(Ч =/= (0, 0) 4՜ л6/(П. Получили противоречие. Теорема 3.1 
.доказана.

Из замечания 2.4 следует
Теорема 3.2. Для любых двух бимногообразий Вп„ т, и Вл., т, 

категории ЛХ имеет место следующая формула умножения би
многообразии, Вп„ т, Вп„ т, “ Вп,л„ т,.-л, •

Теорема 3.3. Коммутативная полугруппа В (2Х) всех би
многообразий категории ЗХ представляет собой пополненную нулем 
В*>,. и единицей Вц । связку, состоящую из свободной полугруппы 
В- (ЗХ) бимногообразий вида В„.т (т^К), изоморфной мультипли
кативной полугруппе натуральных чисел и являющейся идеалом в 
полугруппе В (ЭХ), и свободной коммутативной полугруппы Вд’(ЗХ) 
'бимногообразий вида Вп.т (л, т^1Ч и л=^1), свободными образую
щими которой являются бимногообразия вида ВР։ 1 и ВР։ р, где р — 
простое число.

Доказательство. Легко показать, что если п = р*՝ ■ • • р**— 

разложение числа п на простые множители, а т = р^'--- р,к (?г-Са։, 
։= !,-••, к)— разложение числа т на простые множители, то имеем 
.следующие формулы:

■Вл.т = рцД,,. (ВР1. Р1)?‘ и В«, „= II (В,. ■
1-1

Теорема 3.3 доказана.
Так как бимногообраэия составляют полную полуструктуру отно

сительно пересечений (см. [1]), и существует наибольшее бимногообра
зие В«,,», то бимногообразия категории ЗХ составляют полную струк
туру. Легко проверить, что пересечение и объединение любого мно
жества бимногообразий Вп,.т„---, ВП/), определяется следую
щим образом:
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■блр т; — В{п„..., («„•••, ,

~ ^(»ь ■••, »*,•■•], (<я։, •••, mk, • ••] »

где (л։, •••, л*,-*-)—это общий наибольший делитель чисел ո1է---,Ոե, 
•••> а |л։,•••, гц, •••] —общее наименьшее кратное этих чисел.

Легко показать, что имеет место
Теорема 3.4. Сгпрукп-jpi блинлэзбразий катпэрии Ж ди

стрибутивна.
Институт математики
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*1. Я*. ԷՍ՜ԻՆ. ՈազմաձևոլբյուննԼրը к երկբազմաձևությունները բոլոր օւլակներ|։ էէրա ժո- 
յյուլների կատեգորիայում (ամփոփում) 

-
Դիտարկվում է կատեգորիան՝ բոլոր օղակների վրա մոդուլների կատեգորիան, որի

օբյեկտներն են հանդիսանում բոլոր հնարավոր (A.,U) զույգերը, որտեղ U-b ասոցիատիվ օղակ 
է, А-Ь այ Ս-մոդուլ, ընդհանրապես ասած ոչ ունիտար, իսկ կատեգորիայի մորֆիզմ- 
ները, դրանք կիսագծային հոմոմորֆիզմնևրն են (նայիր [2] և [հ])է

Բացահայտ ձևով ցույց է տրվում, թե ինչպես է կառուցված 5JJJ կատեգորիայի ցանկացած 
օբյեկտների ընտանիքի ազատ արտադրյալը և բացի այդ բացահայտված են 5D? կատեգորիայի 
մի շարք հատկություններ, Ապացուցված է, որ կատեգորիայի վրա տարածվում է բազմա
ձևությունների մասին Բիրկհոֆի հայտնի թեորեմը, Տրված է կատեգորիայի բազմաձևու
թյունների և երկրազմտձևությունների լրիվ նկարագրությունը, Գտնված են բազմաձևությունների 
և երկբազմաձևությոմւների բազմապատկման բանաձևերը,

G. G. EMIN. Varieties and bivarieties in the category of modules over all 
ring* (summary) •

The category of — modules over all rings, is considered. The objects of 
the category are all possible pairs (A, U), U is an associative ring, A is the right 
U— module, nonunitary in general case, while the morphisms of the category SJJf 
are semi—linear homomorphisms (see [2] and [4]).

It is shown in an explicit form how the free product of any family of objects 
of the category SJJf is constructed and some other properties of the category 5J)£ are 
also established. Birkhoff’s theorem about the varieties is proved for the category SJJJ. 
A complete description of varieties and bivarieties of the category is given. The 
formulas of multiplication of varieties and bivarieties are found.
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