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Г. В. ВИРАБЯН

О ФАКТОРИЗАЦИИ КВАДРАТИЧНОГО ОПЕРАТОРНОГО 
ПУЧКА

Как показано в работах М. Г. Крейна и Г. К. Лангера [1], [2] 
при изучении вопросов двукратной полноты системы собственных и 
присоединенных элементов квадратичного операторного пучка важное 
значение имеет исследование ассоциированного с этим пучком квад­
ратного операторного уравнения, или, что то же самое, так называе­
мая задача о факторизации соответствующего пучка.

В работе [3] с помощью теории возмущений доказана возмож­
ность факторизации для некоторого класса несамосопряженных квад­
ратичных операторных пучков.

В данной работе приводится некоторое усиление основных ре­
зультатов работы [3]. Предлагаемая нами методика значительно про­
ще и опирается на классический принцип неподвижной точки.

Рассмотрим квадратичный операторный пучок

£(Х) = л*/-|-ХВ+С, (1)
где В, С — линейные ограниченные операторы, отображающие гиль­
бертово пространство Н в себя, причем оператор В имеет ограничен­
ный обратный В՜1 .

Задача факторизации пучка (1), т. е. представления его в виде

£().) = (к/-2) (л/-Д), (2).

сводится [1] к доказательству существования решения ассоциирован­
ного с ним квадратного операторного уравнения

г2 + вг+с=о. (3)
Имеет место следующая
Теорема 1. Если операторы В՜1 и В՜1 С ограничены и вы­

полняется условие
а = 4|В ։ЦВ֊> СК1» (4)

то квадратное операторное уравнение (3) имеет решение, удо­
влетворяющее неравенству

|2|<ЙС|. (5)

Если С — вполне непрерывный, то решение Д также является 
вполне непрерывным.

Доказательство. Применяя с обеих сторон оператор В~1 г 
запишем уравнение (3) в виде
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7. = Ф (Z), (6>
где

Ф(7) = — В֊' Z2 — В֊1 С. (7>

Через R = R(H-*H) обозначим пространство линейных ограни­
ченных операторов, отображающих гильбертово пространство Н в се­
бя. Рассмотрим в этом пространстве замкнутый шар ֊S = [Z^R:I)Z/ < 
С2Ц5՜’ С||) с центром в нуле и радиуса 2 IJ5՜1 СЦ.

Покажем, что оператор Ф отображает замкнутый шар S в себя.
В самом деле, пусть Z £ 5, тогда в силу условия (4) имеем

|Ф (Z)|=-15-* Z2 + Я֊1 CIKIIB֊1• ||^5-Ы|В֊։ ас
■ и?+ив-1 а< 4 • ив ֊ 'и |в-1 а?-ня-1 а=(«+1р-1 cj< 2115-1 а, (в>

что и означает Ф (Z) £ 5.
Далее, для любых двух операторов Z։, Z^S имеем

|ф (Z,) - ф (ZJ = и- в-> Z?+B-՝Z!U<р- ’ | |2? - =

= ш-։ j-и? - ад+ад-is-՛ да-- 2? +

+(21 - ы za < цв-> нт с

<4 |В-> аде֊1Ж-2։Я =*И1-4Л(а<1)- (9>

Таким образом, оператор Ф отображает замкнутый шар 5 банахова 
пространства R в себя и является оператором сжатия. Поэтому в си­
лу принципа сжатых отображений [4] у оператора Ф имеется един­
ственная неподвижная точка 2 в шаре Эта неподвижная точка и 
является решением операторного квадратного уравнения (3).

Поскольку Z£S, то
II2HK4IIB-1 cr<4-tB-։ q-цв֊1 HQKjq.

Таким образом

ИК Ис]. (10)
Пусть 20 = О и 2Я = Ф (2Л-։), тогда, как это следует из принципа 
сжатых отображений

||Zn— Z| —*0 при п —► со. (11)

Очевидно, что если оператор С вполне непрерывный, то каждая из 
итераций Zn также является вполне непрерывным оператором. Но 
тогда и оператор Z, как равномерный предел вполне непрерывных 
операторов, будет вполне непрерывным.

Теорема полностью доказана.
Замечание 1. Последовательность операторов Zn = Ф (Zn-i), 

2о = О приближает решение Z квадратного операторного уравнения с 
точностью
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-||В-’а. (12)
1— а ' '

Теорема 2. Если при наличии условия (4) оператор С^>0, 
то у квадратного операторного уравнения (3) имеется решение 
Д, удовлетворяющее условию нормируемости, т. е.

г*г<с. . (13)

Доказательство. Покажем, что именно то решение Д квад­
ратного операторного уравнения (3), существование которого гаранти­
руется теоремой 1, удовлетворяет условию нормируемости (13).

При доказательстве теоремы 1 одновременно было показано, 
что решение Д уравнения (3) представляет равномерный предел по­
следовательности операторов

До = О, ДЛ = Ф (ДЛ_։), п = 1, 2, 3, • •
Для оператора Д։ имеем

||ДМ = ЦВ՜1 СМ < 2||В-1 СМ для V* ¥= о 6 я. (14)
Предположим, что мы доказали, что

|ДЛ-, М < 2 |В֊։ Сх։ для ух + 0 € н. (15)

Тогда, в силу и (15)
ЙД2_, М< 4 [В-1 сив-1 СМ для ух =/= о ен. (16)

Из неравенств (15), (16) и из условия (4) имеем

|4 М = |В֊’ Д2_։ X + в՜1 СхЦ< ||В֊> Ц-ЦД^М + И5՜1 СМ<

< 4 0В-> МВ-1 СНВ֊1 Сх|| + ЦВ֊1 см < 2 ЦВ~1 см, (17) 
для ух=/=0 ^Н.

Таким образом, с помощью математической индукции мы доказа­
ли, что неравенства

|ДЛ х|| < 2 • |В՜’ Сх(| ух * 0 £ Н (18)
выполняются при любом Л.

Перейдя к пределу при л -> °о в неравенствах (18), получим
ЦД х| 2 ЦВ՜1 Сх|| для ух=/=0£Н. (19)

Отсюда уже следует условие нормируемости (13).
В самом деле, для произвольного отличного от нуля элемента х 

гильбертова пространства Н имеем

(Д* Дх, х) = (Дх, Дх) = 1ДМ2 < 41В֊1 СМ2 = 4 (В֊1 Сх, В՜1 Сх) =
= 4 (В*՜1 В 1 Сх, Сх) = 4 (С։/а В*՜1 В֊1 х, С^х) <
<4|С'/։В*-։ В֊1 С։'Ч-|С։'ахр<4-[В*-։В-։ СЫС^хрС

<4ЦВ*֊’ 0-11В-1 а-|С^ М2 = 4ВВ֊։ О-ЦВ֊1 С1-(С1'2 х, С՝'3 х) < (Сх, х).
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Здесь мы воспользовались неравенством
ւՇ՚^Ջ*-1 В-' С"։ flCIbff*՜1 В՜1 CJ, 

которое выполняется в силу леммы 2 работы [3], поскольку опера­
тор В*՜1 В~1 самосопряженный, а оператор С|/2}>0.

Теорема доказана.
Замечание 2. В работе [3] нормируемость оператора Z (Z Z <Լ 

<Լ С) доказана при дополнительном условии В^> О, С^> О, при кото­
рых пучок (1) становится сильно демпфируемым [1].

Замечание 3. Аналогично тому, как это сделано в работе 
М. Г. Крейна и Г. К. Лангера [1], при условии В—В*, С^>0 можно 
доказать, что оператор Z симметризуется положительным оператором 
G = C-Z»-Z.

Поэтому на основании вышедоказанных теорем 1, 2 имеет место 
следующая

Теорема 3. Если С — вполне непрерывный положительный 
оператор, В — В* и выполняется условие

4|Д֊ЧР֊1СК1,
то у квадратичного операторного пучка (1) существует полная 
система собственных элементов, которая образует базис Рисса 
во всем гильбертовом пространстве Н.
Еревански* государственны*
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Վ. ՎԻՐ11ՔՅԱՆ. £ աոակուսային օպերատորային փեչի ֆակտորիէլացիայի մասին (ամփոփում)

Օպերատորային քառակուսա յին փնջերի մի դասի համար ապացուցված է ֆակտորիդա- 
ցիս՚յի հնարավորությունը և ստացված է թեորեմա սեփական վեկտորների լրիվության վերա­
բերյալ)

G. V. VIRABIAN. On the factorization of a quadratic bunch of operator* 
(summary)

For a certain class of quadratic bunches of operators the possibility of facto­
rization is proved. A theorem about the completeness of eigenvectors is proved as 
well.

ЛИТЕРАТУРА

1. M. Г. Крейн. Г. К. Лангер. О некоторых математических принципах линейной 
теории демпфированных колебаний континуумов. Труды Международного сим­
позиума по применению теории функций комплексного переменного в механи­
ке сплошной среды. Изд. „Наука', 1965.

■2. Н. К. Langer. Math, and Meeh. Vol. 17, № 7, 1968.
3. И. В. Горюк. О факторизации квадратичного операторного пучка, Вестник МГУ, 

„Математика“, т. 5, 1970.
•4. А. Н. Колмогоров. С. В. Фомин. Элементы теории функций и функционального 

анализа, 1972.


