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Введение

В последнее время появился ряд работ [1, 2, 3], в которых изу
чаются различные классы функций комплексного переменного, регу
лярных в единичном круге и бесконечно дифференцируемых вплоть до 
окружности. В частности, в этих работах исследуются функции так 
называемых классов Жеврея, их множества единственности и ряд дру
гих свойств.

Однако, насколько нам известно, до настоящего времени не от
мечено то обстоятельство, что некоторые классы Жеврея образуют 
банаховы алгебры функций (с обычным умножением); поэтому изуче
ние этих банаховых алгебр еще не начато, не описаны даже их мак՜ 
симальные идеалы.

В настоящей работе мы рассматриваем некоторые банаховы про
странства функций, бесконечно дифференцируемых на окружности 
Г=(я:я£С, |я| = 11 и принадлежащих различным классам Жеврея. 
Параллельно рассматриваются подпространства, состоящие из функ
ций, аналитически продолжимых в круг и—\г‘г^С, |я|<^1}.

Мы устанавливаем некоторые критерии, при выполнении которых 
соответствующие банаховы пространства являются алгебрами относи
тельно обычного умножения, и исследуем структуру максимальных и 
некоторых других идеалов этих алгебр. Некоторые из рассматривае
мых нами банаховых алгебр несепарабельны, поэтому многие стан
дартные методы исследования максимальных идеалов к ним неприме
нимы.

§ 1. Алгебры Жеврея на окружности

Определение. Съ,/?(а^>0, R 0) — пространство бесконечно 
дифференцируемых комплекснозначных функций /(я) (я£Г), удовлетво
ряющих условиям

1/(">(я)1<с//гл(п1)в (я£г, п = о, 1,2,•••) 
с нормой

1/(я) (*)1sup
«>о Rn (п!)°

Как установлено в работе [4] пространство Ga, ц несепарабельно. 
Сепарабельным является его подпространство Ga°, r функций, удовлет՜ 
воряющих условию
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тах|/с',)(г)1^°[Л"(лП’] (п—со).
г

В случае а<1 классы Са. R состоят как легко видеть из функций, ана
литически продолжимых в некоторое кольцо 1 8 |я| 1 4՜ '1 (° > 0).

Приа>1 классы С«, R неквазианалитичны в силу теоремы Данжуа — 
Карлемана—Островского (см., например,^ [5]). Нижеследующая теоре
ма показывает, что при а > 2 классы 6\, д замкнуты относительно 
умножения.

Теорема 1. Пусть, а>2. Пусть, далее, / и В^С,,ц. Тогда 
я. Если, кроме того, один из множителей /, £ принадле

жит С,, R, то в,, R՝
Сначала докажем вспомогательное предложение.
Лемма. При ₽^>1

п
2 [Л! (п - Л)!р < с (п!)* (п = 0, 1, 2, • • •), (1)

о
где С не зависит от п.

Доказател ьство леммы. Имеем

2 [И (П - *)!]? < (71!) 3^2 + 2 А. < 3 (п!)₽.
*=-о \ п 2 /

Теорема 1 непосредственно следует из формулы Ньютона —Лейб
ница и доказанной леммы. Из теоремы 1 вытекает, что пространства 
С,, R։ С*. R при а 2 являются банаховыми алгебрами относительно 
обычного умножения. Всюду в дальнейшем предполагается, что а ^>2.

В силу теоремы Данжуа —Карлемана—Островского R при
а ^>2 — регулярные симметричные алгебры [6]. Структура максималь
ных идеалов алгебр R, (£, R устанавливается следующей теоремой.

Теорема 2. Каждому максимальному идеалу соот
ветствует точка такая, что /={/։/£ б», я, /(го) = О), пргс 
чем пространство максимальных идеалов алгебры С,։ R гомеоморф- 
но окружности Го. Аналогичное утверждение справедливо для ал՜ 
гебры Са, R-

Доказательство. Так как алгебра С^, R сепарабельна [4] 
то она имеет две образующие (е": е՜“) и структура максимальных 
идеалов этой алгебры устанавливается с помощью стандартного рас
суждения (см., например, [6], стр. 31—32, применительно к алгебре № 
абсолютно сходящихся рядов Фурье).

С другой стороны, алгебра Сь, д, не являясь сепарабельной, имеет 
несчетное число образующих. Поэтому справедливость теоремы 2 для 
алгебры ба, R мы будем выводить из следующего предложения.

Лемма 1. Если {£0*, R, /(я)^=0 (я£Г), то (я) также при
надлежит С,, R.

Доказательство. Каждому элементу /С б,. R и каждой точке 
я0£Г поставим в соответствие формальный степенной ряд
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KJ. X» = 2 Cnt*, где Сп = ,Z°- •
Л=Г1 П-

(2)

Рассмотрим алгебру П формальных степенных рядов (2) с нор
мой

1 Kj, Zo |1п — sup fcn|
Rn (niy֊1

(3)

Очевидно, соответствие /-»АГ/, А при каждом фиксированном 
г0£Г устанавливает гомоморфизм алгебры /? на алгебру П.

Далее
|/1о = тахЦАГ/, ^Цп. (4)2

Лемма 2. Алгебра П примарна; другими словами единствен
ный максимальный идеал 1 алгебры П имеет вид

I= (АГ/, ։ АГ/, ,0 сП, с0 = 0).

Пусть КС-Ц т. е. со=/=О (см. (2)). Построим формальный обрат
ный ряд

2^ = (2с„и-։.
л=0

Очевидно, достаточно показать, что

Действительно
֊ = (2W)֊1 = — 2 (-1)™ (— 2 спАт. (6)

С0 т=о ' С0 Л=1 /

Обозначим
K(t)=^Cntn, = 

л—1 л-1
где 

С^=21СГ1)С,_*. 
»=1 

Используя (1) и (3), получим 

цлг՞1 (f)jn<K(f)ld + .

(7)
Теперь, учитывая оценку (7) и применив признак сходимости Да- 

ламбера, легко показать, что ряд (6) сходится и выполняется (5).
Следовательно, формальный обратный ряд

л==Ю 
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принадлежит алгебре П. Отсюда следует, что других максимальных 
идеалов (кроме I) алгебра П не имеет-

Теперь нетрудно доказать лемму 1. В самом деле, функция/~1 (я) 
бесконечно дифференцируемая на Г и в каждой точке я0£Г ее фор
мальный ряд Тейлора принадлежит алгебре П, причем, в силу оценки 
(5), учитывая, что Ы |/(я)| > О и используя (4), находим 
Следовательно для функции /, удовлетворяющей условиям леммы 1, в 
(7а> R существует функция /“* (я)^Са, R .

Теорема 2, которая утверждает, что алгебра С,, R не имеет дру
гих максимальных идеалов кроме /, следует непосредственно из лем
мы 1 с помощью обычного рассуждения (см. [6], стр. 19—20).

§ 2. Алгебра Ж еврея в круге

Наряду с пространствами С,,R будем рассматривать простран
ства Л(7а, R, состоящие из аналитических функций.

Определение. /£АС,, R, если R и существует функция 
голоморфная в У и бесконечно дифференцируемая в и 

такая, что
?(к) = /(х) (я^Г).

Далее, •ДСД R = AG,, R П R-
В дальнейшем функции /£&,, я мы будем считать заданными в 

_  ж 
круге У, т. е. будем отождествлять / и /.

Из работы [3] следует, что при а < 2 классы AG,, R квазианали- 
тичны в круге О, т. е. из того, что

Л’Ч*։») =0 (я0С^£/; п-0, 1, 2,-..), 
следует /(я)=0. Поэтому изучение структуры подпространств, ин
вариантных относительно умножения на г, в этом случае (а <^2) не 
представляет интереса. При а ^>2 пространства AG,, R являются ба
наховыми алгебрами. Для них справедлива

Теорема 3. Пространство максимальных идеалов алгебры 
AG,. R, а также алгебры AG,.. R, го мео морф но замкнутому кругу 
и|<1.

Легко показать, что алгебра AG“, R сепарабельна, в то время, 
как алгебра AG,, R несепарабельна.

§ 3. Примарные идеалы алгебр AG,, R, AG“, R 
внутри круга и на окружности

Определение. Пусть я0££/, п > 1. Будем обозначать через 
/£л) множество всех элементов /£AG,. R таких, что /(я0) = /' (яо) = 
=.. - = /М) (го) = о. ֊ '* 7

Легко видеть, что /£я) — замкнутое подпространство AG,. R и сле
довательно примарный идеал алгебры AG,. я, принадлежащий макси
мальному идеалу Д = ]??•
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Следующая теорема показывает, что этими идеалами исчерпы
ваются все примарные идеалы алгебры AG,, r, принадлежащие

Теорема 4. Пусть I — некоторый, примарный идеал алгебры 
AG,. r, принадлежащий максимальному идеалу !*,= 1^ (|z0| < 1). 
Пусть п — наименьшая кратность нуля z функций f£I, т. е. 
п = min min (m :/т) (z0) =^= 0}. Тогда I =№՝

/У т
Доказательство. Пусть /£/, #(z)=/(z) (z — z^՜" и 

М = fg (z); /£/). Очевидно множество функций g (z) £М не имеет об
щих нулей и g(z)£G,.R. Кроме того, для любой функции h£G,. r, 
h-g£G,. r, так как G,, r является банаховой алгеброй. Из всего ска" 
ванного вытекает, что М — G,. r, а / = G,. r (z — я0)Л.

Аналогичную структуру имеют примарные идеалы алгебры 
A Ga, r внутри круга.

Перейдем теперь к описанию примарных идеалов алгебры 
AG,, r, принадлежащих максимальному идеалу Iz„ где z0(T.

Очевидно, примарные идеалы

и их пересечение
С’=П/Г (ЯО£Г) 

нетривиальны. Далее имеются нетривиальные примарные идеалы, со
держащиеся в

Теорема 5. Множество элементов таких, что внут
ренняя функция

т = ехр { — Т |

("[ > 0 —фиксировано) делит внутреннюю часть функции /, обра
зует примарный идеал

Для доказательства леммы достаточно заметить, что т замк
нуто, так как каждый предельный элемент / множества 7 имеет 
внутреннюю часть, которую делит функция 5*, т (см. [7], стр. 128).

Таким образом, указанные примарные идеалы, образуют упоря
доченное множество

/ж, = /^ =>•••= 4՞’ = ••• = Д. т,
состоящее из дискретной и непрерывной цепочек.

Вопрос о том, имеются ли другие примарные идеалы, принадле
жащие Л„, остается открытым.

Черкасскиб общетехнический факультет
Киевского инженерно-строительного института Поступила 29.1.1973



148 В. С. Королевич

Վ. и. ԿՈՐՈԼՆՎԽՁ. Անվեր; ցիֆերենցեփ ֆոէ6կցիաէերի որոշ րանախյան հանրահաշիվնհրի 
մասֆն Համփո1իոսէ)

Սահմանվում են մի քանի հայտանիշներ, որոնց բավարարման դեպքում Ժևրեի ղասերին 
պատկանող, Ր = {* I * Հ Շ, |*| = 1 ) շրշանադծի վրա անվերջ ղիֆերենցելի ֆունկցիաների 
յ /?>0) բանաիւյան տարածությունները դաոնում են հանրահաջիվներ սովորա
կան բազմապատկման նկատմամբ։ Տրվում է այղ հանրահաշիվների ե[]= {« ! Տ £ Շ. |2| < 1) 
շրջանում նրանց անալիտիկ շարունակությունների մաքսիմալ և որոշ պրիմար իդեալների 
նկարաղրությունըւ

V. S. KOROLEVITCH. On »отв banar.h algebra» of Infinitely differentiable 
function» (summary)

Some criteria are established under which Banach spaces of Ju, k (a >0, К >0) 
functions, infinitely differentiable on the circumference Г = {z i ։ £ C, |z| = 1) and 
belonging to the Zhevrey class turn to be algebras with usual multiplication.

The description of maximal and primary ideals of these algebras as well as of 
their analytic continuations into the circle (7 = {z i z £ C, |z| < 1} is given,
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