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Введение

1°. Согласно хорошо известной теореме Р. Неванлинны [1, 2], 
класс А аналитических в круге |к|<1 функций / (г), для которых

2к

(1)

совпадает с множеством функций / (z), допускающих факторизацион- 
ное представление вида

2х
( 1 Г Л 4- г 1/ (z) = e“z^B(z) ехр — -■ Т * (ft) , |г|<Ъ (2)
12к J — z J

° .

где a (Im а = 0) — постоянная, к > 0 — целое число, В (z)— функция 
Бляшке и ф (3) — вещественная функция с конечным полным измене
нием на [0,2к].

Из представления (2) следует, что если f(z)^A, причем / (z)=f=Q, 
то справедлива оценка снизу

2тс

log |/(z)|>- (|z|<I), с (Ф) = — f |</ф (3)1, (3)
1— к J

о

которую, как показывает пример функции ехр |------ -— , улучшить
I 1—zj 

нельзя.
Из оценки же (3) непосредственно вытекает, что если ш (£)>0— 

произвольная измеримая функция на [0, 1), подчиненная лишь условию

то для любой функции f(z)£A, f(z)=/=0 будем иметь
I

J <0 (/■) log l/(re‘e)l dr>-оо, 36[0, 2к]. (5)
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В работе А. Л. Шагиняна [3] был обнаружен важный факт, что 
условие (5) остается в силе и для произвольной функции ляшке 
В (z), что привело его к следующей теореме:

Для любой функции f (г)^А при условии (4) справедливо не
равенство (5).

Кроме того, на примере функции Бляшке В (z) им же было уста 
новлено, что в этом*; утверждении условие (4) на функцию ш (г), 
вообще говоря, необходимо*.

2°. В ранней работе М. М. Джрбашяна [4] посредством условия
i ։«

J J (1 ֊ !°g+ |/ (re‘»)| rdrdb < + оо (6)

О о
были введены значительно более широкие чем А классы <4. (0<Са<С°°) 
аналитических в круге lz|<^l функций, для которых были установле
ны существенно новые факторизационные .представления.

В дальнейшем автор [5], опираясь на эти представления, устано
вил интегральные оценки типа (5) для функций, принадлежащих лю
бому из классов А (а) (0<^а<^ + со).

Но в отличие от случая классов А, установление утверждения, 
аналогичного (5) для произведений я» (z), участвующих в факториэа- 
ционном представлении классов А (а), было сопряжено со значитель
ными трудностями.

Вместе с тем отметим, что на примере функций ite (z) точность 
полученного тогда нами результата нельзя было считать вполне выяв
ленной, поскольку и поныне не известно, входят ли они в класс Д(а) 
или нет?

3°. В дальнейших исследованиях М. М. Джрбашяна ([6] и [7]) 
была построена полная теория факторизации мероморфных в круге 
функций, по существу охватывающая мероморфные „функции произ
вольного роста.

Первоначально в монографии [6] путем дальнейшего развития и 
усовершенствования метода, лежащего в основе работы [4], была по
строена совершенная теория факторизации ^классов мероморфных 
в круге |z|<^l функций, зависящих от непрерывного параметра а (—1<^ 
<Са<С°°). Соответствующие классы A* с 7V» аналитических в круге 
|z|<l функций взамен (6) определяются посредством условия

2«

0<У?1 J + °°> (7)

о

На самом деле А. Л. Шагивян устанавливает более общее чем (5) нера- 
венство, рассматривая интеграл по измеримому множеству положительной меры, ле
жащему на некоторой простой дуге £», лежащей в круге |г[*С1 с концом на ее гра
нице.
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где 1У՜* — производная (при — 1 <а<0), или интеграл (при 0<^«<^оо) 
порядка а в смысле Римана-Лиувилля.

Основная теорема М. М. Джрбашяна о факторизации классов Аа 
гласит:

Класс А* (—1<^а<^оо) совпадает с множеством функций 
f (z), допускающих представление вида

2г.
f (г) = с? Вл (z; zk) exp { A Js. (e֊'ez) (&)>. (8)

о

где с — постоянная, ) ֊ О — целое число, ф (&) — вещественная 
функция с конечным полным изменением на [0, 2п],

лм=г(1+”!(Г^-1)՛ (9)

и, наконец, Ва (z; гц) — сходящееся в круге |z| <4 произведение вида

причем

(Ю)

(Fa (z; С) = С dx- 
J * 
Kl

ICI I

'О ICI
(И)

Классы Дв (—1<а<+°°) монотонно расширяются вместе с возра
станием параметра а, и в частности, обладают свойством

А0 = А, . (12)
Да с'Д (---1 < а < 0), Да Э А (0 < а < + оо).

4°. В настоящей статье, опираясь на факторизацию (8) функций 
классов Аа (—1 <«<+»), и методом оценок, содержащихся в ра
боте [5], устанавливаются интегральные оценки типа (5) для функций 
втих классов и доказывается их точность в надлежащем классе.

Ввиду свойств (12) классов Аа (—1<^ а +<х>), полученные нами 
результаты относятся как к произвольно узким чем До = А классам 
(при —1<^а<^0), так и к классам, в которых (при 0<^а<^со) могут 
быть охвачены аналитические в круге |д!<^1 функции с произвольным 
конечным ростом, поскольку, как известно, [8]

Д (я) с Да, (0 <а < 4- сю).

В специальном же случае, когда я=0, в них содержится резуль
тат работы [3], о котором говорилось выше.
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В § 1 настоящей работы приводится ряд предварительных лемм» 
которые в дальнейшем используются.

В § 2 получены интегральные оценки для роста функций М. М. 
Джрбашяна Вл (г; аи), участвующих в представлении функций клас
сов ЛГВ и совпадающих с функцией Бляшке при а = 0.

В заключительном § 3 установлены оценки роста на Л функций • 
класса М, (—1՝Са<С+со)։ откуда, в частности, получается теорема 
единственности для аналитических функций класса Л՜«.

Автор глубоко благодарен проф. М. М. Джрбашяну за внимание 
и обсуждение настоящей работы.

§ 1. Предварительные леммы

Условимся говорить, что функция ш (/) £ 2, если ш (0—про
извольная непрерывная и невозрастающая на отрезке [0, 1) функция, 
для которой ОХ ш 1 и

С-5^ Л<+оо. (1.1)
3 1— £

Заметим, что как в работе [3], так и здесь вместо множества [0, 1) 
можно было рассмотреть произвольное измеримое множество Е на 
отрезке [0, 1) с положительной мерой. Но, во избежание осложнений, 
при выкладках в настоящей работе мы принимаем £=[0, 1).

Спроектируем теперь с помощью круговых дуг точки отрезка 
[0,1) на дугу L, которая соединяет центр круга с окружностью |z| = l. 
Для простоты будем считать, что окружности |zl = const пересекают 
дугу L в одной точке.

Отметим, что в дальнейшем всюду предполагается, что ш (f) £ 2 
и через с* (£=0, 1, 2,•••) будем обозначать положительные постоян
ные.

Лемма 1.1. При любом 0,<С Ь <1 и —1<^а<^со справедлива 
оценка

dx < С1 (1-6)1+։, (1.2)

где с^>0 не зависит от Ь.
Доказательство. Так как ш (<)>0 не возрастает на [0,1), то

и 1—х J 1— х 1—о
0 0

и таким образом

ш (^) 1g Г-Ц՜ < с0 •
1— о

(1.3)
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Рассмотрим теперь два случая:
1) Пусть Тогда из определения (1.2) величины Д։>

следует

/<» (6)< (1 - 6)" ш (6) </х=

= <*> (6)(1—6)'+' 1+1»—т]<2сЬ(1֊6)»+-.
1— ь |

2) Пусть — 1<С։С0, тогда будем иметь
Уь ։

Л։,(4) = [ (1— х)’со(л) 1£ —1— с/х+ Г (1—х)а ш (х)1д —-—с/х С
Л х—Ь J х—Ь
ь Уь

։ 1
< (1— У~ЬУ Гш (х). 1д —Ц- 4х+\% ——1----  С (1— х)а ш (х) с/х <

О х-Ь }ГЬ — Ь2 
ь Уь

< ш (б)(1 -V ь у (1 ֊6) 1+1г-Ц- + »(6) !г —Ц • .
1 1—о * |/ Ь—Ь 1+&

Отсюда, используя неравенство (1.3), получаем
Л” (*)<с։ (1 — 6)1+։.

Лемма доказана.
Заметим, что из неравенств (1.2) в случае а=0 будем иметь

1
Д» (6) = Сш (х) 1г -А- с/х< с3 (1 - Ь). (1.4)

3 х—о
ь

Лемма 1.2. Справедливо неравенство 
ь

(6)^ уш (I) 1г Ь-^1 (1 _ 6)> (1.5)

о
։де с4^>0 не зависит от Ь.

Доказательство. В интеграле Д2) (6) совершим замену пе
ременного интегрирования

6֊/ 
---------= X.
1—/

Тогда будем иметь

»

б

1? —
——ах
(1֊х)2

1/2

(1.6)

1? —

о
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1/2

12-
—

+ (1- Ь) С » ------֊<^---------- ^х.
Ь к1-х/(1—֊)(!—)

Первый интеграл вычисляется непосредственно, а во 
перейдем к переменной интегрирования Ъ определив ее 
зультате приходим к неравенству

втором вновь 
из (1.6). В ре-

1
Л» (А)<(1-6) { 84- 4 1я 2 у л}.

О

т. е. к неравенству (1.5) леммы.

Пусть при 0<1 Ь -С и <С 1 положено

ь
1г -^е/х+

6
£(1)(п, Ь)=У. Г(1+а+.п) (_Е_у [(1 _ х)« хл-1 е/х (1.7)

Г (1 + а) Г (1 + и) к Ь ) У ’

1£(2)(ц, Ь)= У г(1 + а + п)— (ц Ьу Г(1- ху х-п -։ (1.8)
£г(1+«)Г(1 + п)' У

Лемма 1.3. Для любого а (— 1<^а<оо) имеют место нера
венства

(1-<)а ш (0 £П> (6 Ь) сП < с8 (1-6)1+‘ (1.9)

У(1-#)«ш(0£1։)(6 6)Л<с։ (1-6)։+*. (1.10)

ь
Доказательство. Сначала оценим функцию (I, Ь), рас

смотрев при этом два случая:
1) Пусть 0<^а<оо։ тогда

Ь) = 2
л—1

ь՝
Г(1+а+п)

Г(1+а)Г(1 + п)
(1— х)л х՞՜1 ** +

о
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„ (1- 6Ч)‘<"-։Л
С 1 " 1 / Ь \п з

+ (1-х)’ Xя֊1 Их = У — ( — ) о___________________
3 ) Л_1 п \ ։ / Ч‘‘

(1 — Р х)։ х"՜1 е/х

, ~ Г (1 + а + л)
‘ £г(1+а)Г(1 + п)

<2 ±/±у т։х/к^у+2П-. га+.+п)
ч' <1+« £г(1+ «>г<1+ „)

Имея ввиду, что

у _Ц1±“ + ") _____ 1____ (0 .< ,< ։)
г а+«) Г (1 + п) (1-<)>+■ ' ' Х '•

а также, что 0<^а< + °°, получим далее

£0) «, 6)4^711г6—
“ \1֊г/ I \ </ 1+а \1-<7

(1.И)

(1.12)

2) Пусть теперь —1<а-С0, тогда

£“> «, 4) < (1 -4)- 2 п(1^ГН+ > ~ <С’ (Г՜?)" (1ЛЗ)
Г (14-а) г (14-п) п \1 — Ц

•г
Оценка функции Е^ (£, Ь) получается непосредственно для всех

ЕУ 6)<---- - -----У Г (1+а + ")-----^.(1- б)։+«<
’ 6(14-«)^ Г(1+«)Г(1+п)

< 2 X1՜6 \1+‘ 
<14-а^1-г/ (1.14)

Покажем, что для любого а (— 1 а < аг) 
ства (1.9) и (1.10). В самом деле, из (1.12) при

имеют место неравен- 
0<^а<^оо) получим

(1 — /)’ ш (/) Е? Ь) Л <2’ (1— 6)*
1

I <0(0 1г(1--Мл +

+- ֊(1֊ь)1+в [ —֊ л < 2’ (1 - ьу С «(о 1г -1֊ л + 
1+а ) 1-< 3 I— ьь ь

1 1
+2‘(1- ъу у« (#) 12 А л+ — (1 ֊ *)։+а у ֊■
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Откуда, пользуясь неравенством (1.4), получаем (1.9).
В случае —1<^а^0, пользуясь неравенством (1.13), вновь полу

чим неравенство (1.9).
В силу оценки (1.14), имеем, что при любом а

Г ш (0(1- ов (о ь) < (1 ~6)1 - Г л,
3 “ ’ 6(1+а) 3 1—*
ь о

т. е. неравенство (1.10).
Лемма 1.4. При любом а (—1<Са<х°°) м 0<^6<С1 4ЛЯ 

интеграла

справедлива оценка

/?> (6) < С8 а-6)։+’, (1.15)

г де с8^>0 не зависит от Ь.
Доказательство. Интеграл Д” (6) представим в- следую

щем виде:
' 1-Ь

Ь 1-1
/<3) (6) .= С (1֊ 0“ <0 (0 л [ — <к> (1.16)

J 3 1 — V
о и

и рассмотрим два случая:
1) Пусть 0<^а<о.э. Тогда из (1.16) получим 

ь
№ (6)<(1֊6Г(0 1г ^=1Л < с4 (1 - 6)։+“ (1.17)

о

согласно лемме 1.2.
2) Пусть —1<+<С0. В интеграле Д։Ц6), перейдя к перемен

ному т и положив
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1(2 ь
< (1 - 6)1+« с- С ֊֊ + 2’ (1-6)« С <0 (0

<с0-(1 —6)։+« + с42« (1 -6)։+*. (1-18)

Из неравенств (1.17) и (1.18) следует утверждение (1.15) леммы.
Лемма 1.5. При любом — 1 <_ а < оо и 0 < 6 < 1 для интег

рала

справедлива оценка

/^(6)<св(1֊6)1+։, (1-19)

где с։^>0 не зависит от Ь.
Доказательство. Непосредственной оценкой внутреннего 

интеграла получим

§ 2. Интегральная оценка для функции Джрбашяна 
Ва (д; Оц)

2.1 °. Доказательство основной теоремы. Функция 
Джрбашяна Ва (г; гь) с нулями в точках данной последовательности 
{гк}“ (0< |з*| < |г*+։| < 1), подчиненной условию

2 (1—к*|)14а < + со (— 1<а<со), 
А=1

является сходящимся в круге |г|<^1 произведение [5, б],

Ва(г; х*) = р] (1—^-) ,

где для |а| <1 и |С| <С 1 положено

1Га (х; С)=
/а

(2.1)

(2.2)

X
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1:1 ’г» 1
_ у Г (1 -i- а + Æ)—( Г х). х*_։ dx Г(1_х)« x-*-i rfx z*.

àr(l+«)r(l + *)l J J J
0 1 (2.3)

При |z| < |С| функцию W* (z; С) можно представить и в таком виде:

Г. (г; Q- Г + log f1՜-?՜)'1՜

1
. С (1֊*)° dx (2.4)

+ J/1_ixY"*՛
/С|\ С /

Если ввести обозначение

A.(z; (2.5)

то функцию Ва (z; Zk) можно представить в следующем виде:

Æ (г; z.)= 2 Ал (z; z,). (2.6)

Установим теперь ряд лемм, необходимых нам для доказательства 
основной теоремы этого параграфа.

Лемма 2.1. При |г|<^|а|<^1 и —1 имеет место оценка
log |ЛВ (z; а)| > log |Л« (|z', |а|)|. (2.7)

Доказательство. Так как при |г| < |а|, согласно (2.4) и (2.5), 
функцию Аа(г; а) можно представить в следующем виде:

= log |Да (|z|, |а|)|.
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Лемма 2.2. Для любого — 1 а оо 2
2

имеет

место оценка

УГ’(а)^ ] । 

£ (|х|>1а|)

ш (|г|) |Ие (я; а) |с? |г|<Сю (1— |а|)։+*, (2.9)

где с10>0 не зависит от а.
Доказательство. Из представления (2.3) имеем

2|Ие (я; а)|<-^- (1-|а|)>+«+
1+а

1»|

+ 3 гп(1+;*А"2~т н' I |а1՜” 
г (1+а) Г (1+и) (

1
X Г (1- х)« х—։ бх -Д- (1 - |а|)’+« + £(П (|я|, |а|) + £(» (|г|, |а|) 

и ) 1 +«
|а|

согласно (1.7) и (1.8). Следовательно имеем
1 1 

о г р
/<4’ (а)< ֊-<1~ Н)1+* “ (14) 414 + (1֊И)’ «о (Н) £П) (|я|, |а|) б\г\+ 

1-1-а 3 J
|»1 1а|

1
+ С(1-И)«ш(|я|)£<’)(И, |а|)йИ, 

|а|

откуда доказательство утверждения (2.9) получится согласно лемме 
1.3.

Лемма 2.3. При любом —1<^х<оо и при 0<|а|<С — для ин- 
2

теграла

Л6)(*) = (1— |г|)“ “ (14) р4« (г; а)| б \г\ 1(2.10)

справедлива оценка

1/<5) (а)1<си. (2.11)

Доказательство. Разобьем интеграл “Д6) (а) на две части

Л6,(а) = (1—14)“ш (14) 1» И« (^ а)| б |4
£ (|։|<|О|)

(1- |я|)« ш (|4) 1г \АЛ (г, а)| б |4= (а) + Е^ (а). (2.12)
£ (|г|> |а|)
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Пользуясь неравенством (2.7) и представлением (2.8) для 
получим

А? (г, а),

1»1

О

w (|z|) d |z| • i

lol

-dx+

1“!

1

։|а|
dx

о |а|

откуда, согласно леммам (1.4) и (1.5) имеем 

!^3) (a)|<cu.

Для (а) имеем

(2.13)

L (|։Т>|0|)
ан

(2-14)
L <l*|» lai)

Для оценки первого интеграла достаточно применить лемму 1.1, для 
второго интеграла находим

L ((։։> |а|)

I
У(1-Н)«ш(|г|)х

|«1

Г (!+<* +л)

/։■!

СО

1°1 
следовательно

Г(1+а)Г(1 + л)
и

(2.15)

Из неравенств (2.15) и (2.13), согласно (2.12), получаем доказатель
ство леммы.

Лемма 2.4. При любых —1<^а<^со и—^|а|<^1 справед

ливы оценки
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W (1*1) 1g И« (z, а)| d |z|> — cu (1—|а|)1+а, (2.16)
I. (|։|<|я|)

Л (а)= | (1֊|*|)’ « (|z|) 1g \А, (z, а)| d |z| > -си (1- |а|)։+«. (2.16')

L (|*|>|а|)

Доказательство. Так как в интеграле JY (a) |z|<|a|, то, сог
ласно лемме 2.1, получим

Отсюда утверждение леммы (2.15) получается, в силу лемм 1.4 и 1.5.
Для доказательства неравенства (2.16) разобьем /а (а) на сумму 

двух интегралов: 

(|*|) Re lFa (z; a) d \z\,

остальное вытекает из леммы 1.1 и 2.2.
Лемма 2.5. При любых —1<^а<^оо и -^-^|а|<^1 для ин

теграла

/ (а)= У (1—1*1)’ ш (1*1) 1? |А» (г; а)| d |г| 

£
справедлива оценка

7(а)>-си(1-|а|)1+«. (2.18)

Доказательство. Разобьем интеграл / (а) на два интеграла 

У (“) = /1 (а) + /« (а)>
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где
/х (а)= у (1-1*1)’ «о (|*1) 1? (*; а)| б1*|,

х(И<|в1)

/։(<։)= С (1 — 1*1)’<“ (|*|) 1г И« (*5 а)| 1*|, 

£ (М>|а1)
тогда оценка (2.18) следует из леммы 2.4.

Теперь можно доказать основной результат настоящего парагра
фа, в котором в качестве специального ^случая, когда а=0, содержится 
теорема, установленная А. Л. Шагиняном для функции Бляшке [3].

Теор’ема 1. При любом —1<а<со для сходящегося произ
ведения Ва (*; <Хр) справедливо неравенство

(1 — |я|)’ ш (|*|) 1? |Ва (*; ар.)}«/1*/ > — со. (2-19)
£

Доказательство. Из определения (2.6) функции В։ (*; а,л) 
имеем

1
(1 — |*|)’ Ш (1*1) 1? |Ва (*; ар.)| |д| = 2 С ш (|*|) (1 —

— 1*1)“ 1? И» (*; ар-)1 1*1 = 2 ։ / М + 2 / М

> — п(4՜) тах /1б,(а) —с18 2 (1—К|)1+’, 
\ / 0<|а|<1 1^1» 1

где п — число нулей ал функции В» (г; Ор.), удовлетворяющих не

равенству |аи| С —• Теорема следует из леммы 2.3 и условия схо

димости произведения Ва (*; Др,).
2.2°. Неулучшаемость основной тео’ремы 1. В данном 

пункте мы установим, что для справедливости неравенства типа (2.19) 
присутствие множителя типа функции ш (<) £ 2 необходимо. А именно, 
полагая, что (аи)“—произвольная неубывающая последовательность 
положительных чисел, удовлетворяющая условию

2 (1— |ая|)1+’<оо (— 1<><со)>
л—1

мы докажем, что для соответствующего произведения М. М. Джрба֊ 
шяна Ва (*; ар.) возможны случаи, когда
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(1— |г|? 1-3« (*! Оц)1 </|я| = — со.

Обозначая для — 1 < а < со и 0<а< 1 
а а2

8„ (а>±(—С (1-0М*֊’ Л--- Л),
а* (а-|-1-|-*3 к 3

0 0
докажем сначала следующую лемму.

Лемма 2.6. Для любого —1 а. со при а — 1 — О

2 £»(а) = о((1 -а)1+а к— • (2.20)
*-։ X 1—а /

Доказательство. Заметим сначала же, что в случае а = 0
утверждение леммы очевидно. В самом деле, при а = 0 имеем

Я* (а)=
1 — а*+2
*(*+1) ’

и так как

2 г^гп = ]+(,։-—(0<а<1)> (М1)—։л(лЧ-1) \ а / 1—а
то

(а) = 1 — а։ + а (1 — а) 1? —— = оЛ1 — а) 1г —— • 
1—а \ 1—а/

Для —1<^*<оо> так как

[а-ОЧ*-1* (֊1<«<оо, * = 1,2,...),
Г(14-я + *) J 

то функцию (а) можно представить в следующем виде:

(1 — 0’ **֊։ Л
а1

(1—х)“ X* бх — (1—0“ л X

(1-л)‘ л*֊1 </х (2.22)

откуда вытекает следующая оценка:
а' I

-^֊С(1-0“^Л С(1-0в
*1«, * и и

О а2

(2.23)
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Полагая сначала, что —1<а<0, из (2.23) получим

(1— ։

О1 Р М.Я*(а)<—- — 
к

(2.24)

£)“ г*՜1 Л °՞ а*

о
Используя теперь левое из неравенств (2.23), приходим к оценке

?*(а)>-—°-

*)« Л

'1+а-Ни 
о*

Из (2.24) и (2.25) следует, что

(2.25)

а ֊♦ 1 - 0.

Отсюда вытекает, что при а -* 1 — 0
1

2^ (а)= О С(1—£)“ 1г֊^֊л)=о((1-а)։+‘1я 
ь—1 1—/ \ 1—о.

о

а
1

/)“ /*-’ Л.

т. е'. утверждение леммы.
Полагая теперь, что 0<а<ос, из (2.23) имеем
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'* <2՛+1> ЬйП5<(2’+1Х1-в>’^Ш) •
а

Используя теперь левостороннее неравенство (2.23), точно так же 
получим

а + 1+ к к

Из неравенств (2.26) и (2.27) следует, что при а -* 1 — 0

2 (о) =0 ((1-^2^). (2.28)

откуда, согласно (2.21), следует утверждение леммы в случае 
О а < со.

Итак, лемма полностью доказана.
Теорема 2. Если (ар)^ (0<^Ор-Сйр+1 -С 1), то при любом 

—1 < а со для неравенства
1

/а = (1—х)* 1? (х; ар,)| бх^> — со (— 1 <а< оо)
о

необходимо и достаточно, чтобы

3 (1 — ал)։+в 1? —< 4֊
и-։ ։ 1—ар

Доказательство. Из определения функции Вл (г; аи) сле
дует, что

1
У« = 3 Г(1—х)" |1я 1 ——I—Ке 1Г«(х; ар)| </х. (2.29)

Р=1 Л I Ор | }

Рассмотрим интеграл

— Ие ГР’а (х; аи) ^У<2)֊У'3)(0<а<1).

Оценим теперь интеграл у<։)

бх = + (/,.

Найдем порядок интеграла £/, при а -» 1 — О
237—2
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Так как

1 
х р1-о։1г«л, 

о
то

г/։ = оЛ1-а)*+’ 1г -1- у 
\ 1—а /

Заметим также, 'что 
а1 а

и1= [(1֊х)»1гЛ—-\/х+ С(1-х)“1гА-—)</х, 
Л \ о / и \ а. /

О а*

где

(1֊х)‘ 1? (1- —)</х=О 
\ а /

1 \ 
1—а / ’(1 ֊ а)1+а 1г

тогда будем иметь 
а"

Л2)= Г(1-*)а к 6-~)</х +О ֊ а)։+Чг —. (2.30)
Л \ а/ \ . 1—а/о

Займемся теперь оценкой интеграла Заметим прежде всего, 
что

Г (1 + а + п)
Г(1+а)Г(1+н)

хпа~ЛХ

а 1

X Г (1 - оа «я-։ л 1 4х- С(1- х)а I V г и + а + и) „ п х
3 / Г 1£г(1+а)Г(1 + п)

X (1- /)а 1 <111 <1х= Кг + + К3.
а

Имеем

МГЦ+„)“՜” р1-*)-1*-'/а-хГх-л  ̂

о о
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(2.31)

(2.32)

Из (2.30) и (2.31), используя также лемму 2.6, получим

(2.33)

следовательно

К։ = О (2.34)

Так как непосредственно видно, что Кг = О ((1—а)1+а), то из 
(2.33) и (2.34) следует утверждение теоремы.

Теорема 2 показывает, что для неравенства типа (2.19) присут
ствие множителя ш (|я|) необходимо.

В самом деле, если 0 < ах -С • • • -С Ор. -С • • • < 1 и 

но тем не менее

1—ар.
то

х)в 1? |Ва (х; аи)| (/х — — оо.
о
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§ 3. Интегральная оценка для функций классов
М. (— 1 <Z “ < °°)

Согласно основной теореме М. М. Джрбашяна о параметриче
ском представлении классов N* [5, 6] имеем:

Класс 7V„ (— 1 < » <С °°) совпадает с множеством функций, допу
скающих представление

F(z)= Вп Л ехР 1т- f5- (е՜20*) И ’ (ЗЛ)
В, (zj О») ( 2я J )

о

где с — постоянная, X > 0 — целое число

5« (г) = Г (1+ а) | 2 ֊11. (3.2)
Ц1 —z)1+a J

ф (0) — произвольная вещественная функция с конечным полным изме
нением на [0, 2я].

Согласно представлению (3.1), если функция F(z)^Na и не 
имеет нулей и полюсов, то ее можно представить в таком виде:

F (г) = с exp 1 — fsa (е“'# z) tty (&)]• 
12я J Jо

Так как, согласно (3.2) имеем, что

|lglH*)ll<———« ' (l-|z|)1+e

то следующая теорема доказывается непосредственно.
Теорема 3. Если непрерывная на [0, 1) и не возрастающая 

функция ш (#) удовлетворяет условию

f ш (0 
j i֊z 
о

то для функции вида (3.1) имеем

Jib(|z|)(l — |z|)’ lg |F(z)|rf|z|> — oo (—l<a< co). (3.3)

На основании представления (3.1) функции W (z) класса Aa и 
теорем 1 и 3 получим основной результат настоящей статьи.

Теорема 4. Пусть функция W(—l<^a<^oo)u IF(z)^0, 
«в (х) £ 2. Тогда справедливо следующее неравенство:

J О, (|z|) (1 ֊ Iz|)« 11g I w (z)l Jrf |z| < oo՜.
(3.4)

L
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Если обозначим через Ат множество аналитических в круге 
функций /(а), принадлежащих классу то из теоремы 4 не

посредственно вытекает следующая теорема единственности для функ
ций класса Л,.

Теорема 5. Пусть / (г) £ Л а (— 1 <«°°) и и> (х) £ 2. Тогда 
если

ЧН) (1-1*1)’ 1г I/ (г)| а и = - «, (3.5)

то / (а) = 0.

В самом деле, если предположить, что / (г) 0, то согласно
теореме 4, будем иметь

ш (И) Пд1/(*)П </*<+«’,

что противоречит условию (3.5).
Армянский государственный педагогический

институт им. X. Абовяна Поступила 7.У.1973

Վ. Ս. 9.ԱՔԱՐՅԱՆ. Անի գնահատական 7Հа ղասի մերոմորֆ ֆունկցիաների համար (ամփոփում )

Մ. Մ, ծքրրաշյանր [6] մենագրությունում կառուցել էր միավոր շրջանում մերոմորֆ 
ֆունկցիաների ® (—1 < Տ Հ ՕՕ) անընդհատ պարամետրից կախված իֆ^ /Ա^սերի ֆակտորի- 
ղացման կատարյալ տեսությունը։

ներկա հոդվածում, հենվելով այդ դասերի ֆակտորիզացմ ան ներկայացումների վրսւ, 
[5] աշխատանքում պարունակվող գնահատման մեթոդներով հաստատվում են այդ ֆունկցիա
ների համար ինտեգրալ գնահատականներ և ապացուցվում վերջինների ճշտությունը համա
պատասխան դասերում։

Ասում ենք, որ ֆունկցիա (ւ) (է) ւ~ Զ եթե 0) (Հ)-ն կամայական անընդհատ և չաճող 
ֆունկցիա է ի0,1 ] հատվածում, որի համար 0 < է» (ք) 1 և

քւմճ-ժ(<„.
յ 1— * օ

Հետևյալ պնդումը տալիս է ներկա աշխատանքի հիմնական արդյունքը»
Թող ֆոն կցիս. № (շ) է 77^ (— 1 < Տ < ՕՕ) (շ) փ 0 և և) (X) £ Զ» Ապա ճիսո է

հետևյալ անհավասարությունը.

ա (|յ|)(1-խ|)։ |1ջ 1(շր)| \ժ |յ| < օօ,
ւ

որտեղ Լ-£ շրջանի կենտրոնը (շ| = 7 2յ>1անի հետ միացնող ցանկացած ուղղելի կոր է։
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V. S. ZAKHARIAN. A bound for th» growth of function* from the N, 
cla** (summary)

In M. M. Djrbashian's monograph [6] a perfect theory of factorisation of the 
classes of meromorphic in a circle functions, depending on a parameter a (—

<a<co) hat been constructed.
In the present paper integral bounds for the functions from AT, are established 

and their exactness in the proper class is proved.
It is said, that о (#) € Q. !f 0<u) W <1' “ W ’’ continuous՛ nonincreasing on 

(0, 1) and

0

The main result of the paper states, that for W ( Ka<oo),
and u> £ Q

J œ (H)(l— kl)e |Ig I W (*)l I d |«K 

L
for every rechtifiable curve L, connecting th* center of the circle |z| = l with its 
periphery.
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