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К. А. АБГАРЯН, В. В. ВАРДАНЯН

К ОПРЕДЕЛЕНИЮ ДИНАМИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК 
НЕСТАЦИОНАРНЫХ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

При анализе процессов в линейных системах автоматического 
управления и, в частности, при определении реакций системы на те 
или иные входные воздействия, применяются динамические характе
ристики систем—импульсная переходная функция и передаточная 
функция.

Рассмотрим нестационарную многомерную линейную систему, 
описываемую векторно'-матричным уравнением

= + и, (1)
аг ,

где х — столбцовая матрица выходных сигналов х։, х։, •••, х„, и — 
столбцовая матрица входных сигналов и1։ и։,•••, ш, А, В, Н—матри
цы динамических коэффициентов системы с размерами пХп, пХп и пХ/ 
соответственно.

1. Реакция предварительно не возбужденной системы на входной 
сигнал в виде импульсной функции д(дельта-функции) называется им
пульсной переходной функцией (или весовой функцией). Если на у-ый 
вход предварительно невозбужденной системы в момент времени ; по
дается сигнал в виде дельта-функции о (£ — В), то выходной сигнал 
на г-ом выходе в момент времени £, обозначаемый (£, ;), будет им
пульсной переходной функцией. Матрица С (£, ?) = (£, £)) (г = 1,
2. •••>/։; у=1, 2, • • - , /) называется матрицей импульсных переходных 
функций.

Таким образом, по определению (7 (£, ։) есть решение уравнения 
Л(г)^ = В(#)С + я«)г«-е) (2)

а1

при начальном условии
С (6-0, 6) = 0. (3)

Имея С (#, ;), можно найти решение (1) по формуле
г

х(<)= С (6 6) и (6) Л. . (4)
— ОО

Можно показать, что С (/, 6) можно найти как решение однородного 
уравнения
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А (/) = В (/) в (5)
Си 

при неоднородных начальных условиях 
0(5. 5)=Л֊Ч?)Я(5), (6)

а это решение, как известно, имеет вид 

С а, Ь)=Х(()Х֊' (;)Л֊։(«)Н(5), (7)
где X (/)—фундаментальная матрица однородного уравнения

А (0 = В (Ох. (8)

Таким образом, для построения О (/, ;) требуется знание фунда
ментальной матрицы X (0 уравнения (8). В случае произвольного диф
ференциального уравнения (8) определение X (<) сопряжено со значи
тельными трудностями, и не всегда эта матрица может быть выраже
на в замкнутой форме. Поэтому, имея в виду произвольную линейную 
нестационарную систему, можно лишь говорить о приближенном по 
строении фундаментальной матрицы и, тем самым, импульсных пере
ходных функций.

Возможны различные пути построения приближенного выражения 
импульсных переходных функций, и существующая литература содер
жит описание некоторых способов такого построения [1]. Ниже при
водится один метод построения выражения для С основанный 
на использовании разложения в ряд фундаментальной матрицы X (<). 
Идея этого метода приведена в [2], согласно * которому построение 
приближенного выражения для X (#) сводится к следующему.

Пусть собственные значения матрицы II (<) = /1՜1 (!) В (#), являю
щиеся корнями характеристического уравнения

|6/(е)-к£я|=0 (9)
на сегменте I £ [О, Т’] разбиты на р непересекающиеся группы

• • •> (з = 1, 2» • • •, р\ 2 &»=»Л так, что

|Ц’> (О -7’(*)1>с>0. (10)

(□=#5, ։= 1, 2, к,-, /==1, 2,-к,; 1^[0, Г]).
Тогда можно построить [3] квадратные матрицы К и М=К՜1 

так, что 11 представляется в виде 11=КкМ, где Л—квазидиагональ- 
ная матрица, К и М—коагулированные матрицы

Л = <Иаг (Лх, Л։, - • АД

К=(К1։ К*---, Кр), м= I 1,

\мр / 
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а АГо|, Л„, М3—матрицы с размерами пXЛ»» Л»XАг», Л։/<л соответствен
но. При этом фундаментальная матрица уравнения (8) представляется

где К=(К1г К3,- -,КР), У =а։аг(Г։, Ур), а У. являются 
фундаментальными матрицами подсистем

(12) 
Л

л, №А'+м/^-
\ (Н

Матрицы К„ и Л„ представляются асимптотическими рядами

АГа=Ка+А*и + /^”+ •••, (13)

Ла^Л։-ЬЛ'11 + Л‘21+---, (14)

где Л’*1 (к=1, 2. -) определяются рекуррентным соотношением

Л’*>=-М + Л՛*՜ /։У (15)

Х1’1 = к С՛*1, (16)

(л։°|=лв, а101=К»).
Здесь (2?1 —коагулированная матрица с размерами пХЛз, субматрицы 
которой размерами £$Х&а определяются из соотношений

(&*1 =0, (17)

+ 2 А}4 Л?՜'1 ) , (18)
/-1 /

(« ¥= о)
причем равенства (18) однозначно определяют так как согласно 
(10) матрицы Л$ и Л» не имеют общих собственных чисел.

Рассмотрим частный случай, когда матрица и имеет простые 
корни.

В этом случае матрица Л будет диагональной
Л = сИадг ()1։ )֊։,• • •, Х„),

субматрицы Л1*1, Ла будут числами X'4, Х„ матрицы ф?1, К.1*1, ~К бу
дут столбцовыми с размерами пХ1> матрицы М,—строчными с раз
мерами 1Хп, субматрицы —числами <^*1. Вместо (18) будем иметь

... 1 / ли!*՜1! *~։ \<7« = .-֊֊ Мг (-----4- V X?՜'1 У (19)
-- /чт \ Л Г". /
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а вместо подсистем (10) будем иметь отдельные уравнения

(*= 1, 2,--, и). (20)
0.1

Фундаментальные матрицы У, для уравнений (20) будут скалярами
Г,= ехр (X (#) Л. (21)

В качестве примера рассмотрим систему с одним входом и одним 
выходом, представленную скалярным уравнением второго порядка

+ “1 (О 37 + <4 («) ? = и. (22)
аг аг

Записав это уравнение в векторно-матричной форме, имеем

^ = £/«)х+Я«)И, (23)-
сП

,, / о 1 \ „ /о \ (<\
где и = ( , Н = ( 1, х= ад

\1 /
Корни характеристического уравнения (9) будут

— а1±Уа'֊—4а2
>4,2= -------------------------------------

Пусть при /£[0, 7] имеем — 4а3т^0, тем самым Тогда бу
дем иметь

к=(^ Л_А 0), м = 1).
V, '֊։ > \о '■։/ \ 4-1/

По формулам (15)—(19) имеем

(зх?- Ц։- ֊ \ 3х£-\\ + — х, \
К121 = а4 I а а

\ Х։ (ЗХ? — *! *։ - — М Х1 (3*։— ’֊1 \ ) )
՝ а \ а //

где а = ()֊! — л,)-1 , а точка сверху означает <//Л. Останавливаясь на 
втором приближении в рядах (13) и (14), получим
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к$ = )֊2 + а ),+ а3 kj kj, (“4)

к1г = 1 + a* ^֊i— а’/֊! 4՜За4 к] — а4 Ч к։,
к12 = 1 + а* М- а3 +За4>1 - а4 к,. (25)

"Коэффициенты же кп и к2г выражаются через кп и ки соотношениями 

кп = ки\+^> 
at

к. = кл+^'- <ад
at

Формулы (26) выражают тот факт, что вторая строка решения 
уравнения (23) является производной первой строки. Фундаментальная 
матрица решения уравнения (23) будет

(кп (0 к„ (f)VехР Г >i dt °
X(t) = KY=\ J

I кп (0 k2i (t) II Q exp I \ dt
(27)

Обратная матрица будет

-к„ (Е) 

кп (Е)

(28)
где А = кг1 (?) к2г (?) — Л։։ (?) кл (?), или же с учетом (26)

*=к„ (?) *1։ (?) [к, (?)-\ (?)] + ки (?) - Jt1։(?) dk^L. (29)
а; а;

Подставляя (27) и (28) в (7), где Н — , получим’выражение для

С (6 Е) = Г®1 ) . Для интересующей нас импульсной переходной функ- 
՝#2 /

ции (#, ;) заданного уравнения (22) получим

g (6 Е) =

t I

кц (0 klt (5) exp I kj dt — klt (f) kn (E) exp I \ dt
___________________E______________________ E
кп (E) klt ($) p; W-Л (5)]+ AJS (?) -kn (?) 

as us
(30)

В случае, когда по (25) получается кп, к12 = const, формула (30) 
принимает вид
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t t

exp Aj (t') dt' — exp J X։ (t՛) dt' 

g(t.l) = ------ =------- ----------- ---- ±---------------
'4 (?) — >4 (?)

(31)

которая по форме совпадает с формулой, приведенной в [1], стр. 249,.
и отличается способом определения 

Пример:
<?Ч [ 1
dt1 "И I dt

)֊! И As,

17д = Ы.

п > / 5 - 1 . V 5 +1 * „В данном случае X, = —п----- . Х,= — -------!—, а— -. По
2' ’ ’• 21 V 5

— р — 3 и /3՜
(24) получается >ч = —, '^=——, где Р = —. По (25) полу--

, 28-3/5 л , 28+3/5чается кп = ----- --------= const, к1а = ------ --------= const и формула.

(25) дает
g(t, ?) = ^(Р е>+₽).

Это решение отличается от точного тем, что имеем значение

2^—~ 0,984, а в точном решении ₽=1.

2. Матрица (X, /) передаточных функций определяется через 
матрицу импульсных переходных функций С (I, ?) при помощи соотно
шения

(^(Х, /) = [в (6 5) е֊^‘֊։) Л. (32)-

Отсюда для передаточных функций шц (X, /) будем иметь
։

У ЯО՜ (*» ?) еХЕ ^?

«о/ (X, 0= -----------֊---------- . (33)
е

т. е. № (X, £) есть отношение реакции системы на сигнал в виде по
казательной функции е)1> (по всем входам) к этому сигналу. Таким 
образом, № (X, /) е^удовлетворяет данному уравнению (1). Подстав
ляя в (1) вместо х и/ (X, ^) ех։, получим дифференциальное уравнение, 
которому удовлетворяет (X, <):

н 1^՜
=[(/(0-Х£„] 1Г+Л֊։(0/7(0. . (34)-

dt
причем W (X, [) является решением уравнения (28) при нулевых на
чальных условиях.
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Смысл 17(1, 0 заключается в том, что ее произведение на изо
бражение по преобразованию Лапласа входного сигнала и является 
изображением выходного сигнала х, т. е.

£ |х| = *)£{и), (35)
где £ (х| и £|и) — изображения хин соответственно. В самом деле, 
имеем

£{х) = х (Ц) е՜11 df, (36)
О

£ {и} = у и (0 е֊и сН. (37)

о

Подставляя в (36) значение х (/) по (4) и поменяв порядок интегри
рования с учетом (32) и (37) получим (35).

Таким образом, имея 1^ (?֊, <), часто можно найти искомое реше
ние, пользуясь лишь таблицами преобразования Лапласа, или же, в 
худшем случае, по интегралу обратного преобразования Лапласа

с + /«»
х(0=~ [ (38)

2*։ Л 
и—/»

(с^> с0, где с0 — абсцисса абсолютной сходимости преобразования 
Лапласа). Применение формулы (38) обычно проще, чем определение 
х (£) по (4) даже при известном С (I, 5) [4].

Для определения приближенного выражения (X, () можно ис
пользовать вышеприведенный метод определения С (/, ;).

Если собственные значения матрицы 6/ (£) разбиты на непересе- 
р

кающиеся группы X; (։=1, 2,- • •, к„, а = 1, 2,- ■ •, р, к,— п), то соб-

ственные значения матрицы и (/)—1Е, равные Х<’>— X могут быть 
разбиты на те же непересекающиеся группы. Введя матрицы Л, Л, М 
м асимптотические ряды (13) и (14) как и в предыдущем случае, ре
шение системы (34) представится в виде

р ~

^0՝. 0=3^.. (39)

где Д, являются решениями подсистем
л 7
֊ = (Л. ֊ Х£*в) Д, + Ма А֊։ Н. • (40)

Здесь Ма являются субматрицами матрицы М, представляемой асим 
птотическим рядом
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М=М+М1Ч + М121 +■■■, (41)
где Л/1*1 (£=1, 2, •••) определяются по рекуррентным формулам 

»
АГ(*« = - М 2 АП» (42)

7-1 

(М^=М).
Для рассмотренного выше уравнения (23) имеем матрицу—столбец 

(у/) \
1 ). Для интересующей нас передаточ- 

ш։/
ной функции w1—w (X, /) уравнения (22) по (39) получим 

то (X, 0= Лп«1 + к1а я», (43)

где я3(з= 1, 2) определяются из независимых уравнений

~~ = Сл»— X) я3 + тл. (44)ас

Здесь Х„ и Ль определяются по (24) и (25), а по (42) получается 

Л/1Ч = а։/— 
՝ ЧЧ — Ч /

Л^[2] = \ \ За 1-2 4՜ Хо\
\ ЗаХ^Х^—ХдХд 4՜ Х2Ч —ЗаХ։4~Х1'

Останавливаясь на втором приближении, определим матрицу М -■= 
= | 11 77112 ). Для интересующих нас величин тл будем иметь 

\7п21 тзг /

ти = а + а3 Хз4-3а։ X? 4֊ а* 4,
ти=—а—а*/ ։—За’/? 4՜ а\. . (45)

Для рассмотренного выше примера по (45) получается 7П12= 
т« = — |*։ /, где

108 4-12 У~~5՜ к 108-12/~5~ 
Н 100/Т ’ 112 100 УТ

Система (34) принимает вид

и искомая передаточная функция то (X, /) по (37) получается
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() = է 2^ւշ^շ _ 2&12 Ра , (47)

В случае входного сигнала и (I) = а1 по (37) будем иметь изображение 

£{и) = —, а согласно (35)

/ <1 а (^цН1 ~ ^ս!լշ) л । 2&1»1*а а _ 2^1»Р» а . ?4д\
1 ' ՜ ).» к« )֊տէ

Оригинал изображения (48) получается
х (п=а<з/^2_!Ь. 0,131 а?. (49)

\ 2 4 /
_ а аЭто решение достаточно близко к точному решению х = — г.
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K. A. ABGARIAN, V. V. VARTANIAN. Ondeterminatlon of dynamic 
characteristics of nonstacionary linear systems (summary)

The paper gives an asymptotic method for definition of impulse transition fun
ctions matrices and transfer functions of multidimensional nonstationary linear 
systems.

The specific examples are presented.
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