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Введение

Бергману [1] принадлежит идея каждой вещественной дважды 
гармонической функции и (г1։ г.2) в бицилиндре ставить в соответ­
ствие комплексную функцию / (г1։ х2) = и (г1։ х2)-|-го(х1, х2) следую­
щим образом:

1) при фиксированном гг функция / (г1։ х2) аналитична по х։;
2) V (0, х2) = 0.

Полученное множество функций, названное им расширенным клас­
сом комплексных функций, можно изучать методами теории потенциа­
ла, так как задача Дирихле с заданными значениями на остове би­
цилиндра в классе всех дважды гармонических функций разрешима. 
Если условие 2) заменить на условие

21) / (0, г2) аналитична, 
то полученный класс функций, который будем называть классом по- 
луаналитических функций, уже является расширением класса аналити­
ческих функций в том смысле, что для бигармонической функции 
и (гх, х2) соответствующая функция / аналитична.

Основным результатом статьи является распространение на класс 
полуаналитических функций теоремы М. М. Джрбашяна об интеграль­
ном представлении по существу произвольных гармонических в круге 
функций [2]. Эта теорема является существенным расширением изве­
стной теоремы Герглотца и сводится к ней в специальном случае.

В работах М. М. Джрбашяна введен обобщенный оператор типа 
Римана-Лиувилля с помощью которого построена теория факто­
ризации функций, мероморфных в круге, а также получены обобщен­
ные интегральные формулы Коши, Шварца и Пуассона. Напомним 
некоторые определения и результаты из работы [2].

Рассматривается множество 2 положительных и непрерывных на 
[0. 1) функций ш (х), удовлетворяющих условиям

1

ш (0) = 1, ш (х) Лс<^-|-оо.
о

Каждой функции ш (х)£ 2 ставится в соответствие последователь­
ность положительных чисел
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1

Д (0) = 1, Д (к) = к ш (х) х*֊1 дх (к -֊=1, 2,- • •)•
6

На соответствующих классах допустимых функций ? (г) оператор 
£(։п) определяется следующим образом:

1
£(>п) (ф (г)) = — -֊ | г у ® (~.г) др (-•) |, г € (0, 1),

. о

где функция р (т) имеет вид

р (0) = 1, р (т) = т у </х.

Отметим, что на стейенные ряды оператор действует следующим 
образом:

а* (ге'9)* ) = 2 Д (*) «* (''«'’)*•
•*«=о ' *֊о

Затем строятся функции, аналитические в круге |з| <^1

• С (г; ш)=-.у -֊А-, £(г; ш)=2С(г; ш)-1, (2)
д (*)

являющиеся аналогами ядер Коши и Шварца. При этом аналог ин­
тегральной формулы Шварца имеет вид:

2т.

/(г) = /1ш/(0)+ —С з(— е֊,в; ш^Ке/И (ре'е) А (3) 
2" 3 \ Р /

о

где 0<Р< 1 и /(в) (ге'°) = £<") {/(ге'%
Пусть Лю — класс аналитических в круге |х|<^1 функций, для ко­

торых выполняется условие
2т.

зир I I |Ие /(«,) (ге/?)| I < + со.
п < л < 1 I и 

о

В работе [2] установлена следующая теорема о представлении класса

Теорема А (М. М. Джрбашян). Класс R«, совпадает с 
множеством функций / (г), представимых в виде

2т.

/(я) = ,-С + 1-(’ 5(хе-’; ш) (&) (|я|< 1),
2^ и о
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где 1т С — 0, Ф (0)— вещественная функция с конечной полной вариа­
цией на [0,2՜].

Для распространения интегрального представления (3) на случай 
функций п комплексных переменных следует, очевидно, вместо одной 
функции ш (х) взять систему из п функций (*)>•••> “л (х) и приме­
нить последовательно операторы £(“1), •••, "п) соответственно по
каждой переменной я։,•••, яя. Таким образом, легко можно получить 
аналог формулы (3), что и было сделано в заметке [3].

Однако, получаемое при этом п-мерное ядро Шварца обладает 
тем недостатком, что оно не положительно и, более того, его веще­
ственная часть по модулю в среднем не ограничена, поэтому аналог 
теоремы А с таким ядром неверен. В настоящей работе в случае 
пространства Сг вводится новое ядро с положительной вещественной 
частью, причем это ядро годится для представления не только анали­
тических, но и полуаналитических функций.

§ 1. Полуаналитнческие функции

Пусть С2—двумерное комплексное пространство; г = (я։, я2) — 
точка этого пространства; В = {я £ С2: |я/1 <^1, / = 1, 2}— единичный 
бицилиндр; Т = (я £ С2: |я/)| = 1, г=1, 2) — остов этого бицилиндра.. 
Функция и (яь я2) = и (х2 + ф1։ х2 + гуа), определенная в В, называет­
ся бигармонической, если выполняются следующие условия:

дги , даи _ _
0X1 ду{

Ри_ (Ри „ 
дх22 + ду22 ~ ’■

д2и । дги _ р д-и_________дги
дхг дха дух ду2 ’ дха дуг дха дуа

(1.1)

(1.2)

(1.3)

Если же выполняются лишь условия (1.1) и (1.2), то функция и (я1։ я2) 
называется дважды гармонической.

Определение. Функцию / (я։, я2) = и (я1։ я2)+ то (я2, я2), опре­
деленную в В, назовем полуаналитической, если

а) и (я1։ я2)— дважды гармоническая;
в) при фиксированном я2, |я2| <\1 функция / (я1։ я2) аналитична в 

круге |^|<1;
с) /(0, я2) аналитична в круге |я2| <1.
Связь между аналитичностью и полуаналитичностью дается в 

следующей лемме.
Лемма. Всякая полуаналитическая функция / (я1։ я2) = 

= и (я1։ я2) + ю (я1։ я2), вещественная часть и (я1։ я2) которой, би- 
гармонична, является аналитической функцией.

Доказательство. Известно, (см., например, [4]), что всякая 
бигармоническая в бицилиндре функция и (я1։ я2) является веществен­
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ной частью аналитической функции / (хх, х2). Итак, / (х։, х։) и (хц х2)4 

4֊/ V (х1։ х2). "В силу условия в) "при фиксированном х8 функции 

/ («1» *։)֊ 7(21» *») = ։ Ь (*1» 2а)— V (х1։ х,)], вещественная часть которой 
есть тождественный нуль, аналитична в круге |х։|<П.

Поэтому

/ (21, х2)—7<21> 2а) = Ъ (г։)’

тде ® (х8)—некоторая вещественная функция. Далее, из (1.4) и усло­

вия с) следует, что функция (х8) = / (0, х8)—/(О, х„) аналитична в 
12։1<С1> т- е. <р (х2) С, где С — константа. Отсюда и из (1.4) имеем

/ («1, 2а) =/(*!> 2з) + *С,

что и доказывает леМму.
Пусть (х), ш2 (х) £ 2; (Дх (£))~_0 и (Д8 (^^—соответствую­

щие этим функциям по формуле (1) последовательности чисел. Пусть, 
далее

5 (х; ш) = р (х; ш)-|- (х; ш)
обобщенное ядро Шварца, определяемое по формуле (2). Введем 

функцию

5(хх, х8; ш)= 5(«^ о>1) Р (х8; ш։) + а>8), (1.5)

тде для краткости используется обозначение ш = (шх, о>2). Следующая 
теорема дает интегральное представление для полуаналитических 
функций.

Теорема 1. Пусть / (х1, ха)—полуаналитическая функция, 
Р1 и Ра произвольные числа из интервала (0,1). Тогда при любом 
1211<Р1> 12а1 < Рз справедливо равенство

1 (2р 2։) = ։ 1т / (0, 0) +
2я 2х

+ 4?։ П X^е й1 ’7՜е-,в։; ш)Ке/(ш) (?1 е'°' ’ е'9’} ^г’ (1։б)

о о

/{«) (гх е1^, г2 е'’’«) = £(“) {/ (Г1 е1^, г2 е^)}. (1.7)
Здесь оператор действует как на функцию от гг, а — как 
на функцию от г3.

Доказательство. При фиксированном х2, |х2|1 функция 
/ (хх, х^ аналитична в круге |г1|<1. По теореме 3 М. М. Джрбашяна 

I 2] имеем
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/ (*։> *։) = Нт / (0, г2) 4֊ 
2т.

+ ֊Г-5('Й- », )£'-■> {Ее/(₽,.“՛, *.)) А- (1-8)
Ч \ р, )

Далее, при фиксированном рх в/е> функция £(и)։ {Ре/(рг е'% гг)\ гар­
монична в |а2|<^1. По теореме 4 из [2]

£<-“•> {Ые/ (Р1 е,։> , х2)) = 
2т.

= ^Р(֊ е՜^ Ш» ) Ке А») (Рх е'в‘ ’ Р» е'6’ ) М՝ 
2« .] \ Р։ /

Приравнивая мнимые части в обобщенной формуле Шварца, получим; 
1т / (0, 1т / (0, 0)4֊ 

2т.

+ ֊ Г С (֊ е-'Ч <»Л £<“•» {Яе / (0, р2 е'°-)} </62. (1.10>
2^ и \ р2 / о

Далее, написав формулу (1.9) для функции (Ее/(г1։ р2 е16‘)) при 
фиксированном р2 е/0> и, положив в ней х։=0, будем иметь

£<“*>{ Ее/(0, р2 е'в-)) = 
2։

= А С £(-,) {£(-,) (Ее/ (Р1 е'»., р2 е'О.)}) (1.Ц))
2*3 ■ о

Из (1.10) и (1.11) получаем

1т /(0, в2) = 1т / (0, 0) ֊+* 
2к 2х

+Л СI (— е~1е,: Ые л-) (рх е'в1; р»е'9՛) (1Л2>
4"2 3 3 \ р։ / 

о о

Подставляя в правую часть равенства (1.8) соотношения (1.9) и 
(1.12), получим утверждение теоремы.

Рассмотрим частный случай теоремы 1, когда ш1 (х)=1, ш2 (х)=1.
Формула (1.6) тогда примет вид

/ («1» *а) = ։ 1ш / (0, 0) + 
2к 2х

+ тт (— «-“•) R։! (ь . р. »"• > АЛ.. (։-։з> 
4"' Л V, р. )

где положено 5 (г1г гг) = 5 (г1, х2; 1).
Формула (1.13) является аналогом формулы Шварца для полу- 

аналитических функций.
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Те орема 2. Мнимая часть полуаналитической функции 
/(хх, г3)=и (г1։ г։)4֊го (ях, г2) есть функция дважды гармоническая.

Доказательство. Отделив мнимые части в формуле (1.13), 
получим

V (хх, я8) = V (0, 0)4"
2։ 2г

4֊ 2_ (* Г1Ш е-1\ е-*. Ие/ (рх е'9՛, р։ е'9՛ ) ^2. (1.14)
4*2 3 3 X рх Рз /

о о

Согласно определению (1.5) ядра 5 имеем

1т з( е-,9>, — е֊|9։ \ = р(^- е՜1^ \ $(֊ е~л‘ ) 4֊ <2 (— в՜'9’ ) •

X Рх Рз / \ Рз / X Р1 ' \ Ра '
(1-15)

Из (1.15) видно, что 1т 5( — е՜'91, — е՜'9’ ) есть функция, дважды 
X Рх Рз '

гармоническая в бицилиндре (|ях1<СРх» 1гз1 <Рз)- Отсюда и из формулы 
(1.14), учитывая, что рх и р2—произвольные числа из интервала (0,1), 
получаем утверждение теоремы.

§ 2. Представление некоторых классов функций

Пусть о)х (х), ш2 (х) £2, ш = (шх, о)։). Обозначим через Аш — мно­
жество полуаналитических в бицилиндре В функций, удовлетворяющих 
условию

2г 2г
зир [ Г |Яе /(щ) (рх, е(9‘, р2 е/9՝)| (2-1)

0<Р1. р»<1 J J
0 О

В следующей теореме дается представление класса Аа.
Теорема 3. Класс Аш совпадает с множеством функций, 

имеющих вид

/ (хх, х։) = гС 4- р (хх е-"‘, х։ е֊'9>; ш) (6Х, 62), (2.2)

1де 1т С = 0, и — произвольная конечная мера на торе Т.
Доказательство. Пусть / (24, г^^Аи. Тогда для фиксиро­

ванных чисел рх и Рз(0<\рх, р2 < 1) имеет место формула (1.6). Рас­
смотрим семейство мер на остове Т

«<Нр,Р։ (0х. 02) = ֊ Ке /(-) (Р1 е'”1 > Р» (2.3)
4т:2

Полные вариации этих мер в силу условия (2.1) равномерно ограни­
чены. По теореме Алаоглу [5] существует последовательность мер
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!4л ~ pH -»1, е>(2я) —♦ 1, слабо сходящаяся к некоторой конечной

мере ja, т. е. для любой непрерывной на Т функции F б2) имеет 
место равенство

lim Г Г(б։, 02) </Ил (0р б։) = Г F(61։ 62) rf.x (9։> 0,).
Л-*ес J I

В частности, при фиксированном я = (я1։ z2), |я1К1, W<O имеем

lim С5 (z։ e՜'®՛ , z2 e՜'®«; w) </|x„ (61։ 02) = 
л-*« J

= S (zj e՜'®« , я, e~'®>; ш) dy- (0։, Sj). (2.4)
т

С учетом (2.3) напишем интегральную формулу (1.6) для точки, 
(zj pH» г2р։я)) в виде

/ (*1 РН. *2 pH) = / 1т / (0, 0) 4-

+ р (гг е֊'®՛ , я։ е֊'»-; ф) </Ия (0х, 0^. (2.5).

т

Из (2.4) и (2.5) следует представление (2.2). Докажем обратное..
Пусть функция / (я1, я2) допускает представление (2.2). Покажем, что

Учитывая, что £(га) (5(я1։ я2; ф)} = 5(я։, г2) и Ие 5 (я^ =
1+ г— Р (я^ Р (я2), где Р (я) = Ее-----------ядро Пуассона, применим опера-
1—я

тор к равенству (2.2) и, отделяя вещественные части, получим
Ее/(Ш) (гх е'”, г2 е'?>) =

= С р (п е'^-®՛)) Р (га е'(ъ֊« ) (01։ 02), 

где гх е'?* = я։, r2 е'¥։ = z2. Отсюда
|Re/(«,)(/! е'*, r8e'f')K

< J Р (гг е' <».֊’>>) Р (га е‘ ^֊®>>) Мн (0,, 02)|. (2.6>

т
Проинтегрировав неравенство (2.6) и применив теорему Фубини, по­
лучим .

2։ 2к
JJ |Re /(«) (rxe‘’՛, rt .’A«)l d^d<f2 < 

0 О

I
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2к 2к
< С{ уу Р (г։ е' <’•-՛•’) р (г. е‘ )</р (01։ 0։> =

= 4к* у |</р (в1. 0։)‘|< 4 со,

т. е. функция / принадлежит классу Лш. Теорема доказана.
В частном случае, когда ш (х)=э1, теорема 3 является аналогом 

теоремы Герглотца для полуаналитических функций.
Теорема 4. Для того чтобы ассоциированная с мерой р 

функция

/ (я։, 22) = ։1ш/ (0,0) + ^5 (гг е՜'8՛ , г2 е՜'8»; <о) г/р (01։ 02) (2.7)

г

была бы аналитической, необходимо и достаточно, чтобы

е~м՝ е'и’ </р (9։, 02)=О (и, А=1, 2,- • • ). (2.8)
т

Доказательство. По определению (1.5) ядра 5 имеем

-«*, 22е֊,8‘; ш)- 5(21е֊8'-;

Д1 (п)

—мо։ г*

Д։(Л) 
к -НЛ,га е г-,

-/8« ; о։,)+/<?(«։ е՜'8«; («2) =

“ го еа8> \У, -Н +

*_о Д2 (^) 

х" гг е/п8, е՜'*8*

*^о Д։ (£)

-к /*е, 
хг е _

Д2(£)

г՞ 22 е/л8։ е'*8*

(2.9)

М«) Д. (*) (п)Д։(*)
-1.

Это разложение сходится равномерно относительно (е'8՛ , е'8* )£ Т при 
любом фиксированном я = (ях, 22) £ В. Подставляя в (2.7) разложение 
(2.9), получим

Др
2

(2.10)

где
2 ап. к — ---- -------

Д1 (п) Д2
е՜ ,п8‘ е՜'*8* г/р (01։ 02) (2.11)

'(л—ОД,.--, к =0, +1, ±2,-..). Из разложения (2.10) ясно, 
Иия./ (хх, 22) аналитична в том и только в том случае, если

что функ-
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а„.-Л = 0 (п, k=l, 2,-). (2.12>

Условия (2.12) с учетом (2.11) эквивалентны (2.8). Теорема доказана.. 
Пусть функция / (гг, ла) аналитична в бицилиндре В. Величину

7L (гj» гг; f) —
2г 2к

= “ [ j W <1ог I/ (п е'01« )1)
о о

где
ЦУ, {? (г)} = max [0, {? (г)}],

по аналогии с одномерным случаем (см. [6]) назовем ш-характеристи-- 
кой функции /(*1. г2). Обозначим через 7V“ множество функций, ана­
литических в В и не обращающихся в нуль, которые имеют ограни­
ченную характеристику, т. е. для которых выполняется условие

sup Тт (гх, г2; /) < + оо.
0<г։. г,<1

Теорема 5. Класс совпадает с множеством функций: 
(z1։ z2), представимых интегральной формулой

f (я1( z2)= ехр fsfo е՜1®՛, z2 е՜'®«; ш) d? (01։ 92)L. (2.13) 

где 1т С = 0, |* — конечная мера на Т, удовлетворяющая условию 
(2.8).

Доказательство. Пусть функция /г2) аналитична и не 
обращается в нуль в бицилиндре В. Тогда функция 1о£/(я1։ г2) регу­
лярна в В. Покажем, что условия

е/8՛ , r2 е/е,)|} d%dtit < 4֊оо (2.14)
о о

и 
2z 2z

sup Г f|B<“>(log|/(r1 е'8‘, rse/0>)|}| rf0j6/62<-|-ОО (2.15)՛
0<Г1, г,<1 J J

о о

эквивалентны. В самом деле, напишем формулу (1.6) для функции. 
log/(*1։ z2) и, подставив z2 = z2 = 0, получим

log / (0, 0) — i arg / (0, 0) -t-
2z 2z

+ ~ f f Ua) flog I/ (Pi e'8' > ₽2 e'8 ')l) A^2֊ (2-16>

о 0

Используя очевидное равенство
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/j“> խ (ր)I = շւք;’, I? (r)l - 1^'“’ {? ('■)}!,

из соотношения (2.16) получаем
2к 2е

•log/(0, 0) = ։arg/(0, °) + j (lo» // (Pi е/Ч-. р,е'։«)|| rf9^0։- 

и и
2к 2г.

_ JLJj* |£(“> Ilog / (р։ е'6՛, р, е'։«)|}| d\d^.

Отсюда ясно, что условия (2.14) и (2.15) выполняются одновременно 
По теореме 3 функция log / (z։, z,) представляется интегралом

log / (zx, Zj)= iC -f- j Ճ (zx e /#l , z։ e <0 w) rf|* (61։ 92) (2-17)

в том и только в том случае, если выполнено условие (2.15), кото­
рое, по доказанному выше, эквивалентно (2.14), т. е. если / С Л^. Из 
(2.17) очевидным образом следует (2.13). Так как функция log/(zl, z3) 
аналитична, то, в силу теоремы 4, соответствующая мера н удовле­
творяет условию (2.8).

Отметим, что в теореме 3 дано интегральное представление по 
существу произвольных полуаналитических функций. Это следует из 
того, что класс Аю можно сделать сколь угодно широким, выбрав 
соответствующим образом функцию ш. Точнее, справедлива следую­
щая

Теорема б. Для произвольной полуаналитической функции 
f существует функция w = (u>1։ w։) такая, что f£A.„.

Доказательство этой теоремы идентично доказательству для 
одномерного случая, приведенного в [6].

В заключение автор выражает благодарность профессору М. М. 
Джрбашяну за полезные обсуждения и внимание к работе.
Институт математики
АН Армянское ССР Поступила 22.VI.1973

Ա. Ь. ՊէւՏՐՈՍՅԱՆ. հր1լ<|լանոււք ֆունկցիաների ինտեցրալային ներկայացման մասին 
(այփոփոսէ)

С.2 տարածության մեջ երկվանում որոշված կիսաանալիտիկ ֆունկցիաների համար ստաց­
ված Հ Հերգլստցի թեորեմայի, ինչպես նաև Մ. Մ. Զրրայյանի սոոջ արղյունբների անալողր։

A. I. PETROSIAN. On integral repreeentatlon of function in blcyllnler 
(summary)

Analogues of Herglotz’s theorem as well as of some results of DfrbaSian for 
semi-analytic function in the bicylinder of the C* space are obtained.
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