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ОБ ОГРАНИЧЕННОСТИ ОДНОГО КЛАССА ОПЕРАТОРОВ, 
СВЯЗАННЫХ С ДЕЛИМОСТЬЮ АНАЛИТИЧЕСКИХ 

ФУНКЦИЙ

]°. Пусть I/— единичный круг, Г — его граница, Нр— класс 
Харди аналитических функций с обычной //-нормой. Пусть {^Нр, тог
да / допускает каноническую факторизацию

где В — произведение Бляшке, 5—сингулярная внутренняя, О—внеш
няя функция. Следуя Бёрлингу, будем называть ВЗ внутренней, 
<2 — внешней частями функции /. Некоторая внутренняя функция 

]=ВЗ называется делителем функции /, если В5/՜1 является регу
лярной ограниченной функцией в и.

Пусть X — некоторое пространство функций, аналитических в 
круге X с Н1. При изучении инвариантных подпространств оператора 
умножения (У/) (я) - я/ (г), существенно иметь утверждение, уста

навливающее, что если X и ]—делитель функции /, то /_/֊1 ^Х.
Первые результаты подобного рода для пространств А, Нр и 

для пространств О — функций с конечным интегралом Дирихле содер
жатся в [1] и [14]. ,

Для различных классов функций, аналитических в круге и глад
ких вплоть до единичной окружности, утверждения такого рода были 
получены в [5]—[10].

В статьях [8], [9] (см. также [6]) для некоторых классов анали
тических функций доказано, что если Л £ //”, то функция

8(г)=е (Л /) (х) = Л
г

не „хуже“ в смысле гладкости, чем /. В частности, в [8] доказано 
следующее утверждение.

Пусть // (//)—множество функций, аналитических в и, п — нату
ральное число, а

= {/; У1"’ € Нр, Щ„р = шах р/г*)/ НР}, 
’ л 0<к<п

„„ (/То ) .
п 9<И<п ' 1
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Тогда, если /£//? или/£Л^ (1 р ■< 4֊ со), то функция £ = .'(А/) 
тоже принадлежит пространству Нр и, соответственно, пространству 
А^; аналогичные утверждения верны для пространства А?, при 
любом натуральном (см. также [6]).

2". В данной статье мы установим, что аналогичные утверждения 
верны также в пространствах Арп, Нр при всех п>1, 1<^р<^4-°° 
(теоремы 1,4) и для А'п при всех п^2 (теорема 3).

В то же время доказывается (теорема 2), что существуют функ
ция А£//~ и множество М второй категории в Л1 (Л1 = Л’) такие, 

что для любого <р £ М и /(х) = ^ Т (О Л = (/₽) (*)  функция £ = 

о
= Р (А /) С Ль Здесь же доказывается эквивалентность следующих 
утверждений:

а) Р(А/)^Л} для любого Л ,*

б) вир [ |А<’> (ж)| (1 — |ж|) 1о£ —] < 4- со.
и| <։ I __ 1—|х|.|

Таким образом, в последнем случае налицо новый эффект, со
стоящий из необходимости дополнительной „гладкости" функций А, 
А£//' для того, чтобы для всех / А\ имели Р (А/)£Л].

Отметим, что в работе существенно используется тот факт, что 
рассмотренные нами пространства можно „отождествить" с сопряжен
ными пространствами некоторых пространств функций, аналитических 
в кругё.

§ 1. Ограниченность оператора Р (А ) в пространствах
Арп (1<р<4- оо)

Основным результатом этого параграфа является следующая
Теорема 1. Пусть /£АР, 71^Н"°, тогда функция %= Р (А /) 

принадлежит Арп.
Доказательство теоремы опирается на следующие леммы.
Лемма 1. Пусть /£Л{, тогда
Доказательство. Положим г]= г е‘9, тогда

Г
/ (ге‘9) = /(0)4-у (#е'9 е'9 Л. 

и
Отсюда 

г 1 к
р/ (ге'41 <*?  < I/ (0)1 4֊ У р/։) (*е' ’)|
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Лемма доказана.
Следующие две леммы являются некоторым обобщением соответ

ствующих теорем Литтльвуда-Пели (см. [3], стр. 316). .
Лемма 2. Пусть 1 < Р <-+ 00 и п — натуральное чис

ло. Положим

(1— r)-n-'i\f.n'> (re'°)|։ dr\ >

тогда существует постоянная С (п, р) такая, что

О

Доказательство. Отметим, что при п — 0. (9, /) = а (5),
g (6) — известная функция Литтльвуда-Пели (см. [3], стр. 316). Выра
зим /tz|) через контурный интеграл от функции

,/о)= (п-.1)»Г
2ni J (t — retf)n

fP
где Гр—окружность радиуса р, Г=Г։ (г<^р<1). Имеем

/ечр </(п֊1)!\7 [>>(ре"»֊О)|«</Л Г dt
’ Л 2՞ / \ J |?-геЧ2<’-։> / J \p֊re‘V

_ /п-1)! V/ Г |/(ре'С*  0)1» dt\/ Г dt
к 2к ) kJ |р - re^ Д J (p_r)։+4rp sin, А

Положим р = -г . Легко видеть, что

['___________ dt_____________ = 4 Г____________ dt < 16
_j֊~r)*+ 2 (1+r) г sin2՜— J (l-r)»+8 (1+r) sin»— г) 

2 ՛■" '2
Заметим, что

1±г_ге»1'>±Г(։_,).+4п>,1п.Л1= |1—-«"г .
2 | 4 г 2 J 4

Поэтому

||ЛЯ> (ге'в)|»<---— (QL-iJLy С к 2_________________
(1 —r) X к /J |1 — ге"|2<я-։)
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или же

8_(։,л< ^5221)1

Т
так как

|1-(2р-1) е“г>с0(1-ре«|», -1 <р<1,

где Со не зависит от t и р, то

gn (0, /)< С (и, р) ( С (1 - р) rfp\2 =g^ (0> Л։
J |1—ре" ։ /

О -х
(1)

g*  (9> /) — известная функция А. Зигмунда. Доказательство леммы 
следует из неравенства (1) и соответствующего результата А. Зиг
мунда (см. [15]).

* В дальнейшем С к( ) будет обозначать полоаительное число, значение ко
торого не будет играть никакой роли.
816—4

Лемма 3. Пусть 1<р<^4-со, п — натуральное число,

f^HP, /™(0) = 0, к=0, I, --, п-1.

Тогда существует постоянная С (п, р) такая' что
- 1_ - 1_
I/ (е'Ч)1р d^P < С (и, р)( J gPn (9, /) d6 у •

Доказательство этой леммы, по существу, не отличается от случая 
п =1, только нужно применить вместо теоремы Литтльвуда-Пели 
лемму 2.

Лемма 4. Пусть f£_Ap, 1</><^4-°°, предположим /*>(0)=0,  
к = 0, п — 1, положим /p(e)~/(pz), 0<^р<^1, тогда суще
ствуют положительные числа Сх (п, р), С։ (п, р)*  такие, что

1 ~ I к
Q (п, р) у I/ (ре" )|р р d?dt < у gpn (/, /р) pd^dt <

О -Л 0 -х
1 г.

KCt (п, р) у j I/(ре")|р pt/рл. 

о -«
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Доказательство. В силу лемм 2, 3 существуют Сг (п, р), 
С2 (л, р) такие, что для любого ? С (0,1)

т. к •
с, (л, р) у I/ (ре»)г 8Р„ (6 А) <

— X • —г.

< С։ (л, р) I/ (ре")!*  Л.

* т. е. аддитивный ограниченный функционал.
** В [11] дано другое представление линейных функционалов в Ар , однако 

для применений нам удобно представление (2).

—Г

Остается умножить это неравенство на р и проинтегрировать по р.
Лемма 5. Пусть Т—линейный*  функционал на Ар, 1<р<^

+ со, предположим, что я (г) = Т (—-—, тогда § £ А?, где ——|- 
\1 — г) р

1 ,-|------ =1, кроме того
9

X

Г(/) = Иш (‘/(ре«)^(е֊'«)Л (2)
р-1-0 J 

— х

и обратно, для любых /£.АР,§£А‘> предел (2) существует и опре
деляет линейный функционал на Ар**.

Доказательство. Предположим, что Т£ (Ар)*,  докажем (2), для
ОО 50

этого заметим, что £ (г)У, 7'(г*)  г*.  Пусть }^Ар и / (г)= у а*
*-*> *-п

Легко видеть, что

Нт |/р — /К = 0, /р (г) = / (ря), 
р—1-0 л

поэтому
50

Т (/) ■-֊ Нт Т (/р) = Нт У а* Т (г*) р». (3)
р-1-0 р-։֊о

Поскольку Ар является подпространством Ьр ((/), то по теореме Ха
на—Банаха функционал Т можно с сохранением нормы продолжить до 
линейного функционала П, определенного на всем пространстве 1/(11). 
Используя известный вид линейного функционала в I/ ((/), получим

(я) =Т(---------\ = С Г М (<) ,

< = е + т = п=н?(У). •
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Пусть

!«(<+-
А1(о = рА(О, И<1.

I о, и>1
Сингулярный интеграл (4) принадлежит к типу интегралов, исследо
ванных А. П. Кальдероном и А. Зигмундом (см. [4], стр. 207). Поль
зуясь их результатом, получим

4-со, т. е.

Учитывая (3) и лемму 1, получаем (2). Предположим теперь, что 
£ £ А%, тогда по лемме 1 Н1. Докажем, что предел (2) суще
ствует и определяет линейный функционал на Ар.

Пусть

' (р)==2? Р(ре'в)я(е-'в)б/6’ 

—X

заметим, что
*

Рф(О (р») = Е [7 (рв«) (ре֊«) е-« <#.
2՜ и

—-
Поэтому

1 1 Е
[р։1т{1)(р։)1^р = -ур |?(1)(Р)1^< 

о о
г. 1

<֊ У р(ре'в) я(1) (ре֊'8)1 Р<М<11/Ь Ид? •

-к О

Следовательно
Я

Г(/) = Ит (7(ре'в)я(е-'в) М 
р-н-о 2т. J 

—к
существует и

|П/)|<мд7деЛ₽-
• * 1

Лемма доказана.
Замечание. Из леммы 5 можно получить характеристику тех 

множеств Ес С1/^, для которых || плотно в пространствах 
(г—С).-6£

Ар.
Доказательство теоремы 1. Пусть 1<^р<+°°»
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£(л) =
п! Г / (О А (/) <// 

2^3 (/-я)«+1

Пусть, далее, ф £ А4,------ 1------=1 и
Р Я

(/•?) = [ Ф (О л- 
о

Из леммы 1 имеем ./ ф £ Н1. Пусть ф = / ф, тогда

Р<Л) (ге«) ? (е«) &= А. р(е'/) Л (е") ։ф (е/0) с!е1 _

откуда

л!
2к»,

<р (е<0) ем(> е1л։ <Н , 
(е/о— ге//)п + ։

я(л) (ге/0 е1п‘ (® (г) гп)<л> , (5)

г — ге“.

Интегрируя по частям, получаем

/ (е") А(е") е1п‘ (ф (я) гпУп) Л = ^/л-։ (^)ГГ (е‘։) е'л6 «/6, 

г = ген
где /л-։ (г) = (/(г) г"“1)«"-1), 

Г гл՜’
Гг (г) = Ля-2 <Йл-а- • • I А (0 <я фл (г{) Л = 

оо о

1
(п֊2)13 

о

По лемме 4

0՞ 2 А (0 Г ?„ (г!) Л, где <р„ (г) = (у (г) гл)<4

г^Л’, кроме того

1И?44? с (в> Л) И~ Мл?-

Следовательно



Об ограниченности операторов 481

определяет линейный функционал на Л’. Из леммы 4 следует, что

“ ^АЧ = °’

где Г— Ег
Поэтому

Иш Т (Г,) = Т (Р) = Пт А- Г Г (ре'") (е1’) <#,
г-1-0 ?-1-о2я 3

|Г(/)|<с (р, п)И.мд^др.
Л

В силу этого

Л СЮ = Ит Л ((Л) (е/,‘)8(л1(ге^) с/9

—~

представляет линейный функционал на А4. По доказанному функция 
(2 \------------ 1 принадлежит Ар,

7 (——V | г</՜ --= —------------1-
\1—£г)։/ 3(1-тг)« 1 — Шг

и
В то же время

(?(*)=  — «<-) (0) + Нт А (ге'0) ^ & =
г-1- о 2т: J 1 — гге'"

—X *
к

= (0)+Ипг~ £(Л)(ге'е) <Лг*==  (г)—(0), т. е. £п)£Арб
г-*1-о2и  J

— X
Теорема доказана.

Следствие. Пусть /£ Арп, 1<^ р + со, / = где /—внут

ренняя функция, Е Н1, тогда Е(^ Арп.

§ 2. Случай пространства А1п

Теорема 2. Пусть тогда
1. Следующие утверждения равносильны.

зир |А(1> (я)|(1 — |я|) 
р1<1

1 со,

б)
2.

Р(К/) принадлежит А} для -любого /^Л}- 

Если
|А<П (я)| (1-Н) 1ог ֊^1

Бир 
|г|<1

то существует множество М второй категории в Аг такое, что

для любого и {(г) = <? (£) Л функция

0



482 Ф. А. Шамоян

Доказательству теоремы предпошлем несколько лемм.
Пусть )-(Л)— пространство функций, аналитических в и и таких, 

что Ап>£Са(Са— множество функций, аналитических в и и непре
рывных в и),

|/(л) (е/(в+0) _ 2/1Л» (е/։» )| = 0 (|ф

равномерно по 0 £ (—", «].
Д(л)—множество функций, аналитических в и и таких, что /(л,£Сд и 

1Л” (е/ <9+0 ) _-2/(л) (е/9)_|_у(л> (е/ (0 -0)1 = О ф|)

равномерно по 0 £ [ — ", ").
Эти пространства превращаются в банахово пространство по 

норме

Ил - и- + >ир И«(е'^)-2Л-<е-)+/»Мв-.-0)| _
• ՛•■ И

где л = )Дл։, А<л> .
Обозначим )■ = А = А(,\ • • • •
Следующая лемма вытекает из теоремы А. Зигмунда (см. [12], 

стр. 76).
Лемма 6. Пусть С а, = 0, к — 0, 1, • • •, п —1, п 2,

тогда

2°. / е ч <-> (г) = о (-------Ц.
\(1-Н)«Т‘/

3е. 1/1'= № + sup [(l-kl)l/W(z)|]
10<1

эквивалентно норме 11/Цл, Л = Л*,  л*.
Пусть O^r^l, h^H™, di £ Л*.  Обозначим

1
Тг (ф) (г) = -у [а (0 dt.

z J 
и

Из леммы 6 следует, что ТГ^ЦЛ.*,  Л#), где L (А*,  Лж) —про
странство линейных операторов Аф —» Л#.

Лемма 7.

sup || ли < 4- оо > sup l|AU)(z)| (1— |z|) log —]<+oo, 
o< <•<։ I*  <։ [ 1—|z|J

где ПГгЦ — норма Tr в Аф).
Доказательство. (<—) Легко заметить, что
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{Tr (?) (*))«>  = МО ОУ* ’(гО dt+ rh^(z) ,?(1)(rz) 
Z J Z

0

(6)

По лемме 6 и (6)

при |z|<^l, поэтому

то есть

1

следовательно
№. <։

sup a; Cj |Л||.

Предположим теперь, что

и докажем, что

sup |A<»(z)| (1-М) log — (7)

sup ЦТгР = 4- оо.

Из (7) следует существование последовательности [}.*}£-!»  Р֊*|  1>
}.*|  —► 1 — 0, при к -» со такой, что \

sup |А<։> (л*)  |(1— |'л*|)  log со.

Положим

dt,

о

тогда, как легко видеть, А =1, 2, и

sup + 00 • 
k

(8)

Из (6) имеем

A<J) (z) log

Поэтому для любого Z^U

(1-М) |A(D(z)|'log—4-------

отсюда
sup sup ||Тг (4*)||л.=  + °°- 

0<г<1 *

11Ш

1

1

1
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Из (8) получаем
яир |7711 = 4՜ °°> 

и< Г<1

доказательство закончено.
Доказательство теоремы 2. Сначала докажем, что
1’. а) — > б). Воспользуемся тем фактом, что сопряженное про

странство (/֊*)*  эквивалентно пространству Д' (см. [13], теорему 11). 
Пусть А] и

Г

Предположим, что ФО՛*՛  Как и при доказательстве теоремы 1. 
получаем

У (ге") фТё77) Л = г / (е") А(е") ф<»(ге") е2" Л 4֊ .

к г.
+ г С/(е'Э Л (е") Ф (ге") е" Л = г Вт С/™ (ре") Г,(ф) (е") Л 4֊

3 *~ ։-° 3—к —к

4՜ г / (е") е" 7’г(ф)(е") г ^/(е") А (е") ф (ге") е" Л. (9)

Докажем теперь, что для любого ф £

|| 77 (ф) — Ту (ф)|>., 0 при г ֊> 1 — 0. (10)

Очевидно (10) выполняется для любого Р£Рд, (Рд — множество всех 
многочленов), но так как Рд = то (10) следует из леммы 7 и тео
ремы Банаха-Штейнгауза (см. [2], стр. 232). Пусть Ф—линейный функ
ционал в порожденный функцией /(1). Ввиду (9) и (10), предел

Нт ^'Чге") ф (е") Л

—К
существует и равен

X
ф ( Л (ф)) 4֊ У У(е") е" Ту (ф) (е") д1 + 

— К

X

4՜ (е") Л (е") ф (е") е" <11.

Поэтому, если
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>(>) = Jim ~ f g"> (rei։) i (e") dt,
f r-l-0 2" j

TO

|7-г(1)(֊у)|<С0^и^։^..,

Следовательно T^ij линейный функционал в л#. Из результатов 
работы [13] получим

г(гУ “ДТ.о^!тЬгУ1,(ге") dt = s">^>

g(l> принадлежит А1. Легко заметить, что из 2 следует б) — > а). 
Поэтому докажем пункт 2 теоремы.

В силу леммы 7, имеем

osuPj |1Г4(Л։> Л։) = - оо.

Поэтому по принципу равномерной ограниченности существует функ
ция ']> £ Лж такая, что

sup |Г, ('i)|k = + оз. (11)
0< г <1

Пусть
Fr (z) = Л(Ф)(ж).

Предположим Фг—функционал в А1, порожденный функцией Fr. Вви- 
ху эквивалентности норм IF-Ta, и ||Фг|| (см. [13]), по (11) получаем

sup ЦФ,||= Ч-оо. 
. 0<r<J

Инова применяя принцип равномерной ограниченности, докажем суще
ствование множества М второй категории в А1 такого, что

sup |ФГ (/)| = + со
О«-г 1

1ЛЯ любого Пусть fo^M,

f=Jf0, g = PChf).

Тогда из (9) получим
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Очевидно последние два слагаемых равномерно ограничены на 
откуда имеем 

sup 
о < г <

(ге“У^ (е") dt = sup |Ч’г(/о)| + О (1)'= 4- оо.
О г 1

Из результатов работы [13] следует, что Теорема доказана.
Следствие. Пусть /= JF принадлежит пространству А], 

где J — внутренняя функция и F\ Н1, тогда если

sup L/։1) (z)l (1—H)log—— |<+ oo, 
W 1 —|z| |

то функция F тоже принадлежит A1.
Замечание. Отметим, что существует достаточно широкий 

класс функций, удовлетворяющих условию 2. Простым примером 
функции с таким свойством является

С / \ ~*՜  1 \5 (г) = ехр (------- •
\z— 1 /

Для производных высших порядков справедлива следующая
Теорема 3. Пусть п > 2, тогда для любого hQ H"

функция g — Р (А /) принадлежит пространству А„, кроме того 

< С (и) |А[|. |Д,։. 
Л Л

Доказательство. Пусть

* Г՞՜1 г
Тг (Ф) (г) = Глл-։ dtn-2 ■ ■ ■ ( А (0 tn (Ф (-) 'n)™rldt = 

о и о
Z

= - <)՞՜1 l" h № (') dl> '-К'֊*-

о

Сначала докажем, что

Tr (J-*,  /•*)  
и

sup [ЛО < C (nj IIA!U. (12

Для этого используем лемму 6

( Тг (Ь) («))(«) = А (?) (Ф (0

По лемме 6 Тг (Ф) кроме того

вл(-ж<с(п)САа. ьи

т. е. ТГ^Ь (>•*,  ).*)  и (12) выполняется. Пусть теперь[£А\, g= Р (Ь /) 
тогда учитывая (5), получаем
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а<п> (ге1։) ф(е»)Л = Нш —
р-»1—0 2՜

(/ (ре») (ре»)")(^ е‘п1 Тг (ф) (е») <И.

Предположим Ф—линейный функционал на )*,  порожденный 
функцией (/(г) гп)(п> гп. Тогда имеем

(ге»)ф (е») Л = Ф(Г,(ф)).

Аналогично, как и при доказательстве (10), получаем

Нт 8Тг (ф)֊ Г։ (ф)8>., =0 
г-1—0

для любого ФО*՛  Следовательно предел

Пт С g■('I, (ге») ф (е») Л
Г-.1-0 )

—X

существует и равен Ф ( Тг (ф)).
Учитывая (12) и результаты работы [13] получаем, что если 

• X
^»(Л) = *1т ['=М) (ге//) * (е") Л’

г -»1—0 J
—х

ФО
и,(я։ (ФЖС(п)М.||/1д։8Фк, . л •

гоэтому из [13] следует, что и

Ид1<С(п)ЙА|)^/||д1. 
п. п

Доказательство закончено.
Для пространств Нр (1<^р<^4֊оо) имеет место аналог теоре

мы 1, а именно:
Теорема 4. Пусть / £ Нрп и тогда функция 8=Р(14)

гринадлежит пространству Нр и

ИЛр<С(п)И«||^.

Доказательство. Пусть /£ Н", Л Н'°, § = Р(Ь/). Из тео- 
)емы М. Рисса (см. [12], стр. 55) и теоремы Ф. Рисса (см. [2], стр. 
90) следует, что

(ге» Ач эир 1 ^<л) (ге10) ф(е/9)«/б (13)
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где-------1------ =1, Ач — постоянная из теоремы М. Рисса. Пусть
Р <7

тогда (см. (5))

У^(л) (ге") ф (е") (Н — ^(/(е") е'”')<я)е/я։ Ег(е") Л, 

где 
X

Ег(г)= , ( ^֊О՞-1 (*  («О «>я)Хгг
(л —1)! Л 

о

Теперь, используя леммы 2 и 3, получаем

К
^(ге“)^)^ < С (л) И- ||ф|„? ,

— X

отсюда и из (13) следует, что 
• г. 1

( У 1#(Л) (ге")|' л У < с (л, р) |Л|. Ц/Ц . 

— 1С

Теорема доказана.
Следствие. Пусть X совпадает с одним из следующих про 

странств: Нр, п>0, 1<[р<^+°°, А\ при п^-2. Предположим / = //• 
где /—внутренняя функция, а Е^Н1, тогда функция Е тоже принад 
лежит пространству X.

Замечание. После того как статья была готова к печат։ 
автор узнал о недавно опубликованной заметке Н. А. Широкова [10] 
где без доказательства анонсирована теорема 4. Н. А. Широко 
сообщил мне: что леммы 2 и 3 другим методом ранее были доказан։ 
в статье [16].
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Ֆ. Ա. ՇԱՄՈՅԱՆ. Մի ղասի օպերատորների մասին, կապված անալիտիկ ֆունկցիաներ! 
բաժանելության նետ (ամփոփում)

Գէցուք ^4^։ այն ֆունկցիաների դասերն են, որոնց անալիտիկ են Ս միավոր շրր
ջանում, և որոնց Ո-/»7 հաՐԴՒ ածանցյալը պատկանում է Լ համապատասխանարա

ԱԲ ֊րն.
Հոդվածում ապացուցվում է, որ եթե ի £ և ճ-ը համ ընկնում է հետևյալ դասերից մեկ1 

ու մեկի հետ.

Арп, Нр, л>1, 1<^<+со, А՝п, п>2, 
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ft եթե ք' X, տպա P(h ք)֊Ը նոլյնպեո պատկանում է X֊/Л , որտեղ P-ն Մ. Ո-իոո/ւ 

պրոեկտորն էւ Л|-Д համար ապացո, ց./ո,մ է հետևյալ երկու, պնդումներ/, էկվքլվալենտոլ- 

թյունր.

ա) P(hf)^A\, ցանկացա*  f^A\ ՛Ժպտում

ր) ՏՍթ 
|J1 <1

|А<») (z)| (1 ֊ И) log -1֊
1 —|г|

F. A. SHAMOIAN. On a bounded clast of operators In the theory of divisibility 
of analytical functions (summary)

Let Xdenote one of the spaces Ap, Hpn n >1, 1</><-|-oo, A‘n, n>2,where Ap (Hp 
are the spaces of functions analytical in the unit disc U with n-th derivative belon 
ging to Lp (U) (Hp).

The papers main result is the following: / f X and h^H“ implies P (hf) £ Xr 
P is the projector of M. Riss.

For A{ space the following statements a) and b) have been proved to be equi
valent:

a) P(hf)£A] for every f£A} »

b) sup
1*1-  I

|A<v (z)| (1 _ |Z|) iOg
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