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НОВЫЙ ПОДХОД В ТЕОРИИ РАСШИРЕНИЙ 
ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ

Первоначальные исследования в теории расширений топологиче­
ских пространств велись в основном теоретико-функциональными или 
родственными методами [1—3].

В работе [4] П. С. Александров дал новый метод построения 
расширений топологических пространств, известный под названием ме­
тода центрированных систем открытых множеств, и применил его, в 
частности, к новому построению максимального бикомпактного, или 
стоун-чеховского, расширения РХ вполне регулярного пространства X. 
Этот метод, будучи весьма плодотворным и универсальным, впослед­
ствии широко применялся многими математиками (см., например, 
[5—8]). В последнее время в теории расширений топологических про­
странств В. И. Зайцев [9, 10] успешно применяет также метод проек­
ционных спектров.

В настоящей работе приводится подробное изложение предло- • 
женного автором нового подхода в теории расширений топологических 
пространств, основанного на построении категории так называемых 
псевдотопологических пространств. Часть результатов настоящей 
статьи опубликована без доказательств в заметке [11].

В § 1 приведены некоторые используемые в . статье сведения о 
псевдотопологических пространствах.

В § 2 каждому топологическому пространству (X, V) приписы­
вается некоторое семейство псевдотопологических пространств и уста­
навливается связь между этим семейством и семейством всех расши­
рений пространства (X, И)> в которых гомеоморфный образ простран­
ства^, И) представляет собой плотное открытое подпространство.

§ 3 посвящен описанию некоторых классов расширений тополо­
гических пространств.

§ 1. Предварительное определения и обозначения
В этом параграфе приведем некоторые, используемые в статье, 

сведения о псевдотопологических пространствах [12].
Определение 1. Назовем псевдотопологией (и. т.) пару 

\и, состоящего из непустого множества и и отношения частично­
го упоргдочения}>на £/, которая удовлетворяет следующим условиям:

(а) ц1։ щ £ и, и и2> их -> аг = ц2,
(Ы уи££/ и > и, т. е. отношение рефлексивно,
(с) 11 обладает наибольшим и наименьшим элементами,
(<1) и—полное.
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Наименьший элемент п. т. (U, » будем обозначать через Оу и 
в дальнейшем (когда это не может вызвать недоразумения) мы будем 
опускать символ > и обозначать п. т. через U.

Определение 2. Псевдообъединением элементов ил U для 
всех а, принадлежащих произвольному индексному множеству А, на­

зовем sup fu«; а^Л) и обозначим символом IJu։ или U [и*;  а(;Л).
Аналогично, псевдопересечением элементов uj £ U для всех /, 

принадлежащих любому конечному множеству индексов J, назовем 

inf [uj; j^J} и обозначим символом Л^н/ или Л {и/

Ясно, что любая топология с отношением обратного включения 
э, представляет собой п. т.

Пусть /—отображение (не обязательно однозначное) множества 
U в множество V. Для любого подмножества U' множества U по­
ложим

/(£/') = U {/(u); u^U'\, 
где / (и)—множество всех образов элемента и. В классе многозначных 
отображений, очевидно, каждое отображение /: U—► И имеет единствен­
ное обратное /-*։  где V *»€/(£/)>  н^/՜1 («) тогда и только
тогда, когда w £ / (и). ՛

Определение 3. Отображение /:£/-» И назовем морфизмом 
п. т. U в п. т. V, если выполнены следующие условия:

(MJ 0и^/(9у),
(М2) vj £f(uj) Vj из произвольного конечного индексного множества

J-> Л vj Л а/ )> 
/6/ \/б/ /

(ЛГ3) Vi £ f (и?.) V« из произвольного множества индексов
А -> U V*  € / ( U На). 

. »ел

Морфизм /: U ֊-» V назовем сильным тогда и только тогда, когда 
из 0у(/(а) следует, что и = 0у.

Предложение 1. Пусть f—морфизм rt. т. U на rt. т. V, 
тогда обратное к нему отображение f՜1 язляется морфизмом 
п. т. V на п. т. U.

Доказательство непосредственно следует из определения морфизма" 
В самом деле, так как по (MJ 0и £/(0у), то 0у £/֊։ (0И), т. е. 
/-։ удовлетворяет условию (MJ. Пусть u/kf՜՝ («/) V/ из конечного 
множества /, тогда v/£/(uy) и в силу (М2) Л*  vj kf (Л н/), следо- 

/6У /еУ
вательно П пу^/՜1 ( П V/), т. е. /-։ удовлетворяет условию (Mt). Ана- 
логично проверяется, что /-1 удовлетворяет и условию (М։).

Легко доказать также следующее
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Предложение 2. Композиция ф = go f морфизмов f‘.U-»V 
\и g:V->W является морфизмом п. т. Ue п. т. W. При этом, 
' если fug — сильные морфизмы, то ’к—сильный морфизм.

В самом деле, так как и Qv^f (во), то 0։г€ф (©//)•
Пусть wj £ф (u/) где J—конечное множество, тогда существует 
Vj^_f(u>) такое, что w/£g(v/) и так как f и g удовлетворяют уело-

• •
вию (Мг), то П w/ОИПи/)- Аналогично проверяется, что ф удов՜ 

/6/ /е-/
летворяет. и условию (Л/3).

Пусть 9։г£ф (и), тогда существует такое, что
отсюда в случае, когда /и g—сильные морфизмы, следует v =Gy и, 
следовательно, и = 0у, т. е. ф— сильный морфизм.

Определение 4. Две п. т. U и V назовем изоморфными, если 
существует биективный морфизм п. т. U на п. т. V.

Заметим, что каждый гомеоморфизм Л одного топологического 
пространства (Y, U) на другое (X, И) естественным образом порож­
дает изоморфизм h,t U-*  И, где Vй € U к*  (и) = А (и).

Определение 5. Непустое подмножество р п. т. Ф назовем 
фильтром п. т. Ф, если оно удовлетворяет следующим условиям:

W Ф1> Фг^Р “> Фх п ф2£р,
(^) Ф€Р> Ф1€Ф и ф1>ф->ф1^р.

Определение б. Псевдотопологическим пространством (п.т.п.) 
назовем пару [Р, Ф}, состоящую из п.т. Ф и из некоторого непусто­
го семейства Р фильтров этой п.т.

Если семейство Р фильтров п.т. Ф обладает тем свойством, что 
УФ1» Фг€Ф> Ф1¥=Ф։ существует р^Р такой, что только один из <р1։ <ра 
принадлежит р, то будем говорить, что Р различает элементы Ф.

Учитывая предложение 2, легко проверить, что п.т. образуют 
категорию, если определить Mor (U, И), как множество морфизмов 
п.т. U в п.т. V. П.т.п. также образуют категорию (см. [12]).

П.т.п. {Р, Ф) назовем бикомпактным, если для каждого подсе­
мейства Ф'сф, обладающего тем свойством, что \}Р^Р существует 
<р'£ф' такое, что ф'^р, существует конечное подсемейство ф"сФ' с 
таким же свойством.

Будем говорить, что п.т.п. {Р, Ф} удовлетворяет Тг аксиоме от­
делимости, если для любых двух различных элементов рг и р2 из Р 
существуют РхСРх и ?2^р2 такие, что ФхОЪ и ф^Рх-

П.т.п. {Р, Ф} назовем хаусдорфовым, если длй любых двух раз­
личных элементов рх и рг из Р существуют <Рх и <р2 из Ф такие, что

Ф1€/»1. Ф։€Р։ и ФхП <Р2 =©ф.
Пусть {Р, Ф)—п.т.п. Для каждого ф£Ф обозначим через sT под­

множество [р; р£Р, <рСр) множества Р, и пусть S—семейство всех 
sv, когда <р пробегает все Ф. Рассмотрим отображение I: Ф -> 5, ко­
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торое каждому ?£Ф сопоставляет I (?) — Нетрудно проверить еле 
дующие свойства этого отображения:

1( П фЛ = Л I (?/) М
\/е/ / /6'

и
I и и I (фа), №

\а6Л /

где _/ — конечное, а >1 — произвольное индексные множества.
В самом деле, пусть ?= Л ф/ и р£1 (ф), тогда ф€р и в силу 

№
(Л)фЛр, т. е. У/С/ р€Нф/)> следовательно I (?/)•

Обратно, пусть р(г Л I (фу), тогда р£У(ф/) УУС-А следователь­

но ф/ £ р и в силу (У7։) ф £ р, т. е. р £ I (ф).
Пусть теперь р £ I) I (фа), тогда р^.1 (фа,,) для некоторого

т. е. ?а„ £ р ив силу (Гэ) II фа£р, значит р £ I 0 фа ) • 
аел \.«е-4 /

Из (1) следует, что 5 —[база некоторой топологии 5 на мно­
жестве Р.

Таким образом, определено отображение Р множества всех п.т.п. 
в множество топологических пространств, которое каждому п.т.п. 
{Р, Ф} сопоставляет вышеописанным способом вполне определенное 
топологическое пространство (Р, <5)= Р {Р, Ф}.

§ 2. Связь псевдотопологнческих пространств с расширениями 
топологических пространств

Расширением топологического пространства (X, И) называется 
пара [(X, Я?); 0], где ?—гомеоморфизм пространства (X, V) на плот՜ 
ное истинное подпространство пространства (X, П^).

В тех случаях, когда гомеоморфизм р является канонической 
инъекцией множества X в множество X, соответствующее расширение 
будем обозначать просто через (2£ №).

В можестве всех расширений данного пространства вводится от­
ношение^ частичного упорядочения следующим образом: [(^, П^1);?1]^> 
>[(-2а> ^я)'> (У тогда и только тогда, когда существует непрерывное 
отображение /7 пространства (Х1։ П^) на пространство (Х2, Р72) такое, 
что 83=/7о Если в качестве Н можно взять гомеоморфизм, то 
указанные расширения называются топологически эквивалентными.

Обозначим через М (И) семейство всех сильных мйрфизмов, каж­
дый из которых переводит некоторую топологию V на топологию И. 
Всюду в дальнейшем предполагается, что Л՜Л К=0, где У= и ( и;
(в противном случае следует рассматривать различные экземпляры 
одного и того же множества).
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Два морфизма /։։ 11г —■ V и /2: £/։ -» У из М (У) будем считать 
' эквивалентными тогда и только тогда, когда существует гомеомор­

физм А пространства (Уи IIна пространство (К, 6/3) такой, что 
/։=/ао А,., где — пространство топологии СЛ (1=1, 2).

Пусть [(X, ТУ); Р]—некоторое расширение пространства (X, И), и 
(У, I}) — подпространство пространства (Д, 1Г), где У = (X).
Легко проверить, что отображение : В7՜-» и, где уш £ №(ш) = 
= хо Г\У является однозначным морфизмом топологии № на то­
пологию и. В силу предложения 1 обратное к нему отображение 
(/у)՜1» которое будем обозначать через является морфизмом то­
пологии и на топологию ТУ. Так как уи££/ и уте £ ]^. (и) имеем 
ист, то из и» ~0 следует, что и=0, и стало быть, — сильный 
морфизм. Пусть ТУ индуцирует на X' = Р (X) топологию У. Учиты­
вая, что (Л՜՜, И')—плотное подпространство пространства (Д, ТУ), 
легко проверить, что — сильный морфизм топологии на тополо­
гию У. В силу предложения 2 /'=/^° является сильным морфиз­
мом топологии и на V, и так как изоморфизм п. т. всегда является 
СИЛЬНЫМ морфизмом, ТО /=РГ1о//—СИЛЬНЫЙ морфизм ТОПОЛОГИИ и 
на топологию V, т. е. (У). Таким образом, каждому расшире­
нию пространства (X, И) указанным способом сопоставляется опреде­
ленный морфизм из Л/(И), т. е. имеем отображение

\t-.R (И)֊*̂(И  
множества R (И) всех расширений пространства (X, И) в множество 
М(У).

Теорема 1. Отображение р.: R (У) -» М (И) сюръективно, а с 
точностью до эквивалентности расширений, и морфизмов оно яв­
ляется биекцией.

Доказательство. Пусть /: и -» У — морфизм из М (У)> 
У— пространство топологии (/ и - семейство всех подмножеств 
множества Д1 = Л’1) У, имеющих вид: го = и11и, где и£И, а и£/(ц). 
Исходя из свойств морфизмов и учитывая, что УпХ=0, легко про­
верить, что ТУг является топологией на В самом деле, из (Л/х) 
вытекает, что 0 £ ТУ1г из (Л/։) следует, что пересечение конечного 
числа элементов из принадлежит ТУ1} а из (Л/а) следует, что объе­
динение любого семейства элементов из 1^, принадлежит П^. Так как 
Х£ У и / — сюръективное отображение, то существует и I) такое, что 
Х£/(и). Пусть ъ (У), тогда в силу (Л/3), Х£/(У), следовательно

Из построения топологии непосредственно следует, что 
она на X индуцирует топологию У, а на У—топологию £/. Покажем, 
что (X, У) — плотное подпространство пространства (^, ТУг). В са­
мом деле, пусть и> £ ТУг и ш П Х= V, тогда ш = и I) с, где и £ II, а 
® €/(и)> и так как /—сильный морфизм, то из и= 0 следует, что и— 0, т. е. 
ю=0. Таким образом, каждый морфизм /£ М( И) указанным выше спосо­
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бом порождает определенное расширение (2^ й^1) пространства (X, И)г 
следовательно имеем отображение

И_։:Л/(И֊*Я(Ю-
Легко убедиться, что композиция о р_1 является тождественным 
отображением множества М (И), следовательно Н—сюръективное ото­
бражение.

Покажем, что композиция переводит каждое расширение
пространства (X, 12) в эквивалентное ему расширение. В самом деле, 
пусть е = [(2, 1Г); /? (И), = и
Н՝.Х2 —*2 —отображение, которое тождественно на множестве У, а 
на X совпадает с р. Учитывая равенство /' = Р$ о / и то, что ш £ 
тогда и только тогда, когда где и£ £/и */£/( “)> легко про­
верить, что Н—гомеоморфизм пространства (^։, 1^1) на пространство 
(2, 117), осуществляющий эквивалентность расширений ; и (21։ й^).

Пусть ^=[(7։, й^); ЭД и £։=[(22, 1Г։); Р2]-эквивалентные рас­
ширения пространства (X, И), У/ = 2/\ р; (X), (У1> У1)—подпро­
странство пространства (2/, 1Г<)(։ = 1, 2), Н—гомеоморфизм про­
странства (21։ й^) на (22, Ц73), осуществляющий эквивалентность рас­
ширений Е1։ $2 и А—сужение Н на У2. Тогда, очевидно, что А—гомео­
морфизм пространства (У1г на пространство (Уг, из). Исходя из 
определения ц нетрудно проверить, что если Н (^ ) = /<։ £4 -*  V 
(։=1, 2). то /1=/2оАш, т. е. р эквивалентные расширения переводит 
в эквивалентные морфизмы.

Обратно, пусть V и /2: £/2-> V—эквивалентные морфизмы
из М (V), У{ — пространство топологии £4(։ = 1, 2) и А — гомеомор­
физм пространства ( У1г на (У2, иг) такой, что А = /2 о А*.  Легко 
видеть, что если р_1 (/}) = (Х[, й^) (/, =1, 2), то отображение Н:Х2-*  
~*Х 3, которое тождественно на X и совпадает с А на является 
гомеоморфизмом (Х1г №\) на (22, 1₽2), т. е. эквивалентные морфизмы 
Р- 1 переводит в эквивалентные расширения. Отсюда, учитывая также, 
что композиция |х_ ] о р. каждое расширение переводит в эквивалентное 
ему расширение, заключаем, что неэквивалентные расширения р пере­
водит в неэквивалентные морфизмы. Теорема доказана.

Пусть (Хо, Уо)—открытое подпространство пространства (А, И). 
Скажем, что расширение [(2, №); р] сохраняет Уо тогда и только 
тогда, когда Ха—наибольшее открытое множество пространства (X, И), 
для которого Р (А”о) открыто в (2, Й7). Очевидно Ио — наибольшее 
подсемейство топологии И такое, что Ко р*  (о) £ й^.

Пусть 7?у(И0)—множество всех расширений пространства (X, V), 
которые сохраняют [7а, а Му(У0) —подмножество множества М (V) 
такое, что /СМу(У0) тогда и только тогда, когда / (0)= Ио. В слу­
чае, когда Ио совпадает с V, 7?и (И) будем обозначать через а. 
Му (И) через Му.
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Теорема 1'. Отображение р переводит Ри(И0) на Л/и(И0) 
, и с точностью до эквивалентности расширений, и морфизмов яв- 
1 ляется биекцией между ними.

Доказательство. Из доказательства теоремы 1 следует, что 
достаточно доказать первую часть теоремы. Пусть £ = [(X, №); ?]£ 
£Ри(И0) и !А («)=/ = Р՜1 оИз определения морфизма 
непосредственно следует,что ?*(У 0)=/' следовательно,/(0)= Ио. 
Обратно, пусть У£2Ии(И0) и р_1(/)=(2^, И^). Имеем то £ тогда и 
только^ тогда,- когда ш = и{)ю, где п£6/ и (а), следовательно, 
и=то^ 1^! в том и только в том случае, когда а=0. Таким образом, 
расширение {*֊։  (/) сохраняет /(0)= Уо.т.е. ц-1 переводит Л/и(И0) в 
Ри(И0) и теорема доказана.

* Фильтры топологии V мы называем также открытыми фильтрами простран­
ства {X, V).

Обозначим через Фи семейство подмножеств множества И, со­
стоящее из всех открытых фильтров*  пространства (А, И) и из У. В 
множестве Фи введем отношение частичного упорядочения следую­
щим образом: ?1>?։ тогда и только тогда, когда <рхс:<р2. Легко про­
верить, что Фи с указанным отношением образует п. т., наименьшим 
элементом которой служит У, а псевдообъединение элементов из Фи 
совпадает с пересечением этих же элементов как подмножеств из У.

Подмножество Ф множества Фи назовем полуподтопологией п.т. 
Фи, если Ф с тем же отношением образует п.т. такую, что ее на­
именьший элемент 9ф совпадает с наименьшим элементом п.т. Фи и 
псевдообъединение элементов в Ф совпадает с псевдообъединением тех 
же элементов в Фи.

Таким образом, полуподтопология п. т. Фи—это любое семей­
ство открытых фильтров пространства (X, И), замкнутое относительно 
операции пересечения, дополненное одним элементом—множеством У.

Обозначим через Ку семейство всех п.т.п. {Р, Ф|, где Ф—полу­
подтопология п. т. Фи, а Р различает элементы Ф.

Пусть —некоторый элемент из Му иФ — семейство
всех / (и), когда и пробегает все 6/, тогда / порождает однозначное 
отображение

/*£7-Ф,
где

Предложение 3. Множество Ф является полуподтополо­
гией п.т. Фи.

Доказательство. Так как {(^Му, то /(0) = У^Фу. Исхо­
дя из свойств сильных морфизмов, легко проверить, что если и £ £/ и 

А
и=У=0, то У (и) — открытый фильтр пространства (А, У). В самом 
деле, так как из 0$/(и) следует и = 0, то 0 £ / (и). Из (М2) вы- 

А
гекает, что если и/СУ(ы) У/£.Л где У~конечное множество, то 
П {уг, /€/} € У («)•
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Пусть о£/(п), V и тогда учитывая, что v1€f(0), из 
(М3) получаем (а). Таким образом, Vм 0 (и) открытый
фильтр пространства {X, И), следовательно, Ф— подмножество п.т. Фу. 
Покажем, что / — возрастающее отображение. Пусть и1зэи։У=0 и 
Ч}1 € Т1=/ (“1)> тогда у«։ £ фг =/ (и3) согласно (Л?2) имеем и3 = П 
Л *>*€?։•  Так как Ии <р։—открытый фильтр пространства
(X, V), то £ <р2, т. е. ф։ с <р2 или, что то же самое, ?։ > фг. Далее, 
для произвольного семейства (п,}։бл из 1У справедливо равенство

/ (II и«)= П/(ы»)- (3)«ел аед
• А А

В самом деле, пусть а = и и։, ф = / (и) и фа =/ (и«), тогда так «ел
как /—возрастающее отображение уа^Д ф^>®։, следовательно <р с 
<= П?։. Обратно, если V £ П фа, то уа С А V С фа, и в силу (М3) «£©, 

абА • «6Д
т. е. равенство (3) верно. Из этого равенства следует, что Ф замкну­
то относительно операции пересечения, и так как / (0) — Ф, то 
Ф — полуподтопология п.т. Фу.

Пусть иу — система всех открытых окрестностей точки у в про­
странстве (У, 11), где У՜—пространство топологии 1/. Обозначим, для 

А
краткости, / (£/у) через ру, и пусть Р—множество всех ру, когда у 
пробегает все У. Итак, имеем однозначное отображение

А/ : У-Р,
где У/у^У А/ (у) = ру (֊Р.

Предложение 4. Каждый элемент р множества Р пред­
ставляет собой, фильтр п.т. ф, и Р различает элементы Ф.

Доказательство. Мы видели, что если и£1/ и и=г= 0, то 
/(“) / (0) = 9ф, следовательно 0Ф £ р \/р £ Р, т. е. р удовлет­
воряет условию (Рх). Пусть ф£р = А/(у), <Рх^Ф и <Рх ®, т. е. с <р, 
тогда существуют и<~иу и такие, что / (и)~® и /(пх) = ®1, и 
поскольку и и Их иу, то /(и1)и1)£р. С другой стороны, в силу (3) 
/ (ц К пг) = <р Г) <?1 = <рх, т. е. <?г £ р, следовательно р удовлетворяет усло­
вию (Р։).

Пусть ф/6 Р V/ из конечного множества У, тогда существует 
и)^иу такое, что ф/ = /(п/). Пусть «= П {ы/_; у€/), тогда <?=/(и)Ср, 
и так как / —возрастающее, то ®/ > ф V/ € У, следовательно ф*  = 
= Л |ф|; у^У) > ф, и так как р удовлетворяет условию (Р։), то Ф*̂/>,  
т. е. р—фильтр п.т. Ф. Покажем теперь, что Р различает элементы 
Ф. Пусть п1?=и {а;/(и) — ф} и £/—множество всех и9, когда ф про-
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бегает все Ф. В силу равенства (3) имеем / (и-)-= <р и так как/— 
АЛ

[ однозначное отображение, то легко видеть, что сужение / на и (ко- 
А. д _

торое снова обозначим через /)—биекция между и и Ф. Пусть ?։ и 
©2—различные элементы из Ф, тогда , т. е. существует точка
у0, принадлежащая только одному из них. Обозначим £/,= (/у П и и 
заметим, что У = / (иу), и так как только одно из цТ1 и 

А А А
и?։ принадлежит иу,, а /—биекция на £/, то р0 = Ь/ (у0) содержит 
только одно из ®х и ©2, т. е. Р различает элементы Ф.

Согласно предложению 3 и 4, пара {Р, Ф}, порожденная морфиз­
мом/^ЛГи, является п.т.п., принадлежащим Ку. Следовательно, имеем 
отображение

V : Му -» Ку, 
которое каждому/: £/—► V из Му сопоставляет V (/) = {Р, ф}, где 
Ф=/(£/), а Р = А/(Г).

Легко показать, что эквивалентные морфизмы из Му у переводит 
в один и тот же элемент, однако простые примеры показывают, что 
образы неэквивалентных элементов из Му при отображении у могут 
совпадать. Ясно, что аналогичными свойствами будет обладать и 
отображение

Г ■= у о р: Ку -> Ку.
Пусть К'у — множество всех классов эквивалентных между собой 

расширений из Ку, тогда Т порождает, вообще говоря, неинъектив­
ное отображение

Г*  : К* у Ку,

которое каждому Е*  £ К\ сопоставляет 7*  (Е*)  = Т (5), где Е — произ. 
вольный представитель из класса Е*.

Пусть {Р, Ф) £Ку и Р [Р, Ф) = (Р, 5), тогда, как было показано 
в § 1, семейство 5 подмножеств вида = {р; р£Р, ® €р) образует 
базу топологии 5. Множество 5 частично упорядочим отношением

А
обратного включения. Пусть I: Ф -> 5 — отображение, определенное 
следующим образом: У<р(;Ф /(?)=5Т.

Предложение 5. Отображение I является биекцией, при՜ 
чем как I, так и I՜1 возрастающие.

Доказательство. Так как по определению Ку, Р различает 
элементы Ф, то для любых различных и <р2 из Ф существует точка 
р £ Р, принадлежащая только одному из множеств з91 и следова­
тельно I (<?х) =/=/(?։)• Пусть <Р1 т. е. <рх <= ?2 и рО(?։)» тогда 
©2£р и в силу (А3) следовательно рС^(?1)» й, стало быть,
/(тР1Г> / (Та). Обратно, пусть 5!=эз2 и I՜1 ($/) = <р/ (/=1,2), тогда со-
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гласно (1) I (<?х П <ра) = s։ и так как I— биекция, то <?а— Л <Ра> сле­
довательно ft <ра.

Следствие 1. Для любого семейства [s։)։e4 из £ если s=

= U {s«; а £ А} £ S, то

Z֊։(s)=Ü {/֊ЧзД а£Л). 
А

Следствие 2. Если подсемейства [sZjagA и {ззЬев семейства 5 
такие, что

U [s«; а^Л)= U (s?; ß £ = s,
то

и (Z-։(s«); «€Д{=1ф-’ (Sf>); ß£B). (4)
В самом деле, пусть = s, Л Sß, тогда имеем
s= и (s«ß,- а^л, ß£B}> Sa=U{saß; ß£B) и sß = U [s«ß; «£A).

А

Согласно следствию 1, так как уа£ Д и yß^B s։ß^S, имеем

Z՜1 U U-։(s«ß); ß£B),

Z-։(sß)= ü {Z-։(s«₽); «6 А),
откуда легко следует равенство (4).

Именно следствия 1 и 2 предложения 5 и позволяют распростра- 
А

нить отображение Z՜1 из 5 на все 5. В самом деле, пусть s £ S и 
s= U {s«; где Положим

/֊i(s)=ü {Z֊»(s«);
А

В силу следствия 2 f֊\ является отображением 5 на Ф, а в силу 
А А

следствия! сужение /_i на S совпадает с Z՜1. Из самого определе- 
ния /_։ следует, что если s^s,, то /_։ (sa), т. е. /^—возра­
стающее отображение.

Покажем, что для любого конечного множества J справедливо 
неравенство

Л/-։ («/)>/.։ (Л«у). (5)

В самом деле, пусть s/— U {s«y.; а/ € А/}» где sXj S и пусть /_i(se.)= 
= <Рау, тогда Z (<Р։у)= Say и в силу (2) имеем

S/CZ ( и Фа ,) = Sj<֊£,

.и так как /_1 —возрастающее, то
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/-1 ( П 5/) >/-1 ( П 5/). 
&

Согласно (1), так как /_] на 5 совпадает с I՜1, имеем

П /-։ («/) =/-1 (П зу),

поэтому остается учесть, что /_1 (з/)== /֊1 (з/) у/£/.
Пусть /-։: 5-*  V определено следующим образом: уз £5 /_1(з)= 

=/_։ (з) с р. Покажем, что /-\^Му, т. е. — сильный морфизм 
топологии 5 на топологию V и /-1 (0)=К

В самом деле, так как /-1 на 5 совпадает с 1~г и при <р = 0ф 
з? = 0, то /-1(0)—-0ф= И. Поскольку, очевидно,/_1 удовлетворяет 
условию (Л/1), то перейдем к проверке выполнения условий (Л/2) и 
(Л/3). Пусть и/ €/—1 (з/)У/ из конечного множества /, тогда, так как 
.А * А • А

/-1 (51)с: п /-1 ($/) для каждого ։ из /, то П V/ £ П /-1 (з/) ив силу 
/е/ /е֊/ /в/

(5) П V/ 6/-1 (Г) 5/), т. е. /-1 удовлетворяет условию (Ма). Пусть 
/е֊'

за£5у։ из произвольного индексного множества А и «а£/-1(з»), 
тогда в силу (Р3) у₽ £ А У= I) и» £/-1 ($р), следовательно у £ П/-1 (з։). 

"64 «64
Так как в Ф псевдообъединение элементов совпадает с их пересече­
нием, то

П /-1 (з«)= и /-1 (։«) =/-1 (и 5а),

следовательно «£/-1(11 за), т. е. /֊1 удовлетворяет условию (Л/3), и 

остается показать, что/—! — сильный морфизм. Пусть з£5 и з=/=0, 
А

тогда существует з9£ 5 такое, что з?У=0 и зт<=з. Так как I—биек­
ция, то I՜1 (з?) = <р =/= 0ф, следовательно ф — открытый фильтр про- 

А
странства (X, И), и так как /-1~ возрастающее, то ву = 0£/-1(а), 
т. е. /-1 — сильный морфизм.

Таким образом, каждому {Р, Ф] ^Ку указанным выше способом 
сопоставляется определенный элемент /_]: 5— V из Му, т. е. имеем 
отображение

7—1: Ку —♦ М у.

Нетрудно убедиться, что V о 7_։ — тождественное отображение мно­
жества Ку.

В самом деле, пусть 7_։ [Р, ф} = /_։:5-» V, тогда по построе­
нию /_1 (5) = Ф. Кроме того, так как — база топологии S, то 
*^р={5?> ?€р} — базис системы окрестностей точки р в пространстве 
(Р, 5). Пусть Зр—система всех открытых окрестностей точки р в 
409—5
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пространстве (Р, ֊5), тогда, так как /—1 возрастающее и / 1 (•$>,) р, 
то в силу (Г,) /_1 (з) £р т. е. /-։ (5Р) = р, следовательно
Л/_,(Р)=Риу(/-1)=(Р,Ф}.

Следствие. Отображение V сюръективно.
Рассмотрим теперь отображения

Т֊\ = н-1 о '*-։
и

7*̂ ։ = р о Т—\: Ку —»Ру,

где р:Ру—» Ру—каноническая проекция. Из доказанных свойств 
отображений н, р_1, V, *-1  следует, что отображения То 7-1 и Т*о  Т_^ 
совпадают с тождественным отображением множества Ку, следова­
тельно Т и Т* —сюръективные отображения.

Предложение 6. Для любого расширения $= [(2, М^); Р]^Рк 
существует непрерывное отображение Н пространства (2, И^) 
на пространство (21։ И^) = Р-1 о Т(В) такое, что Нор тожде­
ственное отображение.

Доказательство. Пусть р (»)=/: £7—> И, ՝■’(/)= {Р> Ф} и 
Р [Р, Ф) = (Р, 5), тогда очевидно Л/ является сюръективным отобра­
жением пространства (У, £7) на пространство (Р, 5). Покажем, что 
узт € А/՜*  (5?) = “1>€ О, (напомним, что и9 = II {ы; и£.и, /(“)=?}, а 

А 
и — семейство всех ит, когда <р пробегает все Ф).

Пусть р£з9 и р^А/Чр), тогда <р£р и, поскольку р = /(£/у), где 
£7У — система всех открытых окрестностей точки у в пространстве 
(У, Ь), то существует и(;£7у такое, что / (п)= <р, и так как иСц?1 то 
у£щ- Обратно, пусть у£и?, тогда ц?££7у, следовательно /(и?) = <р£ 
€А/(р)=р, т. е. р£зт. Рассмотрим теперь отображение Н множе­
ства 2=$ (.«¥)и У на множество Р, совпадающее на У с А/, а 
на Р (X) с Р՜1. Очевидно, что Но Р — тождественное отображение. 
Пусть *—1 {Р, Ф) =/—1:5-» И, тогда го £ равносильно тому, что 
ш = з11 V, где з^Б и V £/֊1 (в). Пусть —подсемейство топологии

состоящее из всех имеющих вид ш=з?ик, где з9 £ 5 и
и^/_1(зт)=ф. Легко убедиться, что 1^ —база топологии 1ГХ. В са­
мом деле, пусть ш £ И^, тогда то = зи где з££ и /-1 («), и так 
как 5 — база топологии 5, то о> = и (з« и и), где з» £ 5. Поскольку 
Л*  А. .

/-1 — возрастающее, то из зэ& следует, что /_1 (з) с /_։ ($а) у а £ А, 
следовательно V ^/֊1 (з«)= <р«, т. е. V а €-<4 за II и 6 1^.

Замечание. Если В такое расширение из Ру, что £/ образует 
базу топологии £/, то аналогично убеждаемся, что подсемейство
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№ топологии состоящее из всех ш £ В?, имеющих вид ш-֊ы;ии', 
где 0 и ։/£/'(а?), или Р՜1 (и') €/(“«) = ?• образует базу то­
пологии й^.

Пусть ш £ 1^1, тогда ш = 5, и у, где з9 £ 5 и у (в¥)=ф, еле- 
довательно Н~х(ш) = К/ (з?) и Р (и)’=и; и Р (о). Но если то Р(«)£ 
€?♦ (ф)=//(“?)» где//=/{^ ст- е- пт II Р (и) (; В՜’', следовательно 
//—непрерывное отображение.

Следствие 1. Если расширение ?£/?к такое, что соответ- 
А

ствующее ему семейство и образует базу топологии 6/, то, согласно 
сделанному замечанию, отображение Н к тому же и открыто, следо­
вательно (Д, й^։) = Т-\ о Т (5) гомеоморфно фактор пространству 
пространства (Д И?).

Следствие 2. Если соответствующее расширению ?^Ли ото­
бражение Л/ инъективно, и семейство 1/ образует базу топологии £/, 
то отображение Н — гомеоморфизм, и так как Но Р—тождественное 
отображение, то расширение Т-\ о Т (?) эквивалентно расширению ?.

Предложение?. Пусть ? = [(2Г, 1^); — полу регуляр­
ное расширение пространства (X, И) и Т-1 о Т (?) = (Д, 1^), тог­
да существует непрерывное и открытое отображение Н про­
странства (X, У7) на пространство (£х, й^) такое, что Но$— 
тождественное отображение.

Доказательство. В силу следствия 1 предложения 6, доста- 
А

точно показать, что семейство П образует базу топологии П. Пусть 
ш — канонически открытое множество пространства (2, й?) и пусть 
го П Р (X) = у', ш П Г = и, тогда у'£]' (а) и так как /= Р՜1 о /',՛ то V = 
= Р՜1 («') С/(п). Пусть далее / (п)= <р, тогда <п^/(и9) = <р, следова­
тельно о £/' (п?), т. е. = мт и у' £ №. Так как Р (X) плотно в 
(Д И?'), то у'= о> = ш- (замыкания производятся в пространстве 
(2, 1Р)), поэтому с ш, т. е. и9Са и поскольку ис=ц7, то и = и?£ 

А
С и. Таким образом, следы на У канонически открытых множеств 
пространства (Д I#7) принадлежат И, и так как эти следы образуют 

А
базис в пространстве (У, 1Г), то и—базис топологии V. Таким об՜ 
разом, если £ = [(Х, ПУ); Р]^ —полурегулярное расширение простран­
ства (X, V), то расширение Т-1 о Т (?) гомеоморфно фактор простран­
ству пространства (2”. й^).

Теорема 2. Для любого хаусдорфова полу регулярного рас­
ширения ?£Яу пространства {X, V) расширение Т—го Т (?) экви­
валентно расширению ?.

Доказательство. В силу предложения 7 и следствия 2 пред­
ложения 6 достаточно показать, что для хаусдорфова расширения 
?=[(£՛, й7); Р]6/?и соответствующее отображение А/ инъективно.
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Пусть |1(£)=/:(/-» И, А/: К-»Р (напомним, что "У У £ У к/(у) — 
= / (£/,)= />£ Р). Заметим, что если р*=  У (?; <рО’}> то ?*( р ) яв՜ 
ляется следом на X՛ = р (X) системы У7у всех открытых окрестностей 
точки у в пространстве (X, №). Пусть уг, у3£ У<^Х и Ут.^ У я> тогда, 
так как (X, УХ)—хаусдорфово пространство, то следователь­
но Л/(У1) =#= А/(։/2), т. е. А/—инъективное отображение.

Следствие. Сужение отображения Т*  на множество всех 
классов эквивалентных между собой хаусдорфовых полурегулярных 
расширений является инъективным отображением, причем композиция 
Т*_ г о Т*  — тождественное отображение.

§ 3. Некоторые классы расширений топологических 
пространств

Пусть а и — семейство всех открытых множеств пространства 
(X, У), дополнения которых бикомпактны.

Теорема 3. Для любого бикомпактного расширения Ри 
пространства (X, V) Т (5) = {Р, Ф) является бикомпактным 
п.т.п. таким, что наибольший элемент <р п.т. Ф содержится 
в Оу.

Обратно, если {Р, Ф}—бикомпактное п.т.п. ив Ку такое, что 
А

<р сау, то Т-1 {Р, Ф} является бикомпактным расширением про֊ 
странства {X, И).

Доказательство. Пусть £=[(Х, ИГ); Р]^Ри—бикомпактное 
расширение пространства (X, И)» У (0 = [Р, $} и Ф'— произвольное 
подмножество множества Ф, обладающее тем свойством, что У/р^.Р

А

3<р £ Ф' такое, что <р £ р. Нетрудно проверить, что и' =]х (Ф')’ — от­
крытое покрытие подпространства (У, II) пространства (X, УХ), где 
У = Х\ р (X) и р. (£)=/: и-*  V. В самом деле, пусть у £ У, к/(у)=р 
и ф^Ф' такое, что тогда существует и£_иу такое, что / («)=<?, 
т. е. и'—открытое покрытие пространства (У, Ц). Поскольку расши­
рение 5 сохраняет V и следовательно У замкнуто в бикомпактном про­
странстве (X, 1^), то СР содержит конечное подпокрытие 11". Пусть

А

/(£/")=Ф" сф' и р — произвольный элемент из Р, тогда существует 
У € У 1’акое, что А/ (у)=р и так как 11"—покрытие пространства 
(Ъ ^)> то для некоторого и^_и" /(и) = ф^р, т. е. {Р, Ф)—бикомпакт­
ное п.т.п.

Пусть <р—наибольший элемент п.т. Ф, тогда так как }՝.11 -*֊Ф —воз~ 
ЛА *

растающее, то <р = / (?), следовательно у и существует открытая 
окрестность ад множества У в пространстве (X, УХ) такая, что о = 
=₽՜1 (та П₽ (X)). Имеем А’\о=Р~1 (Х\ш)։ и так как замкнуто 
в бикомпактном пространстве^, 1Г), то т. е. ч>са„.
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Обратно, пусть {Р, Ф)— бикомпактное п.т.п. из Ку, <рс Су и 

Р{Р, Ф} = (Р, 5), тогда, поскольку 5 образует базу топологии 5, а 
отображение I: Ф -»3 является биекцией (см. предложение 5), то лег­
ко видеть, что (Р, 3)—бикомпактное пространство. В самом деле, 

А
пусть 3'—произвольное подмножество множества 5, покрывающее 
пространство (Р, 5) и /-1(3')=Ф', тогда ур^Р 3$?£3' такое, что 

т. е. и ®£Ф' и, так как (Р, Ф)—бикомпактное п.т.п., то 
существует конечное подсемейство Ф" семейства Ф', обладающее тем 
свойством, что ур Р такое, что <? £р. Отсюда легко за­
ключить, что I (Ф")—конечное подпокрытие покрытия 3", т. е. (Р, 5) 
бикомпактно. Пусть Т-\ (Р, Ф) = (Д։, 1^) и №՛ некоторое открытое 
покрытие пространства (^, 1^), тогда так как (Р, 3)—его бикомпакт­
ное подпространство, то из можно подобрать конечное подпокры­
тие W множества РсАг Пусть далее ги0 = К («о; ш £ №"}, тогда 

А А А

учитывая, что /-1 (Р)= <? (/-1—возрастающее) и то, что ш рав- 
А

посильно «> — $11 о, где ։(5и V ^/-1 ($), легко заключить, что и = 
А А

= и>0ПХ£<р. Но по условию <р с -зу, следовательно /\и биком­
пактно, и так как ^\го0=А\о, то № содержит конечное подпокры­
тие множества Ах.

Пусть Зу—семейство открытых множеств пространства
(X, И), состоящее из дополнений до всевозможных конечных подмно­
жеств множества X.

Теорема 4. Пусть {X, И)—^-пространство и {Р, Ф}£ХГу, 
тогда Т-1 {Р, Ф) является ^-расширением пространства (X, V) 
в том и только в том случае, когда {Р, Ф} — Тг п.т.п. и 8^ содер-

Л
жится в наибольшем элементе <р п.т. Ф.

Доказательство. Пусть (Р, Ф)^АГ/ Тг п.т.п., 8ус<р и
х2 различные точки пространства (Д1։ {Р, Ф), где Хг=Р\}Х.
Рассмотрим случай, когда 2{=р1 £Р (г =1, 2). По определению 7\, 
п.т.п. существуют и <р8 £ рг такие, что и у^рг, следова-

___  __ А

тельно р^1 (ф։)=52 ир։( / (?1)=%. Пусть^-1 (Р, Ф} =/-1, (5Х) и
Л

тогда «>1=$111«1 и ։о8=58и«8 соответственно открытые 
окрестности точек рг и ра в пространстве (Др такие, что р^ги2 
и р2'^т1.

Пусть теперь г^, х8 £ X, тогда так как (А՜, И) ^^пространство и 
Vс 1Р1։ то в пространстве (2^, существуют окрестность «?х точки 
ах и окрестность шг точки гг такие, что и

Пусть, наконец, хх=х^Л и ха=р£Р. Так как р — фильтр п.т. 
А А

Ф, то <р£р и, поскольку по условию 8ус <р, то П{о; = 0, где 
р*=и(ф;  ®£р]. Таким образом, для некоторого существует

такое, что х^и, и так как ? =/-1 ($т)л то ад=$9ит> является 
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окрестностью точки р в пространстве (2Г1։ И^), не содержащей точку 
х. Кроме того из Ис՜!^ следует, что любая окрестность И точ­
ки х не содержит точку р. Итак, (^, Ա^ւ) есть /^-расширение про­
странства (X, И).

Обратно, пусть (Հ, Ս^ւ)= 1\{Р> Ф)— /^-расширение простран­
ства (X, V). Тогда, поскольку (Р, Տ)—подпространство пространства 
(2ц и 5—база топологии Տ, то для любых двух различных рг и 
р։ из Р существуют տք1 и տք, из Տ такие, что Փւ Հշտգւ и р։ $тр следо­
вательно Հրւ и Ч^Р! О'» /=1» 2> г=А/) Т։ е֊ {^> Ф} п.т.п. Пусть 

т. е. Х'\у=В—конечное подмножество множества X, тогда так 
как Р[}ю = Х1\В и (ճլ, й^) является /^-пространством, то то — Ри 
Սւ>£ 1Г։, которое означает, что (Р) =<р, т. е. Ъу с ®.

Следствие, /^-пространство (X, И) допускает бикомпактное 
/^-расширение тогда и только тогда, когда А-бесконечное множе­
ство.

В самом деле, так как конечное ^подмножество Тг- пространства 
замкнуто, то условие необходимо. Обратно, если X бесконечно, то 
8(հ—открытый фильтр пространства (X, И), следовательно п.т.п. [Р, Ф}, 
где Ф состоит из двух элементов ® — 8^ и 0ф — V, а Р состоит из 
единственного фильтра [8у) п.т. Ф, удовлетворяет всем условиям 
теорем 3 и 4, т. е. (X, V) допускает бикомпактное /^-расширение.

Перейдем теперь к рассмотрению хаусдорфовых расширений.
Пусть [Р, Ф}£Ку, тогда ур £ Р семейство р*=  Ս (<р; ? £р) обра­

зует открытый фильтр пространства (X, V). В самом деле, так как 
каждый элемент <р £ р представляет собой открытый фильтр простран­
ства (X, V), то 0£р*.  Пусть V/ (;р*  уу из конечного множества /, 
тогда з<р/ £р такое, что о/ С?;> и так как р—фильтр п.т. Ф, то 

Ո (ф/; у£,/} = <р£р. Отсюда, так как УуС/ ?УС?» следует, что Ո [и/; 
յՀ. /}€?*•  Пусть о£р*,  иг£ V и тогда Я?£р такое, что о£® 
и, так как открытый фильтр пространства (X, И), то о. £■<₽, т. е. 
»1€р*.  ’

Таким образом, имеем отображение Е:Р-»Фу, которое каждому 
р£Р сопоставляет Е (р)=р*.

Пусть Р*=Е(Р),  а у — отображение, которое каждому ! •' ) -
^Ку сопоставляет п.т.п. |Р*,  V].

Теорема 5. Пусть —хаусдорфово расширение про­
странства (X, V) и Т (£)= {Р, Ф), тогда наибольший элемент Л
<р п.т. Ф содержит о у и выполнены следующие условия:

(է) Отображение Е :Р—>Фу инъективно.
(И) Ո (и; о^р*)  —0 ур*̂р*,  /л. е. базис фильтра р*  про­

странства (X, ]Հ) не имеет точек прикосновения.
(“0 X (Р, Ф}=[Р*,  V}—хаусдорфово п.т.п.
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Обратно, пусть (X, И) — хаусдорфово пространство и 
\Р, Ф}£Ку такое, г что выполнены условия (г) — (ш)» тогда 
Т-\{Р,Ф}— хаусдорфово расширение пространства (X, И).

Доказательство. Пусть и В = Х\о, тогда ₽ (В)
замкнуто в хаусдорфовом пространстве (X, 1И), и поскольку Дч..р(В)= 

= УиР (»), то «€/(У) = ?, т. е. акс <р. Пусть £Р и Е (рг) = р’1г 
тогда 3.5Л € У такое, что К/(у1)= р1 (<=1, 2). Изопределения А/ сле­
дует, что Р*  (р\)—след на р (X) системы открытых окрестностей точ­
ки уг в пространстве (Д, 1И). Поэтому так как (Д, й7) хаусдорфово, 
из Рг^р^ следует, что существуют юг^р\ и о^р\ такие, что 
Л »г=0, следовательно Е—инъективно, а (Р*,  И} хаусдорфово п.т.п. 
Теперь пусть р*  £ Р*,  тогда Зу£ У՜ такое, что А/(у)= р и Е (р) = р*,  
причем Р*(р*) —след на Р (X) системы й^у открытых окрестностей точ*  
ки у в пространстве (Д, й7). Так как Л {ш; — {у}, то Л {»>

0, где V — замыкание множества V в пространстве (X, V).
Обратно, пусть |Р, Ф)£Ау- такое, что выполнены условия (։) — 

(Ш). Докажем, что (Д1։ й^) = Т-\ {Р, Ф} — хаусдорфово расширение 
пространства (X, И). Пусть и я։— различные точки множества 
Д1=Д1(Р. Рассмотрим случай, когда г1=р1^Р(1=1, 2), тогда со­
гласно (г) р*гР 2 и в силу (Ш) существуют У1^р' и»2£р’ такие, что 
»1П»2=0. Пусть VI £р/, тогда = 5?, и »/ — открытая окрест­
ность точки р! в пространстве (Д1։ 1^) (1=1, 2) и так как X плотно- 
в (Д։, й^), то ш1Лад։=0.

В случае, когда и г2 принадлежат множеству X, учитывая, 
что (X, И)—хаусдорфово пространство и Ис: й7/заключаем, что и 
х2 в пространстве (Д1։ №\) обладают непересекающимися окрестно­
стями.

Наконец, пусть г^х^Х, а г2=р^Р. В силу условия (и) суще­
ствует V £ р*  такое, что х V, следовательно существует окрестность 

И точки х такая, что «хЛ»=0. Пусть тогда и
А

» £ /-1 (5<р)= <р, следовательно, ш = з? II и является окрестностью точки 
р в пространстве (2^ 1ИХ) такой, что и»Л»л=0, т. е. (Д1։ 1^) — 
хаусдорфово пространство. Теорема доказана.

Пусть R у — множество всех классов эквивалентных между собой 
хаусдорфовых бикомпактных расширений локально бикомпактного ха­

усдорфова пространства (X, V), а Ку—множество всех бикомпактных 
п.т.п. {Р, Ф) из Ку таких, что <р — оу, отображение £: Р-*Фу  инъек­
тивно и {Р*,  И} хаусдорфово п.т.п.

Так как для локально бикомпактного пространства (X, И) вы՜ 
А

полняется условие П{»5 »^<’и) = 0, а ср как наибольший элемент п.т. 
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Ф принадлежит любому р£.Р, то каждое п.т.п. {Р, Ф} из Ку удов­
летворяет условию (Н) теоремы 5. Сопоставляя теоремы 3, 5 и след­
ствие теоремы 2, приходим к следующему основному утверждению.

Теорема 6. Отображение Т*  является биекциеи между

множествами Ру и Ку, причем ( Г*) “’ = Т-1 .
Перейдем теперь к рассмотрению //-замкнутых расширений.
Пусть Ну—семейство всех открытых множеств хаусдорфова 

пространства (X, И), дополнения которых //-замкнуты.
Теорема 7. Пусть Ъ^Ру—Н-замкнутое расширение про- 

К
странства (X, V) и Г(6) = {Р, Ф], тогда Ну <=<?,« кроме условий 
(г)—(Ж) теоремы 5 выполняется также следующее условие:

(IV) Для каждого максимального открытого фильтра Р про­
странства (X, И), не имеющего точек прикосновения, существует 
р*£Р*  такое, что р*с.Г.

Обратно, пусть (X, И)—хаусдорфово пространство и (Р, Ф}£ 
такое, что выполнены условия (г)— (IV), тогда Т-\ (Р, Ф}— 

Н-замкнутое расширение пространства (X, И).
Доказательство. Пусть $ — [(2, ?], о^Ну и В=Х\о,

тогда Р (В) замкнуто в хаусдорфовом пространстве (Д, М'), и посколь­
ку Z\P (В) = Уи Р (о), то V £ /(У) = <р, т. е. Ну с ?. Так как ? —ха­
усдорфово расширение пространства (X, И), то по теореме 5 п.т.п. 
(Р, Ф} = Т(Е) удовлетворяет условиям (/)—(ш) этой теоремы. Пусть 
Р— максимальный открытый фильтр пространства (X, V) без точек 
прикосновения, тогда так как X' — Р (X) открыто в пространстве (Д, 
Ю, то ?♦ ) =Р'—базис открытого фильтра пространства (Д, 1₽). В 
силу критерия П. С. Александрова о //-замкнутости хаусдорфова 
пространства [8], р' имеет точку прикосновения в пространстве 
(Д> №), т. е. существует точка у£Ус2 такая, что Vю € и ут/£ 
£Р' Г\о'=£0, где —система открытых окрестностей точки у в
пространстве (Д, 1Р). Пусть А/ (у)=р и Е (р)=р*,  тогда р*=₽ “։(р*),  
где р[—след системы на X՛. Имеем и уо'^Р' и^По'=р0
и так как Р'—максимальный открытый фильтр пространства (X', Р'), 
то р' сР и, стало быть, р*  с Г.

Обратно, пусть (X, И) — хаусдорфово пространство [ Р, Ф}^Къ 
такое, что выполнены условия (г)—(IV) и Г-1 (Р, Ф)=^1։ ТР^). Допу­
стим, что (Д1։ 1^), которое по теореме 5 является хаусдорфовым 
расширением пространства (X, И), не является //-замкнутым простран­
ством, тогда, в силу того же критерия П. С. Александрова, суще­
ствует открытый фильтр (2 этого пространства, не имеющий точек 
прикосновения. Пусть у — след <2 на X, тогда так как X плотно в 
(Д1։ й^), то д — открытый фильтр пространства (X, V) без точек 
прикосновения, следовательно д содержится в некотором максималь­
ном открытом фильтре Е без точек прикосновения. По условию су­
ществует Р*£Р*  такое, что р*с.Г.  Пусть р=Е~՝ (р*)  и 15^—система
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открытых окрестностей точки р в пространстве (/Г1։ В^), тогда из 
определения вытекает, что след системы №р на X совпадает с р*.  
Так как открытые фильтры ди р*  принадлежат Г, то У°*€р*  и 
уи £ д имеем и*  П и=^=0, следовательно Vго £ <2 и уыо £ №р шр Л ш=/= 0, 
т. е. р — точка прикосновения для <2. Противоречие показывает, что 
(2Г1։ —//-замкнутое расширение пространства (X, Р).

Следствие. Хаусдорфово пространство (X, V) допускает 
//-замкнутое расширение, принадлежащее Ру тогда и только тогда, 
когда существует непустое семейство Р*  открытых фильтров про­
странства (Л, И), не имеющих точек прикосновения, такое, что каж­
дый максимальный открытый фильтр без точек прикосновения содер­
жит некоторый р*  £ Р*,  кроме того для любых двух различных эле­
ментов р\ и р2 из Р*  существует £р*  иуг£р2 такие, что охП 
Л'О։~0, или что то же самое {Р*,  И}—хаусдорфово п.т.п.

Пусть (X, V) допускает //-замкнутое расширение из R у, тогда 
существование семейства Р*  с указанными свойствами является не­
посредственным следствием первой части теоремы 7. Для обратного 
утверждения, согласно второй части теоремы 7, достаточно показать, 
что каждое семейство Р*  с указанными свойствами порождает неко­
торое п.т.п. {Р, Ф} из Ку, удовлетворяющее условиям (։)—(IV) тео­
ремы 7. В самом деле, семейство Ф всевозможных пересечений элемен­
тов из р*,  дополненное одним элементом — множеством V, представ­
ляет собой полуподтопологию п.т. Фу. Каждому р*  £ Р*  сопоставим 
подмножество р =( ф; <р£Ф, <р с р*]  множества Ф, представляющее 
собой фильтр п.т. Ф, и пусть Р—множество всех р, когда р*  пробе­
гает все Р*.  Учитывая, что Е (р) = р*,  следовательно 7 {Р, ф} = 
= {Р*,  к), легко проверить, что п.т. п. {Р, Ф] 'удовлетворяет усло­
виям (։)—(IV) теоремы 7. Ясно также, что Р различает элементы Ф 
и, стало быть, {Р, Ф} £ Ку.

Из этого следствия сразу получается известное утверждение 
(см. [13—15]) о том, что всякое хаусдорфово пространство, не являю­
щееся //֊замкнутым, допускает //-замкнутое расширение.

В самом деле, семейство М всех максимальных открытых филь­
тров без точек прикосновения такого пространства, согласно упомя­
нутому выше критерию П. С. Александрова, непусто и, очевидно, об­
ладает всеми требуемыми в следствии свойствами, поэтому всякое 
хаусдорфово пространство, не являющееся //-замкнутым, допускает 
//-замкнутое расширение, принадлежащее Ру.

Заметим, что если £)—разбиение множества М на конечные под­
множества, то семейство Р*  всех открытых фильтров р*  = П{ф; ф£</], 
когда с/ пробегает все /), также обладает всеми свойствами, требуе­
мыми в следствии теоремы 7.
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0. Գ. ՀՈՎՍԵՓՅԱՆ. Նոր մոտեցում սապպոգիական աաոածո4>յո։նների լայնացումների տե- 
սաթյան մնչ (ամփոփում)

նախկինում մուծված պսևդո տո պո լոդի ա յի և պսևդո տ ո պո լո դի ական տարածության դադա- 
փարների միջոցով հոդվածոս! ուսումնասիրվում են տոպոյոդիական տարածությունների լայ­
նացումների ղանաղան դասերւ Ամեն մի տոպոլոդիական տարածության վերադրվում է պսևդո- 
տոպոյոդիական տարածությունների որոջակի ընտանիր և անմիջական կաւդ է հաստատվում այդ 
ընտանիքի և տլվլալ տարածության լայնացումների ընտանիքի միջել

Տ. G. HOVSEPIAN. A new approach in the theory of extention» of topological 
spaces (summary)

Different classes of extensions of topological spaces are investigated with the 
aid of earlier introduced notions of pseudo-topology and pseudo-topological space.

To each topological space certain family of pseudotopological spaces is ascribed. 
Close interconnections between this family and the family of extensions of the given 
space is established.
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