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ПОВЕДЕНИЕ ПРИ t — оо РЕШЕНИЙ НЕКОТОРЫХ 
ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ

Работа посвящена поведению при /—*■«> решений некоторых не
стационарных краевых задач.

Основные результаты этой работы были анонсированы в замет
ке [1].

§ 1. Абстрактные почти-периодические и асимптотические 
почти-пернодические функции

Пусть В—некоторое банахово пространство. Через Jа обозначим 
полупрямую (а < t <_ + °°)> при некотором а> — со,

Пусть х = f (t) —непрерывная функция из J со значениями в В. 
Непрерывность понимается в сильном смысле, а именно, [[/ (/ 4֊ т) — 
— /(()Ц_>0. Далее обозначим через C(Ja'> В) банахово простран
ство непрерывных функций f (/): Ja~* В с нормой

H/(68c</a;5)=sup j/Wls.

Определение 1. Функция f (t)£C (J; В) называется почти- 
периодической (п.-п.) в В, если множество {/ (< + А)} компактно в 
С (J; В), hU.

Это определение является обобщением классического определе
ния Бохнера на абстрактные функции. Подробно абстрактные п.-п. 
функции изучены в [2].

Определение 2. Функция В) называется почти-
периодической на Ja, если она является сужением на Ja некоторой 
п.-п. функции F(t)£C (J; В).

Определение 3. Функция f (t)£C (Ja; В) называется асимпто
тически почти-периодической (а.п.-п.) в В, если

/(*)=/> (0 + <7 U),
где р (t) п.-п. функция на Ja, a lim ||g (7)Ja =0. А.п.-п. функция в

/—►ОО

случае В = R1 были введены и изучены М. Фреше в [3].
хеорема 1. Для того чтобы f (t)£C (Ja; В) являлась а.п.-п. 

функцией в В необходимо и достаточно, чтобы любая числовая по
следовательность {A*}, lina А* = + оо содержала подпоследователь
ность {Ал,}, для которой {/(f+Ал)) сходится в C(Ja-, В).
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В [3] эта теорема доказана для В — R1. Доказательство в слу
чае произвольного банахова пространства проводится без изменений.

Определение 4. Множество Е^]а называется относительно 
плотным в /а, если существует некоторое число такое, что в 
любом интервале длины I, принадлежащем ]а, содержится по край
ней мере одна точка из Е.

Теорема 2. Для того чтобы функция У(<)^С (/а; В} была 
а.п.-п., необходимо и достаточно, чтобы любому ®^>0 соответствова
ли два числа /^>0 и с^-а, таких, что в произвольном интервале 
длины I из ]а содержалось число Т, для которого

I/ (< + ■։) — У (08л < 8 Для ^Ус-

Доказательство этой теоремы также можно найти в [3]. В даль
нейшем нам понадобится следующий критерий асимптотической почти- 
периодичности.

Теорема 3. Для того чтобы функция У (/)£С (уа; В) явля
лась а.п.-п. функцией в В, необходимо и достаточно, чтобы суще
ствовала относительно плотная в }а последовательность 
{Л*}, 1нп А* = + оо такая, что множество {/(^ + Лл)} компактно в

С (]а-, В).
Доказательство. Необходимость следует из теоремы 1.
Докажем достаточность.
Пусть г^>0 произвольно; так как множество {/ + А*)} компакт

но в С (Уо; В), то в этом множестве существует конечная е-сеть. Это 
означает, что существуют п чисел А1, о, Аг, о,--՛, Нп, о С {-***}» такие что 
для любого к

/(* + **)€ б 5(/О+ЛСо), в). 
1=1

Здесь 5 (х, е) означает открытый шар в пространстве С (}а\ В) ра
диуса е с центром в точке х. Это, в свою очередь, означает, что лю
бому А=1, 2,•••, соответствует некоторое ։=1, 2,•••, п, такое что

зир {/(* + А*)—/(* + А/,о)|в<е.

Разобьем последовательность {/ (Л֊ А*)} на п подпоследовательностей 
{У (<+ А/, р)Р следующим образом:

У (< + А/, р) £ 5 (/ (/ +А/, о), в), I = 1, 2,..., п.
Тогда имеем

эир ||/ (/ + Аа, р) —/ (<+А/, о)Цв -С в.

Пусть гад = шах (А/,о). Тогда для с>а+т0 имеет место
1<£<л

зир ||у и + А/, р — А/, а)— у (<)Цв < в, 
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т. е. числа т/, р = А/, р — Ы, о для любого / и р являются асимптотиче
ски е-почти-периодами для функции / (<)• Для завершения доказатель
ства достаточно показать, что множество ц {'/./>} относительно плот- 

/-1
но в /0. По условию существует некоторое с7_>0 такое, что произ
вольный интервал длины <1, принадлежащий /а, содержит некоторое А*.

Положим Ж! = ппп {А/, о), I = т0 — т1 + </. Очевидно, что I> О- 
1</<л

Рассмотрим произвольный интервал длины I, принадлежащий
В интервале [6 — ти Ь— /Лх+с/], если Ъ — т1'^>а, содержится 

по крайней мере одно число вида А/„ р։ из последовательности (А*). 
Тогда, в силу выбора чисел и тп։

Ь ^чх,Р1 — к։,, о < 6 — т1 + т0 + «А
Теперь теорема 3 следует из теоремы 2.

а
§ 2. Постановки задач и основные результаты

Пусть /4 и Н2— два комплексных гильбертовых пространства 
причем /4— На и оператор вложения Нг в Нг вполне непрерывен.

Обозначим через М банахово пространство линейных ограничен
ных операторов А, действующих из Нг в Н։, с обычной нормой

И1и = зир И*1я,-

Обозначим через (}а; Нг) множество бесконечно дифференцируемых 
финитных в /а функций ф (/), таких что

? (ОСС (_/в; /4), ?' (ОСС (Л,- /4).
Рассмотрим уравнение
Г {(« (0> <?' (0)я, + (А (0 и (() +/(0, ? (0)я.} Л = О, (1) 

•*а

где А (0 £ С (}а; М) и /(ОСС (/а; /4) при некотором а > --  ОО.
Определение 5. Функция и (ОСС (Л; Нг) называется реше

нием уравнения (1), если (1) имеет место для всех © (ОС-0 (/а; /4). 
Мы будем предполагать, что А (0= — А (0 + ։А2 (<), где Аг (0, 
А (0 — самосопряженные операторы, причем А (0 — положительно 
определенный, т. е.

(А (0 х, х)Я1 ||х([֊/1 для всех х£Н1г 7 >0. (2)

При этих предположениях вопросы существования и единствен
ности решения уравнения (1) рассматривались, например, в [4].

Пусть теперь А (£ ) = В (0+С (*) и / О) = А (0 + Я (0. где В (О 
и А (0—периодические функции, соответственно, в М и Нг с соизме
римыми периодами Тг и Т2. Не ограничивая общности, можно пола
гать Тт = Т3 = 1.
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Нас интересует поведение решения и (() уравнения (1) при I —> оо 
I в зависимости от поведения при £ -• со функций С (£) и g (<).

А именно, справедливы
Теорема 4. Если

||С (а, оо), ||£ (ЭДя, (а, со), (3)

то ограниченное в Нг решение и (£) уравнения (1) является а.п.-п. 
функцией, в Н2.

Пусть функции А (£) и / (£) являются асимптотически периоди
ческими, т. е.

Вт |С (ЭДи = 0, Вт (#)|я,=0,

Теорема 5. Равномерно непрерывное и ограниченное в Нг 
решение и (I) уравнения (1) является а.п.-п. функцией в Н1, если 
выполнены условия (3) теоремы 4, а функции А (<) и / (7) явля
ются асимптотически периодическими.

Замечание. В приложениях важную роль играет случай Л^>0.. 
В этом случае теоремы 4, 5 остаются справедливыми, если суще
ствует и ограничен Л՜’. При выполнении условия (2) Л՜1 существует 
и ограничен. Прежде' чем перейти к доказательству теорем 4, 5 при
ведем примеры краевых задач для уравнений с частными производ
ными, которые приводятся к уравнению вида (1).

Пример 1. Уравнение Шредингера. Пусть 2 — ограни
ченная область в евклидовом пространстве № с границей Г; <7т=утХ 
№» 2 = /гХГ. Рассмотрим в Сг смешанную задачу для уравнения

^֊ = ։£а + Г («, х), 
ог

и (0, х) = <р (х), = О,
где

£п= 2 -£-( а1> (£, х) Ф, (։, х) ы.

Предполагается, что £ — равномерно эллиптический оператор, т. е.
71 С (£“’ а\ (□) И . л 

П7*(2) П (2)

В качестве пространств Нг и Н2 берутся, соответственно, прострав 

ства (2) И £։ (2), причем

(Л (£) и, ®)н, = \ 2 а° х>) Т^՜ Т~ + а° х) ° 
$ к/-1 дх! дх‘

о I с/2.

Тогда, если обычным образом определить обобщенное решение, то 
получим уравнение вида (1) с Лх = 0, решение которого должно удов
летворять начальному условию и (0, х) = <р (х).
409-4
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§ 3. Доказательство теорем 4, 5

Для доказательства теоремы 4 нам понадобится следующая
Лемма 1. Если А1^-0, и (I) — решение уравнения (1), то 

||и (Овя, — абсолютно непрерывная функция, причем справедливо 
неравенство .

— 5« (<. <2 Ке (/ (0, и (<))«• (4)
<Н

Доказательство. Положим в (1) <р (1) — А (#) V, где А (/) £ 
/?։) (т. е. А (/)—обычная бесконечно дифференцируемая фи

нитная в ]а функция), произвольно. Тогда из (1) получим

.(* (и (0, -б)н. А' (0 Л= - ( И (0 “ (0+/ (0. ®)я. Л (0 61 

7а
для произвольной А (/)£ £) (_/о; Е1). Отсюда следует, что (и (V), у)н,— 
абсолютно непрерывна (см., например, [5]) и

(и (0, V)», = (А (0 а (0 + / (0, у)н,. (5)
а/

Проинтегрируем (5) от £ до / + а 4- а^/о), получим

/ а (/+ о) —и (0 \ 1 Г , л , , / ч ■ г / \ ч »(-------------------- > V ) =- — | (А (х) и (х) 4- / (х), «)//, с/х =
\ 3 / Нг 5

= <—С[Д(х)и(х)+/(х)]с/х, . (6)
\ а и /Я,• ։

Введем следующие обозначения:

и» (^= — ( и (х) </х, 
0 и

«+а
А (0 =У / (т) +-у (* (л (т) ~ л (#)) “ С՛') (7)

« г
Тогда и А, » / в слабом смысле в пространстве Н1։ функция

Н։ (^) имеет в Нй непрерывную производную, причем

иа (О = ц ^ + °) ~ ц (*). 
а

Так как (6) имеет место для всех в частности для ир(0, то 
.используя обозначения (7), имеем
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(и; (0, щ (0)„,= и (0 («)+/• (0. щ (0)Я|. (8)
I Аналогично

(“р (0» (0)я,= (“о (0. А (0 и? (0 4-/р (0)н։. (9)
Из (8) и (9), используя (2), самосопряженность Аг и А2, получим

— (ыа(0, ир (0)//, (/«« ир)я|_Ь(и’> /р)я։* (Ю)

Проинтегрировав (10) от (0 до I, получим
I

(иЛ1), Ир (0)я, — (и, (/0), Ир (4>))я։< У {(/»(■'), и? (■։))«,+(а«> Л)»,} Лх.

(И)
Тогда (4) следует из (11), если устремить аир последовательно к 
нулю.

Доказательство теоремы 4. Запишем уравнение (1) в 
виде

|{(н (0,(0)я,+ (В (0 в (04- А (О, <₽ (0)я, + 

-1 а
4֊ (С (0 и (0 + 8 (0, т (0)я,} <Ц =0.

Пусть /пи п—произвольные целые числа (т^>п). Тогда функция 
ш (0 = и (/ + т) — и (< 4֊ л) удовлетворяет уравнению

(* ((«> (0, ф' (0)н, 4֊ (В (0 то (0, <р (0)Л։ +

Ус

-Г (А՝ (0։ <Р (0)я,} = о,
где

Г(0 = В 4- т) и (г + т) —В (£4- п) и (< 4՜ п) 4֊ (< 4՜ т) — 8 (£ 4՜ п) 

При получении этого соотношения мы воспользовались линейностью 
уравнения (1) и периодичностью функций В (0 и А (0.

Из (4) имеем

II» (011?,, СИ (г0)|^ 4- 2 Ие у (Г(0, «.• (г))Я։ л <

<1'0» (^о)1^,4-2у 1(^(0, ш (0)я,| 

^0

^(0М«> (011я. ^-= (12)<ьш,+2у
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= к (*о)Ин։ + 2 У ЦВ (х + т) и (х + т) - В (х + л) и (х + л) 4֊

*0

+ в (: + т) - а (■։ + л)Ця, ||и» (')1|/7, </"•
По условию теоремы 8» (/)8я,С. Тогда из (12) следует

/

II«’ (ОПя, < Ь «, +2 С| У И5 (''+ Л1) и (•։ + Л1)]|н, <1' +

'* Г (13)

+ ( }В (х + л) и ('4-л)||я, </т+ у ||а (х 4- т)|//, с/х + У 8« ('с+п)||я1 с/т.

/« ’о ’»

Но
02? (< + т) и(/ + л1)Ц//,< ЦВ (г+лОЦмЦи (/+»»)к1»

ЦВ (/ + л) и (/ 4֊ л)к < [В (/ + п)к || и «+ Л)к,. (14)
Из (13) и (14) получим окончательно

/

к (<։ &)РН, + су {|В (х + т)||м +
^0

+ ||В (х + п)1и + Це (х + лг)Ц//, +||« (■։ + л)[|/7,} с/х^ (15)
ОО

< В«’ (*о)&,+ С У ив (х)||м + |8х (х)8н,}

«о+л

Так как ||В и Ца (0Й//։ £ (а, со), то слагаемые, стоящие в скоб
ках в правой части (15), можно сделать меньше произвольного е^>0 
за счет выбора п.

С другой стороны, из полной непрерывности оператора вложения 
Нг в Я։ и ограниченности и (#) в Н1г следует, что множество значе
ний и (^) компактно в Нг. Поэтому из последовательности натураль
ных чисел {Ы} можно извлечь подпоследовательность такую что 
при р, я> No

8« (Л^)-и(^)|я.<8, 
а, следовательно, и

Ви (а+Л/р) — и (а +^,)||я,<е. (16)

Из (15) и (16) вытекает, что множество {и (/+ Л)) компактно в 
С (/а; Н3), что и доказывает теорему, так как множество натураль
ных чисел относительно плотно в }.

Доказательство теоремы 5. Для произвольных о։£Нг 
шмеет место
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)(«!. V»)».! < 5»1к, Ыя. <7 Мл-։ Ыя>»
1 где 7—норма оператора вложения пространства Нг в Нг.

Тогда по теореме Рисса

(«1, и։)н, = (Ру» и2)н„ (17)

где Р — некоторый ограниченный оператор из Н2 в Нх. Уравнение (1) 
можно переписать в виде

(и (4), у)н, = (и (40), и)н,+ ( Г И (') “ (") +/('=) <к, и\ (18) 
'֊и /я,

Л)

Из (17) и (18) имеем
<

Ри (1)=Ри (40) + У [А (х) и (х) +/ (х)] с/х.

С другой стороны, так как и (х)—а.п.-п. функция в Нг из оценки
1|Ри (I + <)— Ри (0|«։ < ИР|| Ци (4-Н)—и (4)1|я,

следует, что функция.Ри (0 является а.п.-п. функцией в Нг. Из (18) 
.следует, что и функция

։
р/ (х) и (х) 4-/(х)]г/х 

А»
является а.п.-п. функцией в Нг. Функция А (4) и (4) + / (4) является 
равномерно непрерывной. По теореме Фреше о ’ производной а.п.-п. 
функции [3] вытекает, что и функция А (4) и (4) + / (4) является а.п.-п., 
следовательно и функция г (4) = А (4) и (4) есть а.п.-п. функция в //г 
Так как А =—Ат ֊р /А։, где Аг— положительно определенный само
сопряженный оператор, то существует Л՜1 (4) и

ЦД֊1(4)||Л1<^
Для завершения доказательства достаточно установить, что оператор 
.Д-1|(4) является а.п.-п. в М. Это следует из теоремы 1 и оценки

и-։а+м֊А֊’(4+Адм=
=||А֊1 (4 + Ар) [А (4+ Ар)- А (4 + А,)] А֊1 (4+ А,)||ж <

< Кг НА (4 + Ар) ֊ А (4 + Ь9)ПМ,
справедливой для любой последовательности {А*}. Теорема доказана.
Институт математики
-АН Армянской ССР Поступила 19.11.1973
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Р. Գ. ԱՐԱՐՔՑՅԱՆ. Որոշ օպերատորային նավասարումների լուծումների վարքը երբ /-► օօ (ամ~ 
ւիոփում)

Ուսումնասիրվում են հիլբերտյան տարածության մեջ որոշ օպերատորային հավասարում֊ 
ների ասիմպտոտորեն համարյա պարբերական լուծումներրւ Դիտարկված խնդիրների դասի մեջ 
մասնավորապես մտնում է աոաջին եզրային խնդիրը Շրեդինգերի հավասարման հաամրլ

B. G. ARARKTZIAN. Asymptotic behaviour of the solutions of some 
operator equations (summary)

Asymptotically almost-periodic solutions of some operator equations in Hilbert 
space particularly, the first boundary problem for Shroedienger equation, are con
sidered.
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