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ГРУПП

В этой статье строятся абсолютные бесконечномерные гомото
пические группы индекса д подмножеств вещественного сепарабель
ного гильбертова пространства Н. Основой всех построений служит 
класс отображений Ко, построенный В. Г. Болтянским [1].

При этом определяются два подхода к определению гомотопи
ческих групп. Первый подход (для несколько другого класса отобра
жений, в общих чертах описан в заметке [2]) связан с выбором орто- 
нормированного базиса в гильбертовом пространстве Н. Второй под
ход не связан с выбором базиса. Установленная ниже эквивалентность 
обоих подходов показывает независимость, в первом подходе, по
строенных гомотопических групп от выбора базиса. Здесь дается под
робное изложение результатов заметки [3].

Пусть а = [е1, е։,•••, еЛ,- - -)—некоторый ортонормированный ба
зис пространства Н. Через 5а, обозначим линейный оператор (с нор
мой 1), определяемый соотношениями

5о(в1)=0, 5а (ея) — е„-1 при п>1.
Таким образом, для любого элемента х = + ••• + Вяея +•■ • -£Н мы
имеем

5а (х) = е, 5а (ех) + С։5а (в։)+ • • • ֊Н„ 5а (вл) + • • • =
~ '։ е1 + Чеа + • • ■ + Ви+1 ея + • • • .

Мы будем также рассматривать степени оператора 5։. Именно сте
пень 5* оператора 5» представляет собой линейный оператор (с нор
мой 1), удовлетворяющий соотношениям 5* (е/ )= 0 При г =1, 2, • • •, к;

(ея) = ея_* при п > к. Таким образом, для любого элемента 
х = 51е!+^։ е։ Ч------ 1- ВяеяЧ-----£Н мы имеем

V (х) = 5; (в1)+ В, 5; (е։)+ • • • -Ня 5* (ея)+ • • • = ’

= В*+1 ех + В*+2 е։Ч------ 1- Вя+* е„= • • •.
Далее, через Т„ мы обозначим линейный оператор (с нормой 1), 

определяемый соотношением Т„ (еп)= ея+1 (п=1, 2,- • ■). Его к-ля сте
пень удовлетворяет соотношению Г* (еЛ)= ея+* (п=1, 2,• • •). Та
ким образом, для любого элемента х = + В։е։Ч------ Ня еЛ4- • • • (~Н
имеем
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Т* (х) = I, Г* (е։) + ?։ Т* (е։)+ • • ■ + \п Т* (ея)+ • • • =

= е*+1 ֊г е*+зН— • 4՜ 5а ея+*+ • • •.
Из приведенных равенств непосредственно вытекает, что опера

торы Та и удовлетворяют следующим соотношениям:
•$£ с ?’* = £, (1)

(Тк о 5?) (ея) = (° прип<^ 
1ея при п^> к.

Иными словами, 5* с Т* есть тождественный оператор, но Тк о 5* 
тождественным оператором не является, а представляет собой орто
гональную проекцию пространства Н на ортогональное дополнение 
подпространства £* (натянутого на векторы е1։•••, е*). Из этого ясно, 
что отображение Тк о // ֊> Н принадлежит классу Ко. Мы видим, 
что Тк является правым обратным оператором для 5*, но левым об
ратным не является.

Пусть теперь С — произвольное открытое множество простран
ства Н. Условимся говорить, что отображение /: С-* Н принадлежит 
классу Ку (д^-0), если его можно представить в виде / = о Тчя , 
где отображение <р определено на Тча (С) и принадлежит классу Ко, 
Далее условимся говорить, что отображение /: б ->Н принадлежит 
классу 7^՜՜’) (д^-0), если его можно представить в виде /: 5’ о <р, где 
<?: б -> Н принадлежит классу Ко. Таким образом, класс отображений 

определен для любого целого д.
Предложение 1. При д>0 отображение / в том и только 

том случае принадлежит классу Ку, если / о Зча^К0. При д < 0 
отображение / в том и только том случае принадлежит классу 
Ку, если Т֊о0/^К0.

Доказательство. Рассмотрим сначала случай д>0. Пусть 
/£££’>, т. е. /== ® о 7՜’, где отображение <р определено на Г? (б) и 
принадлежит классу Ко. Тогда

/ о 5’ = (<? о 7’’) о 5« = о (Т» о £«).

Но отображение <р и 7’’ о 5’ оба принадлежат классу Ко, а потому и 
их композиция, т. е. отображение / о 5’ принадлежит классу Ко.

Обратно, пусть отображение / обладает тем свойством, что 
/ ° € Ко (где по-прежнему, д>0). Обозначим это отображение через
<р, т. е. <р = / о 5’ £ Ко.

Пусть б—область определения отображения /. Тогда для любой 
точки х Тча (б) мы имеем (в силу (1))

5’ (х)€ 5’(Г?(б))=£(б) = б,

409—3
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и потому определена точка /(5’ (х))=(^ ֊ -5’)(х)~ ? (х), т. е. точка 
х принадлежит области определения отображения ®. Мы видим, что 
отображение <? определено на множестве Г’(С). Далее, фо 7^ = 
= (/о5’)о Г’ = /о(5’о7֊’)=/(см. (1)), а это и означает, что

Рассмотрим теперь случай д<:0. Пусть т- е- /=*$а ’ ° ?»
где ф: С -» Н принадлежит классу Ко. Тогда имеем

у՝-? о /— Т՜4 (5~ч о ф) = (Т՜4 о 50 ч) о ®.
Но отображения Т՜^4 о З՜4 и ф оба принадлежат классу Ко, а потому и 
их композиция, т. е. отображение Т~ч о / принадлежит классу Ко.

Обратно, пусть отображение / обладает тем свойством, что 
Т-ч о /^0 (где, по-прежнему, д СО). Обозначим это отображение че
рез ф, т. е. ф = Т~ч о Тогда область определения отображения 
ф совпадает с областью определения С отображения /. Далее

З-ч оф = о{Т~ч о/) = (57’° г7’) °!= =/ <см- С1))»
а это и означает, что / £ К^.

Предложение 1 доказано полностью.
Отметим, что при д=/=0 указание базиса а в обозначении класса 

отображений существенно: для разных базисов з эти классы 
отображений (при одном и том же д=^=0) могут не совпадать. Рассмот
рим этот вопрос подробнее. Прежде всего заметим, что, согласно оп
ределению, мы имеем: Тча £ при ? >0 и 5“? £ при ՛ д0. 
Следовательно, для того чтобы классы и совпадали, необ
ходимо чтобы при д>0 были выполнены включения 7’^ Тч,£К[ч\ 
а при д<^0 были выполнены включения 5՜’ £ 3՜,4 С В силу
предложения 1 эти необходимые условия можно записать в виде

при <7>0;

?7’ Ео, ° *^7’ £ Ео при д <0.
Иными словами, для того чтобы классы отображений и сов
падали, необходимо выполнение условия

где п = |д|. (2)
Легко видеть, что это необходимое условие является и достаточным. 
Действительно, рассмотрим для примера случай д>0 (случай д<^0 
аналогичен). Если то, согласно предложению 1, /о5’£ Ко.
Учитывая соотношение (2), получаем, что отображение .

(/о5’)о (7’« о 5’,) =/о (5« о 7’’) о 5’, = /о 5’,

(см. (1)) также принадлежит классу Кй. Но это означает, в силу пред
ложения 1, что Итак, если то, при выполнении уело-
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вия (2), Т։ е֊ с Аналогично устанавливается и об-
> ратное включение Кфс.К<р. (Заметим, что условие (2) симметрично 

относительно а и з'). Таким образом, при выполнении условия (2) 
классы и совпадают.

Тем самым доказано
Предложение 2. Для совпадения классов и необ

ходимо и достаточно, чтобы было выполнено условие (2).
Рассмотрим пример. Пусть ° = {е1։ е2, • • •, е„, • • •} — некоторый 

ортонормированный базис в Н. Определим последовательность векто
ров 1՛ ={бр е2, • • •, е'п, • • •) следующим ебразом:

' _ / «*(*-։)+։ при I = к (£+1), к =1, 2,- • в/ — <
I в/+1 — в остальных случаях.

Легко проверить, что а' также представляет собой ортонормирован
ный базис, так как в последовательности з' встречаются все векторы 
базиса о (без повторения), только в другом порядке. Возьмем теперь 
произвольное целое <7=^=0. Тогда при любом к > п (где п =|д|) мы 
имеем (учитывая, что п=^=0)

(Т՝՞ ° *$а-)(ел (*+!)+«+! ) = (Г«о 5")(е/*(*+1)+л ) =

= (еА( *+։)) = Т" (е* (*-։)+։ ) “ е* (>-։) + и +։•

Так как, очевидно, к (к + 1) + п 4՜ 1 4= к (к—1)+п-|-1, то отображе
ние Г" о 5", переводит вектор е* (*+1>+ п +1 в ортогональный ему век
тор. Итак, как угодно далеко в последовательности а найдутся еди
ничные векторы, которые переводятся отображением Г" о 5՞, в орто
гональные им единичные векторы, и потому 7*՞’© 5"ДКО. Иначе гово
ря, условие (2) не выполнено, и потому классы отображений и 

для рассматриваемых базисов а, а' не совпадают (ни при каком. 
?¥=0).

Перейдем теперь к определению гомотопических групп. Через 3 
всюду в дальнейшем будет обозначаться единичный шар простран
ства Н (т. е. множество всех элементов х£Н, для которых 
Пусть х£Н. Отображение /: Н-*Н мы условимся называть сфероидом 
индекса д в точке х0, если оно обладает следующими двумя свой
ствами:

1) отображение / принадлежит классу

2) <(Н\Е)=х0.

Заметим, что при определении сфероидов базис а = (е1։ е։, •••, еп, • • - 
предполагается фиксированным.

Введем теперь операцию сложения сфероидов. Пусть /, § — два 
сфероида индекса д в точке х0^Н.

Положим
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* (,;_[/(2*+«.> "Р» “֊<» (3)
(а (2х — в}) при хег > и.

Мы докажем сейчас, что отображение К՝.Н—*Н также является сфе
роидом индекса д в точке х0; этот сфероид А называется суммой 
сфероидов / и # и обозначается через / 4֊

В самом деле, рассмотрим д^О. В этом случае отображения 
?=/о5’, ф = #о 5’ принадлежат классу Ко (см. предложение 1). 
Обозначим через Г—։, Го, Гх гиперплоскости, определяемые соот
ветственно уравнениями хег=—1, хе1 = 0, хех =1. Для точек х^Г0 
мы имеем: (2х 4՜ ех) ех = 1, (2х — 61) ег = — 1, т. е. 2х + е1^ Гх, 2х 
—е^Г—1|. Но в силу определения сфероидов выполнены соотношения 
/ (Гх) ~ х0, а (Г_։) = х0 (поскольку внутренность шара 2 не пересека
ется с гиперплоскостями Г—ци Г։). Следовательно, при х£Г0 мы имеем 
/(2х + ех)£/(Гх) = х0, # (2х — ех) (Г-։|) = х0, т. е. / (2х + ех) = 
= 8 (2х — е։) = х0. Мы видим, что две строки определения (3) со
гласованы на гиперплоскости Гв, по обе стороны которой отображение 
А (х) определяется по-разному. Следовательно, отображение А: Н-* Н 
непрерывно. Далее

(А о 52)(х)=

_ Г/ (2 5’ (х) + ех)= / (5; (2х + е?+0) = <Р (2х+е?+1) при 5? (х) ех<0, 
~ и (2£’ (х)—в1)= 8 (5’ (2х — е,+1)) =ф (2х-е?+։) при 5’ (х) ех>0.

Иначе говоря
(Ао5») (х) = |<Р <2х + е’+') ПрИ хе»+։<0’ 

I ф (2х — еь+ч) при хеч+\ > 0.
Отображение х —» 2х + е7+։ пространства Н на себя, очевидно, при
надлежит классу Ко (и имеем в любой точке терминальную производ
ную, равную 2). Так как <Р^А0> то отображение х-»<? (2x4-07+։) также 
принадлежит классу Ао. Точно так же, принадлежит классу Ко и ото
бражение х -» ф (2х — е7+1). Из этого следует, что в каждой точке х, 
удовлетворяющей условию хе7+1=/=0, отображение А о 5’удовлетворяет 
условиям, указанным в определении класса Ко (см. .[1]). Если же 
хв7+1 = 0, то оба отображения х -»<р (2х + е?+։), х -» ф (2х—е9+1) 
имеют в точке х терминальную производную, равную нулю. Следо
вательно, и в точках х, удовлетворяющих условию хе7+։ = 0, отобра
жение А о 5’ удовлетворяет условиям, указанным в определении клас
са Ко, причем в этих точках отображение А о 5’ имеет терминальную 
производную, равную нулю. Тем самым доказано, что А о Ка и 
потому, в силу предложения 1, отображение А принадлежит классу

(Мы провели доказательство этого факта для д>0, в случае 
д<0 рассуждения аналогичны).
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Итак, т. е. отображение А удовлетворяет условию 1),
указанному в определении сфероида. Второе условие, т. е. А(//\Е) = 
= х0 проверяется непосредственно. Таким образом, h есть сфероид 
индекса q в точке х0, чем и завершается обоснование определения 
сложения сфероидов.

Пусть X—произвольное подмножество гильбертова пространства 
Н и х0 — фиксированная точка множества X. Если сфероид /: Н—*Н 
индекса q в точке х0 обладает тем свойством, что f (Н) сХ, то мы 
будем его называть сфероидом индекса q множества Хв точке х0- Ясно, 
что сумма двух сфероидов индекса q множества X в точке х0 снова 
является сфероидом индекса q множества X в точке х0.

Для завершения построения бесконечномерных гомотопических 
групп остается определить понятие гомотопности двух сфероидов 
индекса q множества X в точке х0. Обозначим через R числовую пря
мую, а через /—отрезок [0, 1]. Прямое произведение бу
дем рассматривать как гильбертово пространство, считая для двух 
элементов (t, х), (б, х') пространства Н* = RX.H их скалярное произ
ведение равным ft' + хх՛. Если обозначить вектор (1,0)£/7* через е0, 
то (при указанном определении скалярного произведения) последова
тельность а* = (е0, е1» •••> еЛ,•••) будет ортонормированиям базисом 
пространства Н* (где о=(е1։ es,•••, еп, •••)—тот фиксированный ба" 
зис, который использовался при рассмотрении сфероидов). По отно
шению к пространству Н* исходное пространство Н является гипер
плоскостью (ортогональной вектору е0). Мы будем рассматривать по
лосу (/X/7) <=//*•

Отображение Ф: /Х/7->-/7мы будем назьцзать гомотопией сфе
роидов индекса q в точке х0, если оно, во-первых, принадлежит клас
су и, во-вторых, для любого t£I отображение Ф/: Н -»Н, опре
деляемое равенством Ф/(х)=Ф (/, х), х£Н является сфероидом индек
са q в точке х0£Н. Если при этом Фо=/ и Ф1=£, то мы будем гово
рить, что гомотопия Ф соединяет сфероиды f и g. Два сфероида /, g 
индекса q множества X в точке х0 называются гомотопными между 
собой в X, если существует такая гомотопия Ф: ГХН-+Н, индекса q в 
точке х0, соединяющая fug, что Ф (/Х//)сЛГ. Гомотопность сферои
дов будем отмечать записью f'—’g.

Предложение 3. Пусть X—произвольное множество про
странства Н и х£Х. Отношение гомотопности сфероидов индек
са q множества X в точке х0 (рассматриваются гомотопии во 
множестве X) рефлексивно, симметрично и транзитивно. Если S 
означает постоянный сфероид (т. е. 0 (//) = х0), то для
любого сфероида f. Далее, f 4- g — g + f для любых двух сферои
дов f> g- Наконец, если сфероиды fug симметричны относитель
но гиперплоскости Го, определяемой уравнением хех = О (т. е. 
f (х) = g (уУ) при выполнении условий х 4֊ у£Г0, х—^J_F0), то 
f+g~9-
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Доказательство. Установим последнее утверждение. Пусть 
сфероиды / и g симметричны. Положим

ФО H=M(2x+(1-2°e1) пРихе1<0։ '' (4)
2 1g (2х—(1—20в1) при хе։>0,

где х$Н. t^I. Мы получаем по этой формуле отображение Ф: 1ХН~^Н. 
В силу симметричности сфероидов / и g обе строки определения (4) 
согласованы при х£Г0 (т. е. при хе1=0), и потому отображение Ф 
непрерывно. Далее, определив отображение 9г.Н-*Н формулой 
Ф( (х) = Ф {t, х), мы легко найдем, что Ф/ (//\S) — хо> т. е. Ф/ есть 
сфероид при любом (причем из того, что f и g сфероиды индекса 
q, легко вытекает, так же как и при рассмотрении формулы (3), что 
Ф£А£Л, Остается заметить, что Фо=/+Я> = Этим го>
мотопия / 4֊ g~0 установлена.

Докажем предпоследнее утверждение предложения 3. С этой 
целью для любых двух сфероидов /, g положим
ф л _ (/ (2-х 4՜ «1 cos 4֊ е։ sin я£) при х (ех cos r.f 4֊ е, sin я/) -СО, 

1 g (2х — Ci cos я/ — е9 sin nt) при х (ej cos я/ 4՜ е։ sin я/) > 0.
Как и прежде, это отображение является гомотопией сфероидов. Да
лее, определив сфероиды Ф/ Н-> Н формулой Ф/(х)=Ф (t, х), мы 
найдем, что сфероид Фо определяется формулой

ф = f/(2x4-ei) при хвхСО, 
° lg (2х — е։) при хег>0,

а сфероид Фх—формулой
л - 1/(2* —ех) при хех>0, 

g (2х 4՜ Ci) при хв1 < 0.
Иначе говоря, Фо=/4-Я, Ф1 = £ +/> и потому построенное отобра
жение Ф: /X Н—*Н устанавливает гомотопию /4~Я~£4՜/-

Докажем второе утверждение предложения. Пусть /—произволь
ный сфероид. Положим

Ф «, х) =/((14- <)х + ^), 1^1, х^Н. ■ 
Непосредственно проверяется, что это отображение Ф: ГХН-*Н уста
навливает гомотопность / ~_/ 4՜ ® предложения.

Наконец, первое утверждение устанавливается дословно так же 
как и в случае »конечномерных" (т. е. обычных) гомотопических групп. 
Итак, предложение 3 доказано.

В силу предложения 3 все сфероиды индекса д множества X в 
точке х0 разбиваются на классы гомотопности. Множество всех этих 
классов мы обозначим через П’ (Х‘, х0). Введенное выше сложение 
сфероидов определяет сложение гомотопических классов (по предста
вителям). Относительно определенной таким образом операции ело- 
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жения множество П’ (X; х0) оказывается коммутативной группой. В 
самом деле, коммутативность сложения вытекает из предпоследнего 
утверждения предложения 3. Ассоциативность устанавливается анало
гично тому, как это делается в случае „конечномерных“ групп (т. е. 
построением гомотопии Ф, как это несколько раз мы делали при до
казательстве предложения 3). Далее, из второго утверждения пред
ложения 3 вытекает, что гомотопический класс, содержащий сфероид 
0, является нулевым элементом (для сложения в множестве П’ (X, х0)). 
Наконец, если а—произвольный элемент множества П’ (X, х0) и /— 
произвольный сфероид класса а, то обозначив через § симметричный 
ему сфероид, а через 0—гомотопический класс сфероида §, мы найдем 
(в силу последнего утверждения предложения 3), что а 4-0=0, т. е. 
0—противоположный элемент для а. Тем самым доказано, что П’ (А, х0) 
есть (относительно введенной операции сложения) коммутативная 
группа. Эту группу мы и назовем бесконечномерной гомотопической 
группой индекса д множества X в точке х0. Группа П’ (X, х0) опре
делена для любого целого д (положительного, отрицательного или рав
ного нулю). Заметим, что в процессе всего построения группы П“(.Х, х0) 
базис а= (е։, е2,• • •, ея,• • •) пространства Н предполагался фиксиро
ванным. Независимость группы П’ (X, х0) от выбора базиса а требует 
специального доказательства, которое мы проведем ниже (при описа
нии второго подхода к определению бесконечномерных гомотопических 
групп). Таков первый подход к построению бесконечномерных групп.

Перейдем к описанию второго подхода. Подпространство А 
гильбертова пространства Н будем называть подпространством де
фекта д, если ортогональное дополнение к Л* (в пространстве Н) 
имеет размерность д. Здесь д может быть нулем или любым нату
ральным числом. Нам, однако, понадобится ввести понятие подпро
странства дефекта див том случае, если д будет отрицательным чи
слом. Именно, если д= — п, где п—натуральное число, то А мы бу
дем называть (по отношению к Н) подпространством дефекта д, если 
А является гильбертовым пространством, содержащим Н в качестве 
своего подпространства дефекта п= —д.

Дадим теперь определение класса отображений К', где д — про
извольное целое число. При д=0 мы определим как множество всех 
отображений/: Н-*Н, принадлежащих классу Ко. Если д^>0, то под 
А՜ мы будем понимать множество всех отображений /: А—*Н, при
надлежащих классу Кй, где А с. Н—некоторое подпространство де
фекта д. Наконец, при д < 0 под К’ч мы будем понимать множество 
всех отображений /-.А-^Н, принадлежащих в .гильбертовом простран
стве А классу К^, где А^Н—некоторое подпространство дефекта д

Пусть А -подпространство гильбертова пространства Н, имею
щее конечный дефект д (положительный, отрицательный или равный 
нулю). Пусть, далее, Ед— единичный шар подпространства А и хв — 
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некоторая точка пространства Н. Отображение /: А—*Н класса Кч мы 
будем называть сфероидом индекса д в точке х0, если / (Л\-а) — х0.

Определим теперь сумму двух сфероидов /, § индекса <7, опре
деленных на одном и том же подпространстве А пространства //(имею
щем дефект д). С этой целью выберем в А произвольный единичный 
вектор а и положим

Ь(х) = |/(2ж + а) при ха<0, х£А, 
1 а (2х — а) при ха 0, х £ А 

(ср. (3)). Так же как и при первом подходе к определению бесконеч
номерных гомотопических групп доказывается, что отображение 
А: А—* Н, определенное этой формулой, является сфероидом индекса 
д в точке х0. Этот сфероид мы будем называть суммой сфероидов / 
и £ и будем обозначать его через /+#. Заметим, что это определе
ние суммы сфероидов предполагает, что фиксировано подпространство 
А дефекта д (на котором заданы оба сфероида /, и, кроме того, 
фиксирован единичный вектор а£А. Вопрос о независимости наших 
построений от выбора этих элементов мы рассмотрим ниже.

Определим теперь понятие гомотопности двух сфероидов. Пусть 
/, § :А->Н— два сфероида индекса д в точке х£Н, определенные на 
одном и том же подпространстве А дефекта Ц. Обозначим, как и вы
ше, через R числовую прямую, а через /—отрезок [0,1]. Прямое про
изведение А' = R X А можно рассматривать как гильбертово про
странство, для которого А является подпространством дефекта 1. По 
отношению к исходному пространству Н пространство А' можно рас
сматривать как подпространство дефекта д—1 (для этого в случае 

следует за R принять любую содержащуюсяв Н прямую, прохо
дящую через нуль и ортогональную подпространству А с//). Отображе
ние Ф : 1X А -* Н мы будем называть гомотопией сфероидов, если оно 
принадлежит классу Хо (в гильбертовом пространстве А' II Н) и, кро
ме того, для любого /£/ отображение Ф/: А ֊> Н, определяемое равен
ством Ф/(х)= Ф (£, х), х£А является сфероидом индекса д в точке 
х0£Н. Если при этом Фо=/ и Ф1= то мы будем говорить, что го
мотопия Ф соединяет сфероиды / и #. Два сфероида,- которые мож; 
но соединить гомотопией, называются гомотопными между собой.

Теперь мы можем доказать, что, с точностью до гомотоп
ности, сумма сфероидов не зависит от выбора единичного вектора 
а £ А. В самом деле, пусть /, А —♦ Н— два сфероида индекса д в 
точке х0, определенные на одном и том же подпространстве А де
фекта д. Пусть, далее, а и Ь—два произвольных единичных вектора 
подпространства А. Обозначим через <р угол между этими векторами 
(0 <р к). Далее, через с £ А обозначим такой единичный вектор, 
лежащий с векторами а и Ь в одной (двумерной) плоскости, что а_1_с 
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и угол между векторами Ь и с не превосходит — . Тогда поворот 

вектора а на угол <р в направлении от вектора а к с переводит а в 
вектор Ь. Положим теперь

_ f / (2х + а cos ф f + с sin of) при х (a cos <?£ + с sin ?t) -С О, 
I g (2х — a cos ot — с sin <?f) при х (a cos of + с sin of) 0.

Мы получаем непрерывное отображение Ф : 1У.А—*Н, являющееся го
мотопией сфероидов (ср. конец доказательства предложения 3). Опре
делим сфероиды Ф/: А-*Н формулой Ф«,(х) = Ф (t, х). Тогда построен
ная гомотопия Ф соединяет сфероиды Фо и Ф1։ причем как легко ви
деть, Фо есть сумма / +£, вычисленная с использованием вектора а£А, 
а сфероид Фх есть сумма /+я> вычисленная с использованием векто
ра Ь£А. Тем самым независимость, с точностью до гомотопности, 
суммы f+g от выбора вектора а£А установлена. Если сфероид 
/ : А -* Н индекса q в точке х8 обладает тем свойством, что f (А)с.Х, 
где X — некоторое подмножество пространства Н, то мы будем его 
называть сфероидом индекса q множества X в точке х0.

Предложение 4. Пусть X—произвольное множество про
странства Н и х&Х. Пусть, далее, А — фиксированное подпро
странство дефекта q пространства Н. Отношение гомотопности 
сфероидов f: А-^*Н индекса q множества X в точке х0 (рассматри
ваются гомотопии в множестве X, т. е. такие, что Ф (/X А)сХ) 
рефлексивно, симметрично и транзитивно. Если 0 означает по
стоянный сфероид (т. е. 0 (А)=х0), то для любого сферо
ида f. Далее, f + g — g+f для любых сфероидов f, g. Наконец, 
если сфероиды fug симметричны относительно гиперплоскости 
Го подпространства А, определяемой уравнением ха — 0, то 
f+g~e.

Доказательство полностью повторяет доказательство предложе
ния 3 (с очевидными изменениями), и мы его не приводим.

Наконец, перейдем к определению бесконечномерных гомотопи
ческих групп. Пусть X— произвольное подмножество гильбертова про
странства Н и х0—фиксированная точка множества X. Пусть далее 
А—фиксированное подпространство дефекта q пространства Н. Со
гласно предложению 4, отношение гомотопности сфероидов индекса q 
множества X в точке х0 рефлексивно, симметрично и транзитивно, 
благодаря чему все сфероиды индекса q множества X в точке х0 раз
биваются на классы гомотопности. Множество всех этих классов мы 
обозначим через (X, х0). Введенное выше сложение сфероидов 
определяет сложение гомотопических классов (по представителям). 
Относительно определяемой таким образом операции сложения мно
жество П'1 (X, х0) оказывается коммутативной группой—это уста
навливается на основании предложения 4 так же, как и при первом 
подходе (на основании предложения 3) построена группа П° (X, х0).
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Группу (X, х0) мы и назовем (при рассматриваемом втором под
ходе) бесконечномерной гомотопической группой индекса д множества 
X в точке х0.

Из сказанного видно, что построение гомотопической группы 
П*(Х, х0) зависит при таком подходе от одного элемента произвола, 
а именно, от выбора фиксированного подпространства А индекса д.

Предложение 5. С точностью до изоморфизма, группа 
(X, х0) не зависит от выбора подпространства А дефекта д.
Доказательство. Пусть А± и А3—два подпространства де

фекта д пространства Н. Тогда существует линейное обратимое ото
бражение <?: А^А.,, принадлежащее классу Ко. В самом деле, если 
д<Ю, то мы построим произвольный ортонормировапный базис о (ех, 
•••> е„,-• пространства Н, а затем дополним его векторами а։, ••• 
•••, а|?| до ортонормированного базиса подпространства Аг и векто
рами Ь1։•••, до ортонормированного базиса подпространства Аа.
Линейное отображение ®: Аг—*Д2, определяемое соотношениями

<р (е/) = е/, 1 = 1, 2, • • ■; <р (а/) = Ь}-, / -■ 1, 2,- • |?1>
является в этом случае искомым. Если же д^>0, то пересечение 
Дх Г) Аа является в Н подпространством конечного (положительного) 
дефекта д + з (где з>0). Выберем в Д1Г)Д։ произвольный ортонор- 
мированный базис (Ь1։ Ьг,---,ЬЯ) и дополним его векторами 
с1։ •••, с3 до ортонормированного базиса подпространства Дх—и век
торами б1г • • •, бз до ортонормированного базиса подпространства Аг. 
Линейное отображение <р: А1-»А2, определяемое соотношениями

<Р (Ь։)= Ь1г 1 = 1, 2,- • •; <Р (с7) = у = 1, 2, • • •, а,

является искомым в рассматриваемом случае.
Итак, существует линейное обратимое отображение <?: Дх -» А։, 

принадлежащее классу Хо. Фиксируем такое отображение и условимся 
два сфероида /1:А1 —>Н, А2-*֊Н считать эквивалентными, если 
А = А ° ?• Этим устанавливается (в силу обратимости отображения <р) 
взаимно однозначное соответствие между сфероидами /х: А-у—^Н и сфе
роидами А2-*Н (индекса д). Непосредственно проверяется, что при 
переходе к гомотопическим классам это соответствие превращается в 
изоморфизм бесконечномерных гомотопических групп П^<(Х, х0) и 
^?։(Х х0), построенных с помощью подпространства А1 и А2. Таким 
образом, предложение 5 доказано.

Этим и завершается построение бесконечномерных гомотопиче
ских групп при втором подходе.

Рассмотрим теперь вопрос о связи первого и второго подходов 
к построению бесконечномерных гомотопических групп. Мы докажем, 
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что оба рассмотренных подхода равносильны, т. е. приводят к изо
морфным между собой группам П? (X, х0). В частности, из этих рас
смотрений будет вытекать, что группы П’ (X, х0), построенные при 
первом подходе, в действительности, не зависят (с точностью до изо
морфизма) от выбора базиса а. При обсуждении этих вопросов мы 
будем говорить о сфероидах первого или второго типа (в соответ
ствии с тем, какой подход к построению гомотопических групп рас
сматривается), о гомотопических группах первого или второго типа 
и т. д.

Предложение 6. Оба рассмотренных подхода к определе
нию бесконечномерных гомотопических групп равносильны, т. е. 
группа (X, х0), построенная при втором подходе, изоморфна 
группе П® (X, х,), построенной, при первом подходе (при любом 
выборе базиса а и подпространства А дефекта у). Отсюда, в ча
стности, следует, что группы П® (X, х0), построенные для раз
личных базисов о, изоморфны между собой.

Доказательство. Рассмотрим сначала случай д ^>0. Пусть 
а— произвольный ортонормированный базис пространства Н. Обозна
чим через Ьд подпространство, натянутое на первые д векторов этого 
базиса, а через- А—ортогональное дополнение (ЬН) подпространства 
Ьч. Тогда А есть подпространство дефекта д в Н.

Докажем, что группы П® (X, х0) и (X, х0) изоморфны (здесь 
X а. Н— произвольное множество и х0—точка множества X). С этой 
целью мы рассмотрим произвольный сфероид /: Н--Н первого типа 
индекса д множества X в точке х0 и обозначим через А (/) отображе
ние А (/)=/о Хчв՛. А-*Н. Так как, по определению сфероидов первого 
типа, отображение / принадлежит классу то, в силу предложе
ния 1, отображение Д(/) = /о>$£ принадлежит классу Ко и, следова
тельно (так как это отображение имеет вид А-*Н) оно принадлежит 
классу К‘. Далее, так как отображение очевидно, отображает 
изометрично единичный шар Ед подпространства А на единичный шар 
2 пространства Н, то

А (/) (А \ Ед) = / (5? (А\Ед)) = / (Я\Е) = х0.

Таким образом, А (/) есть сфероид второго типа индекса д множе
ства X в точке х0. Мы получаем таким образом соответствие /-»Д (/) 
между сфероидами первого и второго типов.

Обратно, пусть а: А—Н—произвольный сфероид второго типа 
индекса д множества X в точке х0. Обозначим через В (§) отображе
ние В (§) Н. Так как §£К0, то в силу определения
класса К£> отображение В^) = go принадлежит этому классу. 
Далее

в (я)(Я\2)= 8 (Т< (Я\Е)) = г (Д\ЕЛ) = х0. 
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Таким образом, В (g) есть сфероид первого типа индекса q множе
ства X в точке х0. Мы получаем таким образом соответствие g~>B(g) 
между сфероидами второго и первого типа.

Непосредственно проверяется (в силу формул (1))» чт0 отобра 
жения А и В взаимно обратны, т. е. А (В (g)) = g для любого сфе
роида g второго типа и В (А (/)) = / для любого сфероида f первого 
типа. Непосредственно проверяется также, что если за вектор а в 
определении суммы сфероидов второго типа принять вектор 
то будут справедливы соотношения

а (А+А) = А (А) + а (А), в (gl + g2)= в (gl) + в (gt),

где /1։ А —произвольные сфероиды первого типа индекса д множе
ства X в точке х0, а g1, gi—сфероиды второго типа (ср. формулы (3) 
И (5)).

Наконец, отметим, что при отображениях А и В сохраняются 
гомотопии сфероидов, т. е. если А ~ А> то А (Л) ~ (/я) и если 
g1~ gг, то В (^) В (^). Это также непосредственно вытекает из 
определения отображений А и В.

Из сформулированных фактов непосредственно следует, что ото
бражения А и В порождают при переходе к гомотопическим классам 
отображения

Л*:П’(Х, х0)- П?»(Х х0), 

х0)-П’(Х х0),

которые являются взаимно обратными (т. е. отображения А*оВ* и 
В*оА* являются тождественными) и сохраняют операцию сложения. 
Следовательно, отображения А* и В* являются взаимно обратными 
изоморфизмами групп П’ (X, х0) и (X, х0). Остается заметить, 
что в силу предложения 5 группа П^ (X, х0) не зависит с точностью 
до изоморфизма, от выбора подпространства А дефекта q. Таким об
разом, при д^-0 предложение 6 доказано.

В случае д<^0 рассуждения аналогичны, и мы лишь кратко на
метим их. Пусть А—подпространство дефекта д<4). Выберем и фик
сируем векторы av•••, а-q, дополняющие базис а = {е1։ • • •, еп, ■••} 
пространства Н до ортонормированного базиса а*={а1։ • • •, а֊ч, е1։ •• • 
•••» ея,"-) подпространства А. Пусть теперь f-. Н֊>Н— произвольный 
сфероид первого типа индекса q множества X в точке х0. Обозначим 
через A(f) отображение А (f) = foT^-. А—Н. Тогда А (/) есть сфе
роид второго типа. Далее, пусть g: А —*Н—произвольный сфероид' 
второго типа индекса q множества X в точке х0. Обозначим через B(g) 
отображение В (g) =g о S֊" :Н->Н. Тогда В (g) есть сфероид первого 
типа. Эти отображения А и В и порождают (как и при д^-0) взаимно 
обратные изоморфизмы
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Л* : П(’> (X х0) - (X, х0); В* : քՀ (X, х0)- П<’> (Z, х0).

Таким образом, предложение б полностью доказано.
Институт математики

АН Армянской ССР Поступила 27.IV.1973

(. Ա. ՄէՀ՚ԶԱհԱՆՑԱՆ. 2իլթերտյան տարածության ենթաբազմությունների անվերջ չափանի 
հոմոտոսյիկ խմբեր իկաոուցումբ (ամփոփում)

Հոդվածում կառուցվում են իրական սեպարարել հիլրերտյան տարածության ենթաբազմու
թյունների անվերջ չափանի բացարձակ հոմոտոպիկ խմբեբըւ

ԲերւԼոււէ կ այդ խմբերի կառուցման երկու եղանակ և ապացուցվում նրանց համարժե
քությունդ

Բոլոր կառուցումների հիմքում ընկած է Վ. Գ. Բոլտյանսկոլ կողմից կառուցված անընդհատ 
արտապատկերումների Kq դասըլ

E. A. MIRSAKCHANIAN. The construction of InfInitв-dimensional 
homotopic groups for subsets of Hilbert space (summary)

Tho construction in the heading is carried out for real separahel Hilbert spa
ces. Two ways for constructing tho groups are proposed and their equivalence is 
shown. Boltjanski's class K„ of continuous mappings is utilized.
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