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Р. 3. МКРТЧЯНО ЯДРЕ СПЕКТРА ОПЕРАТОРА ТИПА ШТУРМА-ЛИУВИЛЛЯ И О НЕКОТОРЫХ ПРИЗНАКАХ ЛЕБЕГОВОСТИИЛИ СИНГУЛЯРНОСТИ ЕГО СПЕКТРА0°. Рассмотрим оператор Штурма-Лиувилля в гильбертовом про странстве (0, + со)
Ly = q(x)y-^> (1

ахгде функция q (х) непрерывна на каждом конечном интервале. Возь мем класс М финитных функций, которые определены в интервал։ [0, 4֊оо), их производные первого и второго порядка принадлежа* 
L3 [0, 4֊ со) и удовлетворяют следующему краевому условию:

у (0) cos a -f-y' (0) sin а = 0. (2Хорошо известно, что оператор L симметричен в классе М фи нитных функций, и если он оказывается несамосопряженным, то до пускает самосопряженное расширение, которое мы будем обозначат: тем же символом L.На основе теории, разработанной в работах [1], [2], [3], иссле дуем построение ядра спектра самосопряженного оператора Штурма Лиувилля и получим несколько критериев о лебеговости и сингуляр ности его спектра. Для втого, как известно ([2], [3]), нужно умет: построить резольвенту этого оператора. Как известно (см., например [4], стр. 56), значение резольвенты Rz на функции f (х) (которое при нято обозначать через Ф (х, z)) имеет следующий вид:
JC **>ф (х, z) = ф (х, z)j<Р (у, z) f (у) dy + <р (х, z) j ф (у, z) f(y)dy, (3 0 х ■где при подходящем выборе функции т (z), ф (х, z)= 0 (х, z)-|- т (z)> X <р (■*» z) принадлежит L3 [0, + <х>), а функции 0 (х, z), <р (х, z) удов летворяют одному и тому же дифференциальному уравнению^ч-{х-д(х)}у=0 (4ахи соответственно следующим краевым условиям:tp (0) = sin a, <p' (0) = — cos а,0 (0) = cos а, 0' (0) = sin а. (4*Что касается функции т (z), то она допускает, как хорошо известие (см., например, [5], стр. 181), следующее представление:
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Г 1/3 (0 3 14-1/1’

тп (г) = — с1г а + Г , (5)
J г — 1

— асгде о (/) такая монотонно возрастающая функция, что а (— со) =0, оэ. Известно, далее ([4], [5]), что функция а (/) являет
ся в каком-то смысле спектральной функцией рассматриваемого оператора Штурма-Лиувилля.П. 1, по существу, посвящен новому доказательству того факта, что мера о эквивалентна спектральной мере ? (/) = где Е[ так называемое разложение единицы оператора £, а— порождающий (циклический) элемент этого оператора.1°. Принимая во внимание, что спектр оператора /■ простой, обозначим через V оператор, существующий в силу основной спектральной теоремы и осуществляющий изометрическое отображение пространства £2 [0, 4՜ °о) в пространство Л2 так, что оператор Ь переходит в оператор умножения на независимую переменную.Пусть й՛ (х) порождающий элемент оператора Ь и предположим, что функция 8 (х) непрерывна. Построим 'функции (х) следующим образом:

8п = если 0<х<п, и £п (х) = 0, если п<х<4-со.Так как функции #я(х), очевидно, сходятся к функции £ (х) по метрике [0, 4֊ со), то в силу изометричности оператора V функции 
У§п сходятся к функции У8 (которую без ограничения общности можно считать тождественно равной единице) по метрике £%.Образуем выражение

--- ~ ((^+1т — 8п, ёп).я 2^1Из представления резольвенты (3) легко видеть, что(7?х+н — /?х_ь)^я==6 (х,X 4- 14)^ ? (у, X 4- /т) 8п (у) <1у — Щх,\ — /г)у <р (у, X—։4) 8п (у) 4у± 
+?(х> '?֊ + Н-։'х) 8п (у) <1у — у (х, X—14) у 6 {у, \—1х)8п (у) <1у +

4- т (Х-Ьгт) <р (х, X 4֊ н) Сп (X 4-14) — т (X — гЧ) -<р (х, X—г։) Сп (X — 14), где
00 п

Сп (Х-Н4) — I <Р (х, х 4֊ 14) 8п (х) </х= <Р (х, Х4-14) 8 (х) дх, о о



192 Р. 3. Мкртчянотсюда получается следующее равенство:
— я4՜=15

Х4-։Ч) 8" (х> *

— <р (х,X — гЧ) Г 0 (у,X—։Ч) §п (у) dy} dx+

+ ֊^— [т (X + гЧ) 6’ р. + ։Ч)—т (X — /Ч) 6’ (X—<*)]. (6)2 я/Докажем, что для любого действительного числа X предел как первого, так и второго слагаемого в (6) равен нулю. Как известно ([6], [4, 5]), при фиксированном х функции <р (х, я), 0 (х, я) целые и непрерывны по совокупности аргументов, поэтому, согласно классическим теоремам теории функций (см., например, [7]), для каждого конечного интервала (0, л)
л лУ? (х, я) </х и у 0 (х, я) dx суть целые функции я, о оа следовательно, в силу финитности функций (х) легко доказать, 

что

| £л (х) <р (х, я) • I 0 (у, г) (у) </х
о X ;также будут целыми функциями я. Теперь уже нетрудно заключить, что предел как первого, так и второго члена в (6) действительно равен нулю.Таким образом, мы получили, что для любого X равенство (6) принимает следующий вид:З1“ ~ ["։ (Х-|-։Ч) 0^ (Х֊НЧ)—т (X—։Ч) б^(Х—гЧ]| =0.

• I К Х7Г7 " I (6*)



О ядре спектра оператора 193Введем следующие обозначения:/,(Х, /, р, а, Ь) - — Г , (7)
аесли а = — 03 6=4՜ °°> то/А /, Р. — °=, 4՜ оо) = /,(Х, /, р), (8)если же / (#)^1, то /А 1. Р, — 4-оо)=/т(Х, р),благодаря которым выражения, входящие в последующие формулы, не будут громоздкими.Докажем, чтоНт | ֊^— [Сп (X 4՜ *’) т (к +г)—б„ (К — й) т (X — /•։)] —•։-+о I ֊ бл (X 4֊ *) (X, а) | = О

при всех тех X, при которых функция о (/) непрерывна.В самом деле, имея в виду (5), (7) и (8), можем написать
(9)

[Сл (X 4՜ й) т (Х4-й)—б„ (X — й) т (X — й)] = 2-г
= ~~ Оп (Х4֊й) [т (Х-Ь г«)— т (к — й)] 4֊ 2кг֊Т т (Х-й) [б= (X 4՜ ֊ СРП (X - й)] =
2-К1 с1д«4- — /х(Х, X—о)4- т

+ — [в2п (X 4- ,4)— б^ (X— й)]. —(X, X— а) - с1£ а ] 4֊ 2гя т |

2
2

6« (X 4֊ й)—б® (X — й)
֊Г 2 'По лемме 3 ([1]) из непрерывности а (/) в точке X следует,

(9*)
что

՛ о (— \ при т—>4֊о. С другой стороны, из того факта, что
выражение б^ (X 4՜ й) — 0% (X—й) стремится к нулю не медленнее, чем т, следует, что третье слагаемое правой части (9*) стремится к нулю.В силу теоремы Радова-Никодима можем написать
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где 0՜ х) Ժյ (х). В силу того, что функция Р (0 непре-
рывна в точке X, легко доказать, равна нулю.В самом деле что производная з>. (/) в точке X.

о3). (X 4՜ 8) —ах (X)
хоСледовательно, по лемме 2 ([2]) второе слагаемое правой части стремится к нулю. Итак, справедливость равенства (9) установлена.Если даже в точке X функция о (£) имеет разрыв, тем яе мев точке X функция ах (/) непрерывна и все ее производные числа ограничены. Следовательно, из анализа доказательства леммы 1 ([1]) следует, что второй член правой части равенства (9*) ограничен по абсолютной величине, а в силу того, что С?п (X-}-й)—(X—й) стремится к нулю не медленнее, чем ", при ■։ стремящемся к нулю, то по лемме 3 ([1]) третий член правой части (9*) тоже ограничен по абсолютной величине. Таким образом, мы доказали, что для любого т имеет место неравенство

~~ О + ”) т С‘Ч~<'с) — Сд Ռ՜”) т О ՜ ՜2՜/ -^(Х+й)-/г(Х,а)1<0(1) (Юдля каждого X, Теперь докажем, что для тех X для которых предел
Շ2 (Х-Էր։) тп (X + й) — Շ2 (к — й) т (к — Ւ) по любой последовательности "Л не равен нулю, имеет место равенство С’()' + ”)т(Х + й)-С’(Х-й)т(Х-й) 11т ---------------------------------------------------------— 1. (11)~ + 0 2«/С^(Х+й)/, (X, а)В самом деле, из (9*) можем написать

Շ* (Х+гЧ)щ (Х-|-й)—Շ2 (X—й) т (к—гс)

2*1 (հ (Х-+-й)‘/, (X, з)
(Պ (Х + ”) ~ Պ V֊—”)]• [ — /- (Հ 1> з)—с1%а |= 1 -1-------------------------------------------Լ1________________________________֊։ +Т 2я/ <^(Х4-Й)-/ (X, а)

б»(к+й)-с;(к-й) ։2б£(Х-1-й) Ա '



О ядре спектра оператора 195Из (9*) видно, что для таких X J- (X, а) не стремятся к нулю по любой последовательности тЛ 0.Из того, что Gn (г) — целая функция, следует, что&п (Х+к)—G2՝ (). - ft) G® (X 4-ft) “Отсюда и из того, что |/։(Х, X —f, о)| = о (J- а)) при т-»+0 вытекает, что второй и третий члены правой части равенства (12) стремятся к нулю. Таким образом, равенство (11) доказано.Введем теперь обозначение>.= J HWrfp(f), (13)
— вотогда, в силу теоремы Радона-Никодима и соотношения (9), равенству (6*) можно придать удобный для дальнейшего видlim [/-՛ (X, p„) — G2 (X 4- ft) /- (X, а)] = 0 (14)

х-+0при тех X, при которых а (/) непрерывна.Теперь из равенства (6*) легко заключаем, что
— ОЯ^Ы2lim --------------------- ---------------------------------------------------- = 1 (15)~+° [m (X + ft) G2 (X + ft)- т (X—ft) &п (X-ft)] 

при тех X, при которых пределы знаменателя и числителя левой части равенства (15) по любой последовательности тЛ не равны нулю. Отсюда и из (11), (8), в свою очередь, заключаем, что для таких X имеет место равенство
t-+o Gn (X 4- ft) (X, о)Из (6*), (10) и (13) вытекает, что для любого т1Л(Х, pn)- G2 (X 4- ft) /т (X, а)| < О (1) (16)для каждого X.Обозначим через Кп = {ХО1) £ R1- Сп (Мп)) = 0, р = ± 1; ± 2; ■ • •} множество тех точек вещественной оси, где целая функция Сп (я) равняется нулю (можно предполагать, что Х^><^Х^Л), если р<^_д). Обозначим К = V Кп, ясно, что множество К счетно. («)Легко видеть, что в каждой точке ^Кп функция рЛ непрерывна. В самом деле, так как в точке Х£ЛГЛ функция (X 4՜ г։) стремится к нулю со скоростью т2 при т —» 4՜ 0, то второй член левой части 



(16) должен стремиться к нулю, тогда из (16) и леммы 3 ([1]) следует, что функция р„ непрерывна в этой точке.Докажем, что для любой точки непрерывности функции а (<) из интервала ДМ (в) - (ХМ 8. ХМ, _ е)> где £ _ произвоАЬНОе число, меньшее чем ХМ,--ХМ, имеет место равенствоНт [б? (X + Л) /Т(Х, а) ֊ у,(Х, а)] = 0. (17)В самом деле, согласно теореме Радона-Никодима, имеемНт Л(Х, С2(Х)_ ^(#); о{0)<ПтЛ (X, ?),
•и-*+0где

I°(0=| |С’(Х)- б® (х)|(х).

Так как разность б^-(Х) — (х) стремится к нулю со скоростьюх ПРИ х стремящемся к точке X, то легко видеть, что производная 0 (0 в точке X равна нулю, следовательно по лемме 1 ([1]) и из того, ™> Ит[б2(Х)--б’(Х+й]./4Х,О)= 0, верно (17).Легко доказать, что для каждой точки из интервала Л<,п) (е) имеет место равенство
.. с„2(^)-Л(М , 11т п * •
Х-+0 /-(X, Сп, а)В самом деле

<?юл(и , (х)֊ спо,»ю)Л(Х,С2,а) + /А 6’, а)Так как |бя (X) — бя (0|<С °а> если |£—Х|<^81։ то

(18).
(18*)

.. Л(Х,^(Х)֊С2(0, а(0)
Л (X, в' а)

... оо-сна°(о>>֊+м .Л(Х, б*, а, X — 81։ Х + М< 5а-/- (Ь» 1» 1 + М__________________ 8,___________^-+о/,(Х,1,а,Х-81,Х + 81).п։։п 6^(0՜ тш б2 (0 ՛
/ах-։,А+։,) /е о-г., х+г.) 'В силу произвольности о* получается, что второй член правой части (18*) стремится к нулю, если т-» 4-0; следовательно верно (18).Из (18) и (15*) получаемИт



О ядре спектра оператора 197для тех X из интервала Д'рп> (е), р= + 1, + 2, • ••, при которых пределы знаменателя и числителя левой части (19) по каждой последовательности 'п не равны нулю.Из (17) и (14) получаем, что для любой точки непрерывности функции а (/) из интервала А^Л) (е) можно написать1нпо [Л О֊. рл)-л (>֊, с?’, °)]=0. (20)Легко доказать, что на интервале Д<"> (е), где в—произвольное число, точки непрерывности функций а (£) и ря (I) совпадают. В самом деле, пусть в точке /0 С ДрЛ) (г) функция а (<) непрерывна. Применив теорему Радона-Никодима ко второму интегралу выражения (20) и принимая во внимание, что точка #0 является точкой непрерывности 
I

*** Г* 2для функции бя(0= Сп (£) (£)> по лемме 3 ([1]) непосредственно
— •оследует, что в точке 4 функция ря (/) непрерывна. Теперь предположим, что в точке С ^Л) (е) функция ря (^) непрерывна. Тогда из того, что функция (X) отлична от нуля на всем интервале Д00 (е)։ в силу леммы 3 ([1]) и (16) следует, что в точке функция а (<) непрерывна, что и требовалось доказать.Обозначим через ас (/) и (<) (соответственно ряе (<) и ря</ (<)) непрерывную и разрывную части функции о (<) (соответственно рЛ(£))- Тогда легко доказать, что для всех Х^Я1 имеет место равенство

1
Рпч (X) = У (О (<). , (21)

— поВ самом деле, в силу теоремы Радона-Никодима равенство (19) можно переписать следующим образом:Пт Л (Х-> Рл) = 1 (22)М+О /.(X, ая)при тех X из интервала Д<Л> (е) р = ± 1, +2, •••, при которых пределы знаменателя и числителя левой части (22) по каждой последовательности тп не равны нулю. Выше мы доказали, что на интервале ДрЛ) (е) функции ря (£) и ая (/) имеют одинаковые точки непрерывности, следовательно эти функции имеют и одинаковые точки разрыва. Теперь докажем, что рост разрыва для обеих функций ря (£) и а„ (?) в точке Хо £ Д (е) (если существуют такие точки) один и тот же. Для этого введем в рассмотрение функции ря</„(0 и ап<1։։ (<), определенные следующим образом:
409—2
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Рп<г. (0= [рл (>֊о+О)֊рл ().0)].е (/-х0),

°ոժ0 (0 = [°л От) + 0)—ап (\))]-9 (է — М՛После этих обозначений, в силу аддитивности интеграла, равенство (22) можно переписать следующим образом:
լյա /• Р" — Рлд,)+ 0՝> Рлд.) _ ւ. (22*)

+ . ]-■ О՝» °л — °ոժ0)4՜ յ֊. ()՝> °ո<է^Так как точка Хд для функций ря(£)—рядс (*) и °" °л<*«(0-о 'гз а г \ / ч /ՈՆ первые слагае-ляется точкой непрерывности, то в силу леммы о Ա*յ/ н .„ ггпи X = 1՝л имеютмые знаменателя и числителя левой части (22 ) ПРИоценку о \ следовательно по этой лемме левую часть равенства \ т /(22*) при Х=Х0 можно записать в виде
' շ рлд, О‘о + 0) ~՜ —

.. }-0о> Рл<*.) . к_________ ___________=пт ---------~----  = пт-------------------------- ~~+0 Л(*о, »«<*.) ~+0 Т 0„,, (Хр+О)— °пЧ' 0-օԼ
■ Т----------------?_ Рл (Хр ՜Ւ 0) — Рл О-о) _ լ°л (Хр+О)— Од (Хо)Итак, Рл (Хо + 0) - рп (>-о) = о„ (Хо +0)- о„ (М А™ каждой точки разрыва из интервала Д^ (е), следовательно

х
Рлд (X) = Од, (X) +с (X) = ք Շ2Ո (0 ժօ, (0+с (X) (23)

для любого Х£ЯХ— и Р4Л)}, где с (X) постоянна (л) в каждом интервалеДр) = (^рЛ); )• В силу того, что функция (<) стремится к нулюсо скоростью р֊^) — /|а, когда I стремится к Х^1), функция
а (0 ժօ (0

непрерывна в точке Х^Л), р = ± 1; ±2; • • •• Поскольку рЛ (X) непрерыв՜ на в точке Х0*), то формула (23) показывает, что с (X) = С. С другой •стороны, рЛ (— со) = 0, значит С=0. Далее, легко видеть, что равенство (23) имеет место для всех X £ R1, и поэтому формула (23) действительно принимает вид (21).Теперь докажем, что для любого Х^Л1 имеет место равенство



О ядре спектра оператора 199
X?лс (>•) = У С2п (<) </зе «). (24)

----ОСВ самом деле, если в равенстве (20) вместо ря (<) и з (I) подставим соответственно рле (04՜ Рл<* (0 и °с (0 4՜ (0> то в силу аддитивности интеграла получим_Нто [/- (X, ряе) — /- (/., в2, зе)] =0 (25)для всех Х^/?1, кроме счетного числа точек (поскольку множество точек разрыва функции з (/) счетно).Если обозначим аа (/) и (<) (соответственно ряо и рЯ£) абсолютно непрерывную и сингулярную части функции з (/) (соответственно рис (0), ТО функции
/ ։

°па(1) = У С^(х)Лв(л), ОЯ£(0 = уСл(х)«/зс(Х) И Зя։(0 = 
----- 30 -----*

։= У Сл (ле) е/з, (х),
очевидно, будет соответственно абсолютно непрерывной, непрерывной и сингулярной частями функции а„ (/).Из равенства (25), в силу леммы 1 ([1]), можно заключить, что почти везде на интервале Д^Л) (в) производные функций ряа (0 и 
апа (/) равны, следовательно, в силу произвольности в, абсолютно непрерывные части этих функций отличаются лишь константой на интервале Д(,Л» = (Х<Л); ХЗД), т. е.

х •Рлл (X) = У О’ (О (0 +с (X), (26)
где Х£ и (Х(л>; Х<">1) = R1—и {Х<л>} и с (X) постоянна в каждом интерес) Ср)вале Д<,Л>.Так как
Рлл (— о՞

непрерывная функция ряд (X) удовлетворяет условию хI Сл (#) <ка ({:)— непрерывная функция на R1, то из
(26) следует, что с (Х)=0 и для любого X £ R1 имеет место равенство

Рлл (X) = X
У Ся (0 «). (26*)



200 P- 3, Мкртчян_______________========J_==Из (25), (26*) и аддитивности интеграла вытекает, чт0 имеет место равенство 'Rm [/.(), рЛ, )֊ /,(Х, а՜՜«)] =0 (27>
для любой точки kÇ ДР*), кроме счетного числа точек.Теперь уже из условия (27) и из того, что монотоннно возрастающие функции pnj (f) и оЛ, (Z) сингулярны по мере Лебега, можно заключить, что в интервале ДЮ функции р« (0 и оЛ, (О отличаются друг от друга постоянной величиной. Доказательство этого факта бу дем проводить от противного. Пусть мера ans не является абсолют но непрерывной относительно меры рЛз, тогда (см., например, [ J, стр. 56) будем иметь = сл,։ + ал„, __ (28>где монотонно возрастающие функции аЛх, (7) и ans, (0 соответственно абсолютно непрерывная и сингулярная составляющие меры ° ns относительно меры pnj. Очевидно, что

х°лъ(М= J ? (О d?ns (0+с, где к£ДЮ, (29)
и функция ans, сингулярна относительно мерырях = Рях — °лз, • (30)Тогда по теореме Лебега-Витали ([9], стр. 200) производная по системе Витали* [9] = 0 (31)

daK,tна множестве F, полном по мере апз,.Так как функция a ns, сингулярна относительно меры Лебега, то в силу леммы 4 ([1]), не нарушая общности, можем сказать, что в любой точке F производная a'ns = + со. Тогда из условия (31) сразу следует, что в любой точке множества F производная (anJ, — рях)'= 4՜ 00 •Из (27), (28), (30) и аддитивности интеграла заключаем, чтоlim °лц — рях)==О (32)
t-»+0•в любой щочке, кроме счетного числа точек из R1.Теперь нам нужна следующая лемма, доказательство которой приведено в конце этого пункта.

состоящей на всевозможных замкнутых интервалов из R՝1.



О ядре спектра оператора 201Лемма 1. Если р (t) является функцией ограниченной вариа
ции и в точке X производная р' (>•)= 4՜ °°, то существует после
довательность — + 0 такая, чтоl»m J-n (X, Р)= + «>• 

'/I-+0Так как функция ans, — р„ имеет ограниченную вариацию и производная (s«, — рл.)' ■= + о= на несчетном множестве F, то в силу леммы 1 получается противоречие с (32), откуда и следует, что в каждом интервале Д),Л) мера <зпз является абсолютно непрерывной относительно меры рЯ5, т. е. к(X) = у <р (0 d?ns (0 4- с (X), (33)
— ООгде с (X) постоянна в каждом интервале ДМ.Из (27), (33), в силу теоремы Радона-Никодима, получаемlim Л(Х, Рд,) [ 1 - Л ()՜’ = о (34)

■=-+<> I /-(х, Рлл) Jдля любой точки (кроме счетного числа).Так как функции рПз (0 сингулярны относительно меры Лебега, то в силу леммы 3 ([2]) заключаем, что первый сомножитель левой части равенства (34) стремится к 4֊оо на множестве F1 полной pnj меры, следовательно второй множитель левой части равенства (34) стремится к нулю на множестве F± (кроме, может быть, счетного числа точек), поэтому из равенства (15) ([10]) заключаем, что <р (t) =1 почти везде по мере р„з- Теперь уже, в силу (33), получаем хрЛДХ)= ом(Х)+ с (X) = J G« (t) dos (0+ с (X), (35)
— ООгде XÇÆ1— и{Х(Л>} и с (X) постоянна в каждом интервале (Х^1), Х(">։). 

(р)Наконец, из непрерывности функции pnj(f) и a,(f) следует, что функция с (X) не зависит от X, а из условия ря, (— œ)=0 вытекает, что с (Х)=0. Итак, для любого X^Æ1 имеет место равенство
XР»,(Х)= у<7’(ОЛ,(0, (35*)

— ООсопоставление которого с (26*) доказывает справедливость равенства (24). Теперь докажем, что мера р и мера о эквивалентны. В самом деле, так как для любого п функция (/) отлична от нуля на каждом множес тве положительной ас-меры, то из (24) видно, что меры ряг и ас 
эквивалентны. Докажем, что меры рс и ас тоже эквивалентны. Пусть 



202 P- 3. Мкртчянмножество Е имеет положительную ас меру, т. е. ос (Е) >0» тогда ряс (Еу>0 для любого п, следовательно из того, что мера рс не слабее, чем мера Рле (т. е. из ряс(£)>О->рс (£)>0), легко заключаем, что мера ре не слабее ас. Для доказательства того, что зс, в свою очередь, не слабее рс, прежде всего заметим, что из сходимости ’ И^л к Vgsi » метрике Лар легко заключить, что для любого измеримого подмножества F lim рЛ (F) = 
=p’Af), а также;Ит ряе(Г) = ре (F), поэтому из (Л)>0 будет следовать, что Рле(Г)>0 для достаточно больших л, но поскольку ос и Ряс эквивалентны при всех л, будем иметь ос (F)>0, т. е. ое не слабее ре.Теперь уже из эквивалентности мер рс и ос заключаем, что существует положительная на полной зе-мере функция (/) такая, чтох

р*м= J л (Зб>
— ООДокажем, наконец, что меры pd и ‘За тоже эквивалентны. Заменяя целое л произвольным неотрицательным I как при доказательстве формулы (21), так и в фигурирующих в ней обозначениях, будем иметь формулу хPzrf (>՝)= J G? (?) d-зц (f). (37)
-• воПредположим теперь, что функция имеет разрыв в точке >-0, тогда из G'^ ()^) =£0 и формулы (37) получаем, что функция pzod имеет разрыв в той же точке но поскольку мера ра> очевидно, не слабее меры pz։<z, заключаем, что функция pd также имеет разрыв в точке Хо, а это означает, что р</ не слабее ad. Мы утверждаем, что найдется Z0>0 такое, что G2 ибо в противном случае имело бы местотождество <р (х, g (х)=0, которое очевидно невозможно.Теперь предположим, что в точке Хо рД\,+О) —pd (А—0)^>0; так как меры рпа сходятся к мере р</, то существует л0 такое, что ра,а (/֊о4_О) — — Рл<д (\) — 0)>0, поэтому, принимая во внимание (21), заключаем, что ad (\>4-0)— Od Р֊о—0)>0, т. е. od не слабее p<z, а значит они эквивалентны. Далее, аналогично предыдущему, существует положительная на полной Od-мере функция /։ (?) такая, что имеет место равенство

х
PdW= J 7« (*) (П. (38)

—- -vВведем функцию f (t) , определенную на множестве полной з-ме- ры, которая совпадает с /2 (t) в точках разрыва а (?) и с /։ (?) в точках ее непрерывности. Тогда из формул ‘(36) и t(38) следует, что для любого X Ç R1



О ядре спектра оператора 203
?(>֊) = ]7(0<&Ю» (39)

— «сгде функция / (/) отлична от нуля на множестве полной з-меры.Далее, из (39), применяя теорему Радона-Никодима, будем иметь
х

4) = Г-֊-</р(О, <39*)
У \ *•/ — оочто и доказывает эквивалентность мер з и р.Отметим, что во всех точках разрыва функции з ({) имеет место следующее соотношение:

(о=/»>«• (40)В самом деле, из (21), (38) и из того, что для любого Х^Л1Ига рп<* (Х) = 0՝)>будем иметь 
х х11Ш (* С2П (0 Лд(<) = [л (0 Л, «). (41)

«-*•“ л 3
---  ОО ---- ООТак как в равенстве (41) число X произвольно, то нетрудно видеть, что для любого борелевского множества Е имеет место равенствоИш Г С‘п (0 (0 = Г /2 (0 (кц (*)•

Е ЕВ частности, если вместо множества Е взять точку X, в которой функция аа имеет разрыв, будем иметьИт Сл2 (X) [о, (Х+0)- (Х-0)] =/, (X) [а, (Х+0)- (Х-0)]>0.
Л-* воПереходим к доказательству леммы 1. Для этого нам понадобится следующаяЛемма 2. Если функция / (х) монотонно возрастает на ин

тервале [а, 6] и на этом интервале функция р (х), имеющая ко* 
нечную вариацию, удовлетворяет условию р(х)<р(5) (сос,к- 
сетс;г.зен.чо р (6) ■֊'>? (х)), то имеет место неравенство

ь
р(х)</р(х)>/(а) (р(б)-р(а)] 

а

Ь
^соответственно /(х) </р (х)</(а) [р (6)—р (а)]^ •



204 Р. 3. МкртчянДоказательство. Используя формулу интегрирования по частям в интеграле Лебега-Стильтьеса и условия леммы, можем написать 
ь ьС /(х)</р(х)=/(х)р(х) Ь- СР(х)^(х)>/(6)р(6)-/(«)֊Р(а)- 

V а J
а а֊ Р.(Ь) И (6) - / (а)] = / (а) [р (6) - Р (а)]•Аналогичным способом можем доказать справедливость утверждения этой леммы, которое написано в скобках. Таким образом, лемма 2 полностью доказана.Доказательство леммы 1 получается теперь следующим образом. Так как производная р'().) = +оо, то существует такое число 8^>0, что имеет место неравенствоР (О'СрОО, если *6(Х —8, X) 

и .р (Ор (X), если * € (х, х 4- 8). (42)Более того, легко показать, что существует последовательность тл -» 4՜ 0 такая, что для каждого п имеет место неравенствор (X—хЛ) > р (<), если I £ [Л— X — хя), (43)где хл < /^7 < 8.В силу аддитивности интеграла можем написать л„ (X, р)= }.п (X, I, р, ֊ оо, Х-/Ч7) 4- лл (X, 1, р, х-Л7, х-тл)+ + ]-.п (X, 1, Р, х-гя, Х)+/=л (>՝» 1> р. К Х8)4֊ЛЛ (>֊» 1. р>х + 8» °°)- (44) Покажем, что первое слагаемое правой части (44) ограничено по х. В самом деле, так как функция р (х) имеет конечную вариацию, то р (х) = рх (х) — р։ (х), где Рх и р, — монотонно возрастающие функции. Следовательно для каждого х можем написать следующее неравенство:Л О'» 1» р> — °°» )-СЛ(Х, 1, р։,— °°, х—х) ++ /- О'» !> Ра» ~ °°» >---- V ’ХР,(Х-]/У \ Рх (Х)4-р, (X)4- ? / ''' КТаким же образом можно доказать, что ограничено и пятое слагаемое правой части (44); что же касается второго и четвертого слагаемых, то легко видеть, что они неотрицательны. В самом деле, таккак подынтегральная функция 1(<-Х)Ч֊^ монотонно возрастает винтервале [X—ргхЛ, X—хл], то из условия (43) и леммы 2 будем иметьА (*, 1, Р, X - у х„, х-хл) > 21 • — [р (Х֊хл)-р (X-V тл)] > о« (Ихл)։4-тлдля любого хЛ.



О ядре спектра оператора 205Далее, используя лемму 2 и (42), легко видеть, что
— п 0 , 1, Р, >> + 8, >•) < [₽ (>•) ֊₽(>՝ + 8)] < 0,'л '■> Т -лследовательно четвертый член правой части (44) больше нуля для любого 'л.Опять используя лемму 2 и (42), можем написать

}-.п 0, 1, Р, >֊-■'«, X) ■ ֊֊р [р (X)— р (Х-гл)]=^-р(Х)~р(Х~ЧГС ’'л Т 1л 2гс ТпСледовательно, в силу того, что производная р' (Х)= -{-оо, получается, что третий член правой части (44) стремится к + со, когда тя->- +0.Наконец, в силу сказанного выше о каждом члене правой части равенства (44), следует справедливость леммы 1.Замечание. Используя рассуждения этого пункта и формулу(1) ([Ю]), можно доказать следующее:1) участвующая в формуле (39) функция /(X) имеет вид/(Х) = Нш С’(Х)=С3(Х)
Л-*«»почти всюду по мере р;2) для изометрического оператора V (соответствующего оператору Штурма-Лиувилля) имеет место равенство

где
ОО *// (Х)= у (х, X) Л (х) dx.о2°. В этом пункте мы, опираясь на установленную выше эквивалентность ри։, построим ядро спектра самосопряженного оператора Штурма-Лиувилля и получим несколько признаков лебеговости, чистой точечное՛™ и сингулярности его спектра.Прежде всего из (5) в силу леммы 5 ([1]) и леммы 4 ([2]) ясно, что функция <2 (X) Пт {— 1т т (X -|- й)} (45)
т-»+0определена и неотрицательна почти всюду как по мере Лебега, так и по мере а.Рассмотрим теперь множество<2(£) = (хе/?’, <2(Х)>0}

и докажем следующее основное.



206 P. 3. МкртчянПредложение 1. Множество Q (!) является ядром спектра 
оператора Штурма-Лиувилля*. fВ силу предложения 3 ([3]) достаточно доказать, что множество Q (Z.) имеет полную р-меру и что множество М = (Q (Л)\о ( ))U U (S* (L)\Q (£)) имеет нулевую лебеговскую меру.Из (5) и (45) получается, что

-1 («) 

К --+0 К J (t—— ООСогласно лемме 5 ([1]), множество Q (£) имеет полную з-меру, т. е. ° (/?J\Q (Z,)) =0. С другой стороны, из эквивалентности мер ■> и р множество Q (£) имеет полную р-меру, т. е. р (Q (£))-՜? (^ )•Теперь покажем, что множество М имеет нулевую лебеговскую меру. Предположив обратное, без нарушения общности, можем считать, что mes (Q (£)\S* (£))^>0. Тогда из предложения 5 ([3]) следует, что функция a (t) имеет абсолютно непрерывную часть, следовательно по лемме 2 ([2]) a (Q (£))\5* (£)>0, но поскольку меры а и р эквивалентны, то р (Q (L)\S* (L))^>0. Далее, из определения множества 5* (£) следует, что на множестве Q (L)'\S* (L) функция Ф (л) или равна нулю или не определена, следовательно, учитывая лемму 5 ([!])/ приходим к противоречию. Таким образом, мы доказали, что симметрическая разность множеств Q (Z.) и -S* (Z) имеет нулевую лебеговскую меру.Предложение 1 позволяет сделать некоторые заключения о характере спектра оператора Штурма-Лиувилля в терминах функции 
т (я) и в терминах множества Q (Z,), которые соответствуют общим критериям, приведенным в работах ([1], [2], [3]).Предложение 2. Чтобы непрерывный спектр оператора 
Штурма-Лиувилля был лебеговым на участке (a, P) cz А?1, доста
точно, чтобы для любого X из этого участка (кроме, быть может, 
счетного их числа) существовал конечный предел lim (— Im т (X-j-ft)}.Предложение 3. Для того чтобы на участке (а, P) с R1 
не было ни одного собственного значения оператора L, необходимо 
и достаточно, чтобы для любого XÇ (а, Р)Im т (X -f- Л) = о (—при т —► + 0. \ т /Предложение 4. Для того чтобы спектр оператора 
Штурма-Лиувилля был чисто точечным на участке (а, P) а: R1, 
достаточно, чтобы для любого XÇ (а, р)։ кроме, быть может, 
счетного их множества, имело место

Точнее говоря, Q (L) отличается от ядра на множество нулевой спектральной 
и лебеговской меры.



О ядре спектра оператора 207lim 1m {— т (>. + ft)] = 0.
•:-.+0Предложение 5. Для того чтобы спектр оператора L не 

содержал лебеговской части, необходимо и достаточно, чтобы mes Q (А) = 0 или, что то же самое, чтобы lim Im (—m (л+Л)} = О --+о
почти всюду по мере Лебега.Предложение 6. Для отсутствия непрерывной, части спек
тра оператора Штурма-Лиувилля достаточно, чтобы ядро 
спектра Q (L) состояло из не более чем счетного множества точек.Предложение 7. Для отсутствия сингулярной части 
спектра оператора Штурма-Лиувилля достаточно, чтобы предел lim 1m {—т (X +/")) равнялся бесконечности в не более чем счет- 
т-»+0 
ном числе точек.Доказательство предложения 2 проводится следующим образом. Предположим, что спектральная функция р (t) имеет на участке (а, Р) сингулярную часть. Тогда, в силу эквивалентности мер р и а, функция о (t) также содержит сингулярную часть, следовательно, из (45), (46) и в силу леммы 3 ([2]) получается, что на множестве мощности континуум предел lim lm {— т (X + й)} =

т^ + 0Полученное противоречие означает, что на участке (а, Р) спектральная мера р не может содержать сингулярную часть.Доказательство предложения 3. Пусть р (/)—непрерывная функция. Тогда, в силу эквивалентности мер р и а, функция 
a (t) непрерывна, следовательно, из (45), (46) и’ леммы 3 ([1]) вытекает необходимость условия предложения 3. Предположим теперь, что функция р (£) имеет точку разрыва Хо Ç (а, р), ктогда, в силу эквивалентности мер р и а, функция <з (/) также разрывна в точке Xq, следовательно, по лемме 3 ([1]) получаем противоречие.Доказательство предложения 4. Пусть спектральная функция р (t) на участке (а, Р) имеет непрерывную часть, тогда a (t) тоже имеет непрерывную часть, следовательно, по лемме 5 ([1]) предел lim Im {—/п(Х + Л)) отличен от нуля на множестве мощности кон- 

+0тинуум. Полученное противоречие означает, что спектральная мера р (/) чисто точечная в интервале (а, Р).Справедливость предложения 5 вытекает из предложения 1, предложения 3 ([3]), предложения 5 ([3]) и из эквивалентности мер аир.Доказательство предложения 6. По условию имеем
Q (X) = lim — Г —— = 0 ’-+° J (t~Х)։+^

— ООпри всех XÇ/?1, кроме счетного множества точек. Применяя предложение 4 ([3]) и леммы 2, 3 ([2]), получаем аа (t)—0 и as (t) =0. Отсю-



208 Р. 3. Мкртчянда и из эквивалентности мер аир следует, что мера р чисто точечная. Доказательство предложения 7. Предположим, что в спектре содержится сингулярная часть, тогда по эквивалентности мер р и а функция о (?) тоже имеет сингулярную составляющую (<)^с0, следовательно, из (45), (46) и по лемме 3 ([2]) получаем, что предел Иш 1т {— т (X 4֊ н)) равняется бесконечности на множестве полной 1- +о о^-меры, что противоречит условию доказываемого предложения.Замечание. Совершенно ясно, что последние три предложения остаются справедливыми, если вместо R1 рассмотреть какой-либо интервал («, Р)^/?1.3°. В этом пункте мы рассмотрим пример оператора Штурма- Лиувилля, показывающий в каких ситуациях применение предложения 4 может оказаться проще и эффективнее, чем построение самой спек՜ тральной меры.Пусть функция а0 (г) определена на интервале (— °о, +1] по формуле °о(о= з ֊6 ('-*₽*)>■'р< ։гДе ®—функция Хевисайда, а точки х* £ (0, 1) выбраны следующим, образом: = - Р~ 1 (* = 1, 2, 3, - .; р = 1, 2, 3,--, 2*-1),
а затем продолжены на всю ось У?1 с сохранением монотонности и так, чтобы функция

Г(х) = [ л (,)

1имела бы непрерывные производные до четвертого порядка.Легко доказать, что а' (<)=0, когда ^6(0, 1) и £=/=х*. В интервале (£ А, ^4֊А)с(0, 1) существует не более чем [2А-2*-1]4-1 точек вида х*։ где р—1, 2, ■ • 2*՜1. Обозначим через к (А) наименьшее целое число к такое, что в интервале (I—А, 4֊ А) находится хотя бы одна из точек вида х*. Очевидно, что А (А)-»֊}-со, если А-*+0. В силу того, что на интервале [0, 1] функция о (/), очевидно, чисто точечная, а в точках вида х* (р = 1, 2,• • •, 2*՜1) имеет один и тот же разрыв, равный 
о

легко видеть, что имеет место неравенство
2 ±{[2А.2*-1}+1) д__________________2А2А
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из которого непосредственно следует наше утверждение.Пусть теперь оператор Штурма-Лиувилля 1^ таков, что ему соответствует именно построенная нами функция а = а0 (/), тогда легко проверить, что в этом случае выполняется достаточное условие предложения 4. В самом деле, из (45), (46) и по лемме 1 ([1]) получается, что
Пт

-*-+о
1т [— т (X -Ь /■։)) = Пт т Г—— =д ’-+о Л*-Х)։-Н։если только X отлична от всех точек вида х*, которых очевидно лишь счетное множество.Таким образом, в тех случаях, когда оператору Ь соответствует такая функция а (£), разрывы которой расположены всюду плотно на некотором интервале Д, а предел Нт 1т {—т (Х֊Ь։Ч)} равен нулю 

х-+0везде в △, кроме счетного множества точек, то из предложения 4 непосредственно следует полнота системы собственных функций в подпространстве, соответствующем рассматриваемому интервалу △. Вместе с тем построение спектральной меры, например, по известной ([4], стр. 56) формуле х .
К (X) = Пт С {—1т т (и + ։Ч)) </и, (47)

Т-+0 J 
оможет представить значительные трудности.Что же касается тех случаев, когда потенциал д (х) таков, что функция а (<), соответствующая оператору £, не обладает абсолютно непрерывной составляющей в интервале Д, то обнаружение этого обстоятельства посредством предложения 5 также может быть проще и эффективнее, чем построение самой спектральной меры, например, по формуле (47).В самом деле, в таких случаях для подынтегрального выражения этой формулы очевидно не существует суммируемой мажоранты, что исключает возможность предельного перехода под знаком интеграла, тогда как из предложения 5 следует, что в этих случаях соответствующее заключение о характере спектра может быть сделано на основании лишь поведения функции 1т т (Х+гЧ) при т -» +0.Наконец, обратимся к тем случаям, когда соответствующий оператор £ функции з (/) не имеет сингулярных составляющих в интервале А (например, » (0 = °о (0 4՜ 0 (0, где 0 (0 обладает конечной 



210 P. 3. Мкртчянпроизводной в каждой точке ££Д = [0, 1]). Здесь тоже обнаружение характера спектра посредством предложения 7 может оказаться про- Г ще и эффективнее, чем построение самой спектральной меры по формуле (47). Дело в том, что из-за наличия составляющей з0 (/) подынтегральные выражения в этой формуле опять-таки не могут иметь суммируемой мажоранты, и поэтому для соответствующего заключения о характере спектра по формуле (47) необходимо построение самой спектральной меры, т. е. произвести интегрирование, а затем совершить предельный переход, тогда как в рассмотренном случае условия предложения 7 очевидным образом выполняются.В заключение считаю приятным долгом выразить признательность своему научному руководителю Р. А. Александряиу за постоянное внимание к работе.
Институт математики
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Ռ. я. ՄԿՐՏՋՅԱՆ. Շտուրմ-Լիուվիլի տիպի օպերատորի 
նայտանիշներ նրա սպեկտրի լեբեզյան կամ սինզուլյար

սպեկտրի կորիզի մասին, և մի շարք 
լինելու վերաբերյալ (ամփոփում)

Այս աշխատանքում դիտարկվում է

Ly = q(x)y - > 0 օօ
dx

y (0) = sin a, y' (0) = — cos a
Շտոլրմ-Լիուվփլի օպերատորի սպեկտրի կորիղըւ ՈՐԸ նկարագրված է

. 7 <*»(*)
m (z) = — ctg a -|- I --------

J z — t
— X

ֆւււեկցիայի տերմիններով։ Տրված է մի նոր ապացույց 0 (ք) և p (է) = g№ ֆունկցիա
ներով ծնված չափերի էկվիվալենտ ութ չան մասին, որտեղ Լ օպերատորի միավորի
վերլուծությունն է, իսկ g-lf' նրա որևէ ծնիչ էլեմենտ է։

IT1 (z) ֆունկցիայի տերմիններով ստացված է մի չարք թեորեմներ Լ օպերատորի սպեկտրի 
լեբեգյան, սինգուլյար և զուտ կետային լինելու վերաբերյալ։

R. Z. MKRTCHIAN. On the nucleus of the Sturm-Liuville type operator, and 
some criterion* of lebe*quenes* or singularity of its spectrum (summary)

The nucleus of the spectrum of Sturm-Liuville operator

Ly^q(x)y- d֊֊ 0<x< + oo ar
y (0) = sin a, y' (0)= — cos a

-is considered. The nucleus is described in terms of the function
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z— t

A new proof of equivalence of measures generated by the functions i (f) and 
p (/) = g^ where Et is the decomposition of unity with respect to L, g is a cer
tain generator is given.

, In terms of the function m (z) some new theorems on lebesqueness, singularity 
and pure pointwiseness of the spectrum of the operator L are obtained.
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