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В. А. МАРТИРОСЯН

О РАВНОМЕРНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ МНОГОЧЛЕНАМИ ПО 
СИСТЕМЕ МЮНЦА С ЦЕЛЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

В 1954 году М. Фекете в работах [1], [2] привел следующий ре
зультат:

Теорема. Пусть [а, 6]—сегмент на вещественной оси. Чтобы 
действительнозначную функцию / (л), непрерывную на [а, 6] и от
личную от многочлена с целыми коэффициентами, можно было равно
мерно на [а, 6] аппроксимировать многочленами с целыми коэффициен 
тами, необходимо и достаточно выполнение следующих условий:

1. 6 —а<4;
2. существует многочлен с целыми коэффициентами, который во 

всех целых точках, лежащих на сегменте [а, 6], принимает те же зна
чения, что и /(х).

Пусть Р֊я]^_о — последовательность вещественных чисел с усло
вием

и пусть I—замкнутый отрезок на полуоси [0, 4- со). Сц (Г)—банахово 
пространство действительных функций, непрерывных на I с нормой 
И = тах |/ (х)|. Назовем многочленом по системе {хХ/>1 конечную сум- 

ле/
му вида 2 Ст х 'т, где ст € R (вещественные числа). По известной 
теореме Мюнца [3] имеем: любую функцию из Сц (/) можно сколь 
угодно близко аппроксимировать многочленами по системе (хХ")ла°-о 
тогда и только тогда, когда

2 Х71 = оо. (2)
п=1

Отметим, что если 0^7, можно ограничиться системой {хХп)л-ь В 
связи с теоремой Фекете возникает следующий вопрос: в какой фор
ме сохранится теорема Мюнца, если у аппроксимирующих многочле
нов по системе (х’л) допускать только целые коэффициенты? Рас՜ 
смотрению этого вопроса и посвящается настоящая работа. Кроме 
приведенных обозначений будут применяться еще такие. Через Z обо
значается совокупность всех целых чисел. Под С# (/) понимается 
множество тех функций / из С к (Г), которые удовлетворяют условию 
/ (/П (0, 1))с (0). Отметим, что Сд (/) является подпространством 
Сц {Г), причем С*я (1) = Ск (I), если /Л{0, 1} = 0.
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Обозначим lira Х„ = X»; возможны два случая

Х_ = -j- со, . (3)

< + °°- (4)՛

В дальнейшем изложении целесообразно выделить три случая:
1) X. = 4- со и /с[0, 1); 2) Х«,< + со; 3) X« = +՜ со и /=[0, 1].

1. Случай X» = 4՜ °0 и /с[0, 1).
Лемма 1. Пусть дана последовательность P֊n)“_o с условия

ми (1), (2) и (3). Тогда можно выделить подпоследовательность 

удовлетворяющую условию (2) и такую, что ряд՜^ qn‘ 

сходится для любого q С (0, 1).
Доказательство. Обозначим через ть число членов после

довательности (МГ-о» лежащих в полусегменте (к—1, Л], и рассмотрим 
два случая:

а) Нт —^< 4՜ о°- В этом случае мы полагаем ni~i. Сходи- 
к

мость ряда 2 q'1 следует из неравенства 
:-1

/=1 *-1 ՝՝*-։«<:* 7 *=1

б) Пусть теперь lim = 4՜ оо. Существует подпоследователь-*-»“ к
ность натуральных чисел такая, что ntk^kj. Выделим под
последовательность следующим образом: в каждом полусегмен
те (kj —1, kj], у=1, 2, ••• возьмем ровно kj членов последовательно
сти 

со
Ряд 2 X7Z расходится, так как 2 Х7, > 1, / = 1, 2, - 

Кроме того

в* ;-։.*/

откуда и следует сходимость ряда 2 у "1, Лемма 1* доказана.
1-1

Теорема 1. Пусть дана последовательность р֊л}'”_0> удов
летворяющая условиям (1), (2) и (3), и пусть 1с=[0, 1)..Если / (х)£ 
СС₽(7) и /(/П {0})с2, то для любого в^>0 существует многочлен. 

Р (х) по системе {х п} с коэффициентами из Е такой,, что

!/(*)— Р (*)1<е, х£Е
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До казател ь с т в о. Достаточно ограничиться случаем /=[0, 6], 
где 6<^1 и /(0)=0. По лемме 1 выделим подпоследовательность 
{^,1^0» где и возьмем д = Ь. Тогда по а ^>0 найдется номер
7У0 такой, что

2 < ^- (5)

Последовательность {Хя,)^^ II (0) удовлетворяет условию теоремы
* х

Мюнца. Но / (0) = 0, поэтому существует многочлен рг (х) = 2 а х п‘ 
1-Г/, 

такой, что

•л)“х£1. (6)

” X
Рассмотрим функцию р (х) = 2 [с/] х Я/, где [с/]— целая часть 

1-1Ч„
а; ясно, что р (г)—многочлен по системе (х>л) с коэффициентами 
из Д.

На основании (5) имеем
р

1р։ (*)-р (•*)!<—, « € А

откуда, с учетом (6), |/ (х) — р (х)| < е։ х £ I.
Теорема 1 доказана. *
2. Случай X« + со. Рассмотрим семейство функций

(Ли)) = (х'}, (7)
здесь *£[0, X«], X.С -{- со и х£[а, 6], а>0. Возьмем ОС * и при
меним теорему Лагранжа о среднем значении, имеем

|х^-х’КЛГ-||*-Ч, х6[а, 6];

здесь К—постоянная, зависящая только от Х„ и положения сегмента 
[а, 6]. Значит семейство функций (7) равностепенно непрерывно, то 
есть для любого а ^>0 существует 6^>0, 8 = 8 (в, К) такое, что для 
произвольных /2(;[0, Х„] из условия ,#։—£1|<О следует |х 
х€[а, 6].

Лемма 2. Пусть дана последовательность {Хп}“_0 с усло
виями (1), (2), и пусть п0—произвольное целое положительное число. 
Тогда

1. система функций, (хХл— хХп+1}"_л, замкнута в С*р (I);
2. если, кроме того, выполняется условие (3), то система 

функций {хХд—2хХ'1+1+хХя+а}“-л։ замкнута в С’ц (I), где /=[0, 1].
Доказательство. 1. Достаточно рассмотреть случай, когда 

1 = [0, 6]с6^1. Возьмем /(х) £ С’к (/). К последовательности
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Рл)"=Яо II (0) применима теорема Мюнца. Но/(0)=0, поэтому имеем: 

для данного е>0 существует многочлен вида р2 (х) = 2 сЛх>Л такой, 
Л=Л0

ЧТО 
£

I/ (х) - Р2 (*)1 < ^7« х^!- (8)

(1)=0, поэтому, положив в (8) х =1, получим

(9>
Лв/То 1

Многочлен р։ (х) можно записать в такой форме
Р» (•*) = слг (х’֊лг—хХ'у-։ + (сы 4- )(х>лг-։ —х>лг՜2 )4------- Ь(с.у+ СлГ-1 4-

• м4------ Ьсл։+1)(хХл“+‘—хХя«4-х л»(слг4-слг_1-1------- {-сп,)=о1(х)4-хХ/1՛ 2 сп,
п—п0

где рг (х) — многочлен по системе (х>п— хХ/։+1 Из (8) и (9) сле
дует, что

!/(*) — Р1 (х)1<֊ +֊5- = е, х£1.

2. Предположим, что выполнены соотношения
1

У [хХ/| — 2хХл+։4-х л+2|«/|х (х)=0, л=л0, п04-1,---, (10)

о
где н (х) — некоторая функция ограниченной вариации на [0, 1]. 

1
Рассмотрим функцию <р (X) = Хх б/р- (х), голоморфную в полу-

0 ‘
плоскости Ее Х^>0 и ограниченную. При 1т Х=0 и X -»• 4՜ °° имеем, что 
-р (Х)-*0. Рассмотрим теперь рост <р (X) на последовательности (ХЛ|~ . 
Из (10) легко видеть, что

■Р (М = п 4֊ с։, п=пЛ„ п04-1, - -, (И)
где с1։ с։ — постоянные, определяемые последовательностью {>-Л}^ 0 
и числом п0 (от п они не зависят).

При и —» со Хясо, поэтому <р (Хя)-* 0. Из (10) полу-таем, что

? 0՝п)—0> п = л0, л04-1,- •
Применив к <р (X) теорему единственности для ограниченных аналити
ческих функций, будем иметь

у (Х)=0, Ее Х>0,
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откуда уже вытекает, что / (х) (х) = О для любой функции.

С’к (I). Остается сослаться на теорему Хана-Банаха [4]. Лемма 2.
доказана.

Теорема 2. Пусть дана последовательность Р֊л}£.0» Удов
летворяющая условиям (1), (2) и (4). Если / (х) и /(/Л
Л (0, 1))с£՜, то для любого в^>0 существует многочлен р (х) по, 
системе (хХ/|) с коэффициентами из Z такой, что

։/(х)—р(х)|<е, х£/.

Доказательство. Ограничимся рассмотрением того случая, 
когда /=[0, 6], где 6^>1: остальные случаи расположения I сводятся 
к отмеченному. Достаточно аппроксимировать функцию /(х)~/(х) — 
— г (х), где г (х) = /(0)4֊ хх* [/(1) — /(0)]—многочлен по {х'Л] с ко* 

эффициентами из Д; / (х)£ Сц (/). По данному е>0 подберем а£(0, 1)|
с / £

так, чтобы ах* <С Выберем число 8 = 8 ( у ) из условия равносте

пенной непрерывности по х£[а, 6] семейства (7). Вследствие (4) су
ществует п0 = п0 (8) такое, что о. Тогда будем иметь

хХя»—Xх- < у, х£[а, 6].

Теперь к системе [хХ՞—хХл+1}/Г-л0 применим лемму 2. Получим, что* 
к

существует многочлен вида р, (х) = 2 сл (хХ՞—хХ/|+։), где
п=п0

при п0 -С л И такой, что

1/(х)-л(х)/<Л хС/. (12)՝

ы
Рассмотрим функцию Р (х) = 2 [сл] (х’л—X л + ։), ясно, что р (х)— 

л=л0
многочлен по (хХл) с коэффициентами из Z. В силу выбора имеем

ы
|/>1 (х)— р (х)| 2 (хХд—хХл+’)=хХл"—х^+^х1՞"—хХ“ < у, х£[а, 6],.

л֊=л,

с другой стороны, в силу выбора а

1Р1 (х) — р(х)I < х’ л" < Xх» < у, х€[0, в].

Следов ательно

(х) ~р (х)|< у, х С /■
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Если, кроме того, учесть (12), то получим

|/(х) — Р (*)1 < е. *€ Л 

и значит, можно положить р (х) = г (х) 4- р (х)- 
Теорема 2 доказана.
Замечание. Теорему 1 можно получить из леммы 2.
В самом деле, / (х) £ С\ (/) можно аппроксимировать многочле

ном по [хХя) с коэффициентами из Z следующим образом: пое>0 

выберем номер п0 = (е) так, чтобы Ь < —. Применив лемму 2, най

дем многочлен рг(х) = сЛ (х Л
Л—Ло

И

такой, что

I/ М—Р! (х)|< ֊| (13)

/V
Введем функцию р (х) = 2 [с„](х'я—хя+։); р (х) многочлен по {х'я} с 

л—л0
коэффициентами из X. В силу выбора п0 имеем

1Р1 (*) — Р (*)| < *Хл" < у, х^1, 

откуда, учитывая (13), получаем

I/(х) — р (х)| < в, хе/.

Последнее неравенство доказывает теорему 1.
3. Случай Х_ = со и /=[0, 1]. Рассмотрим ряд

2 |хХя— 2хХя+14-хХя+2/, х 6 / = [0, 1], (14)
Л-1 »

и выясним, когда он сходится равномерно на /.
Лемма 3. Пусть дана последовательность [^“^удовлетво

ряющая условиям (1), (3) и, кроме того

Ю (невозрастая) при п —► со (15)
'֊л+1 ՝ '

“ / хя \։
и РЯА 2 \ сх°Аится- Тогда (14) сходится равномерно на I.

Л г. <16>
Доказательство. Обозначим 8я=Хл+1 —Х„; легко проверить 

справедливость тождества хХ" —2хХ"+14-хХя+։= (1_ хХя+։)(хХя__хХя+։) 4֊
(х х )' откУДа следует, что достаточно установить рав

номерную на 1 сходимость рядов
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2 (1- х*"+։)(хХя—х’»*1), 2 х>я |х‘я+։—х,д|. (17)
л-։ л-1

Построим для рядов (17) мажорантные ряды. Из теоремы Лагранжа 
о среднем значении следует, что

(1—х'я+։) (хХя-хл+։) < (log AY .6„ 6я+1 х\ х € л

Рассмотрим функцию у (х)= (log А) .х\ xC[-t имеем y(x)^C’R (Г) и 

y(x)^G ПРИ х£/. Значит, у (х) достигает на I своего максимума у0.
f tP—2

Легко найти, что у0 = . Отсюда получаем, что первый из рядов
Kt

(17) мажорируется рядом 
„ . КЛ елел+1 
“1 21 ֊2- > 

л-1 Лл 
где ах—постоянная.

Аналогичным образом, для второго ряда получаем мажорантный 
ряд

Л=1 
где аг — постоянная.

Покажем сходимость этих рядов. Положим сп — 1----- ——, тогда
Хд+1 

4 ОО <
Сп I 0 и 2 с,<<^ + со. Имеем неравенства 

л=1

елЁл+1   ______ Сп Сл + 1_____ , 0
Хл ~ (l-c„)։(l֊c„+7 1Сл 

и .
|ел + 1—5л| _ |Сд+1— Сп + Сп Сл+1| , I А

. ... ... . ■С- 01 (Сл Сл+1 4՜ Сп),
'՝л (1—Сл)(1—Сл+1)

где Ь1։ Ь2—постоянные, откуда и следует сходимость нужных нам ря
дов. Лемма 3 доказана.

Теорема 3. Пусть дана последовательность (Хл}“_0, удов
летворяющая условиям (1), (2), (3), (15) и (16). Если f (х) Cj? (/), 
где /=[0, 1], и /(0), /(1)£Z, то для любого е>0 существует мно
гочлен р (х) по системе {хХ/։} с коэффициентами из Z такой, что

I/ (х) — р(х)1<е, х^1.
Доказательство. Достаточно аппроксимировать функцию 

/ (ж) =/ (ж) — г (х), где г (х) = / (0)4֊ хх» [/ (1) —/ (0)]—многочлен 

с коэффициентами из Z; /(х)£ Cr (/). По лемме 3 для е^>0 найдем 
номер п0 такой, что »
217-6
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2 |хХл— 2хХ"+։+хХл+։|< ֊֊, х£А
Л »По

Я
Согласно лемме 2 существует многочлен рг (х) = 2 ся (х Л—2х "*» +֊ 

л®л0

+хХл+։), где Сп^К при ЛО<П< Я такой, что 
*** £
|/(х) ֊ Р1(х)|< —х£1. (18)

м
Функция р(х) = 2 [ся](хХл— 2 х л+14- X л+։) есть многочлен по {х'л)с. 

Л»*.Л0
коэффициентами из 2. В силу выбора номера п0 имеем

1л»1 (*)—Р (х)К-֊-, X 6 /, 
/л

тогда из (18) следует, что

Теорема 3 доказана.
Замечание. Представляется правдоподобным, что для после

довательности условие (16) является следствием из (1), (2)
и (15).

Приведем достаточный признак выполнения условия (16).
1. Пусть существует Р^>0 такое, что •

Нт ———<+ оо. (19).

Возьмем 8 С и выберем число о, удовлетворяющее условию.

По теореме Абеля-Дини [5] сходится ряд

так как о>0; но кроме того, его члены не возрастают, следовательно 

п +1 А >-п \ а~— ■ I -1 — -----  I при п —» оо.
^/1+1 \ Ля+1 /

Сходимость ряда (16) следует из неравенства
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где а — постоянная, так как ряд справа сходится, в силу (19) и вы
бора числа а.

В заключение выражаю благодарность Н. У. Аракеляну за по
становку задачи и ценные советы.
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Վ. 2. (քԱՐՏԻՐՈՍՅԱՆ. Ըստ Մյուևցի սիստեմի ամբողջ գործակիցներ ունեցող բազմանգամներով 
հավասարաչափ մոտարկման մասին (ամփոփում)

Այս աշխատանքում ուսումնասիրվում է իրական [0, -J- օօ) կիսաաոանցցի հատվածի վրա 
անընդհատ ֆունկցիաներին ըստ Մյունցի սիստեմի ամրոցը գործակիցներ ունեցող բազմանդամ- 
կերով հաւէասարալափ մոտարկման հարցըլ Դիտարկված է երեց դեպք, որոնց պայմանավորված 
են հատվածի դիրցից կիսաաոանցցի վրա և աստիճանների հաղորդականության սահմանից։

V. H. MARTIROSIAN. About uniform approximation* by the pollnome* on the 
*y*tem of Müntz with the integral coefficient* (summary)

Uniform approximations of functions continuous the segment from [0, -f- co) 
with the polynoms by MUntx systems with diophantine coefficients is under investi
gation. There cases are considered the cases depend on the position of the segment 
on (0, oo) and on the limits of the sequences of powers.
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