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О ЦЕЛЫХ РЕШЕНИЯХ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ БЕСКОНЕЧНОГО ПОРЯДКА

В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ

Исследуется вопрос существования и единственности целых ре֊ 
шений дифференциального уравнения

дп 1 чиад+£ад = ад + У Л1Л, (^ г.)—- ---- — =/(я։, я2), (1)
,,£-1 дг? д£

где Рщп, («ц я2) — полиномы, удовлетворяющие некоторым дополни
тельным условиям, / (я։, г2) — известная целая функция конечной Сте
пени. Увеличение числа независимых переменных не приводит к суще
ственным изменениям.

Для обыкновенного дифференциального уравнения бесконечного 
порядка аналогичный вопрос был изучен Ю. Ф. Коробейником [1]. 
Существование и единственность решения уравнения (1) доказывается 
с помощью принципа сжатых отображений, следуя работе [1]. Дока
занные нами теоремы включают в себя также результаты Ю. Ф. Ко
робейника с определенными уточнениями.

С. к. Еремин [2] рассматривал уравнение вй’да (1) с постоянны
ми коэффициентами и при некоторых дополнительных условиях дока
зал теорему о существовании и единственности решения в опреде
ленном классе целых функций. С. А. Еремин использовал метод 
А. О. Гельфонда [3].

В работе существенно используются понятия систем сопряжен
ных порядков и типов целых функций двух переменных, введенные 
для функций класса А М. М. Джрбашяном [4] (см. подробнее исто
рию вопроса в [5]).

§ 1. Некоторые вспомогательные результаты

1.1. Пусть / (я։, г2)^сопз!— целая функция. Введем обозначение
М (/; г։, г2) = шах |/ (я։, я2)|. (1.1)

|*11-г ։, 12,1=г,
Напомним некоторые определения (см. [4]) в нужной нам форме.
Система неотрицательных чисел (р1։ р2) называется системой со

пряженных порядков (с.с.п.) функции / (я1։ г2), если при любом е >(> 
имеет место асимптотическое относительно г։ 4՜ г2 неравенство

1п М (/; г1։ г2) •< г/։+։ + г։р*+։, . (1.2)
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а с другой стороны, на некоторой последовательности ((г1 , г2 ), 
(г|*)  со) при некоторой постоянной о>0 выполняются нера
венства

1п м 4*>,  4* ’) > а [(4* ’)р՛՜*  -+- (4‘,)л՜*  ], л=1. 2. • • • • С1-3)

Если рх=ра =0, то функция / (г1։ г2) называется функцией нуле
вого порядка.

Пусть (р1։ р2) (рх>0, р։ >0)— некоторая с.с.п. функции / (гх, г2). 
Система неотрицательных чисел (о1։ о2) называется системой сопря
женных типов (с.с.т.) при с.с.п. (р1։ р2), если при любом е^>0 выпол
няется, с одной стороны, асимптотическое относительно не
равенство

1п М (/; г։, г2) < (ох + в) 4՛ + (О, + в) (I-4)

а с другой стороны, на некоторой последовательности 4Л) )!
•(4* ’+4* ’-> со) имеют место неравенства

1п М(/; 4*),  4*))  > (01- е)(4*))Р<  + (а2 ֊ в)(4*>)* , к=1, 2, • • •. (1.5)

Если (0, 0) является с.с.т. при с.с.п. (р1։ р2) функции / (хц г3), 
то /(г1։ г2) называется функцией нулевого типа при с.с.п. (р։, р2). 
Если не существует такой системы чисел (зх, з2), для которой имело 
бы место неравенство (1.4), то считаем, что (оо, °°) является с.с.т. 
при с.с.п. .(рх, р2) функции /(г։, г2). В этом случае /(«ц *2) называется 
функцией бесконечного типа при с.с.п. (рх,р2).

Далее считаем, что (а1։ оо) является с.с.т. функции / (г1։ х2) при 
с.с.п. (рх, р2), если: 1) при любом достаточно малом е^>0 существует 
положительное число з2 = о2 (е), такое, что имеет место асимптотиче
ское неравенство (1.4); 2) на некоторой последовательности !(4*\  4*01  
имеют место неравенства (1.5), какое бы ни было °2^>0. Аналогично 
определяется с.с.т. (со, оа).

Замечание. В неравенствах (1.2) —(1.5) переменные (г։, г2), а 
также (4* ’, 4Ч) выбираются в множестве R2* = {(г։, г2)г гг > 0, гг >0}. 
Однако определения с.с.п. и с.с.т. можно видоизменять, заменяя 
на множество Зад, = {(г1։ г2): г^г, г2>/?2); При этом
получаются определения с.с.п. и с.с.т., эквивалентные предыдущим.

Действительно, пусть (рх, р2) — с.с.п. функции { г2). Тогда
выполняется асимптотическое неравенство (1.2) при (г1։ г2) С R2, и 
тем более оно справедливо при (г1։ г2) £ .

Пусть неравенства (1.3) имеют место на последовательности 
{(/"1 \ г-2 >)] (4 ,+г1* >-» оо). Обозначим через г}* ’=тах(г/*\  R/), 1 = 
— 1, 2. Очевидно, /‘Ч Г2Л)-» оо, и при некотором Зх = 8Х (8)>0 имеют 

место неравенства
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1п М (/; 7Р, 7?>) > 1п м (/■, Я’, //>) >г [(//>.֊• -Ь 
+ (/։*>«-  ] > \ [Сг'^У-1 + (№)»֊՝ ], Л =1, 2, • • •

* Предполагается, что функция нулевого порядка также входят в Е [р։, р։; 
®1> °։)-

** В Е |р։, р։; а։, 0]] содержатся также функции порядка нуль.

(если р։-'->0, Р2֊е>0, то (И*>-  +(г?%- ~ (й>- + (Л4)?«- 
при к — со).

Следовательно, (р1։ р2) является с.с.п. функции / (я3, я2) в смысле 
видоизмененного определения.

Обратно, пусть выполняется асимптотическое относительно г1+га 

неравенство (1.2) при (г3, г2) £ <2/?,/?, - Пусть, далее, (г3, г2) £ г12+ и 

п = шах (г,, R/), 1=1,2. Тогда при достаточно больших г1 + г2 имеют 
место неравенства

1п М (/; ~г„ га) < 1п М(/; г1г гг) < И'4* + г?+* <й‘+2։ + 7?+2*.

Условие (1.3) не меняется при переходе от <2/?,/?, к Следо
вательно, (р3, р2) будет с.с.п. функции / (г1։ я։) в смысле исходного 
определения.

Утверждение относительно с.с.т. доказывается аналогично.
Пусть 0<^р։<С°о, 0<^р8<оо, О-С0!-^00» 0<1о2^оо—произ

вольные числа. Обозначим через Е [р3, р2; а3, а2) класс целых функций 
/ (я3, я2), для которых существуют с.с.п. (р{, р£) и с.с.т. (с{, а0 при 
с.с.п. (р{, р.{) удовлетворяющие условиям*:  р{-Ср/, ։=1, 2, причем ра
венство р^= ру возможно только при условии, что о/>0 и тогда 
Если р/<^р/, то о/ произвольно. Индекс ] здесь может принимать 
одно из значений 1, 2 или оба значения.

Далее, через Е [р3, ра; з1։ о2] обозначим класс целых функций 
/(я3, я2), для которых существуют с.с.п. (р(, р{) и с.с.т. (с{, а/) при 
с.с.п. (р{, р{), такие, что р{-<р/, ։ = 1, 2, а а{—любое, если ^?{<Срь и 
°{-Соь если р( = р: (։=1, 2)**.

1. 2. Привэдем формулировку одной теоремы, которая является 
двумерным аналогом теоремы 2.2 из [1] и доказывается таким же ме
тодом.

Пусть каждой точке (р, ■») из открытого прямоугольника (конеч
ного или бесконечного) (с^, сц, ₽2), лежащего в квадранте R2*,  ста
вится в соответствие В-пространство /р.,, причем

Ур-,’1 Ун«’։» если -С Р2, *1<^ 2. (1.6)
Нормы [ Цх, в пространствах Ух, предполагаются согласованными 

так, что если Цдсл — хЦх,,.->0 и то подавно |х„—
(хя։ х £ Ут»,)-

217-3
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Рассмотрим множество
А = U

а, < < 3, 
«։<»<?։

которое легко превратить в топологическое пространство (инду 
ный предел ^-пространств).

Для произвольного х(^А введем обозначение

®х (v) = inf р, <|»x(p)=lnf м, (р, *)  € (ап п։>

При любом фиксированном х£ А функции <?х (։/) и ?х ка' 
функции переменных ч £ (а։, р2) и соответственно н€(а։> ?։)» монотоян 
убывающие.

Действительно, если, например, а։ то в СИЛУ Усл0
вия (1.6) , при всех (р, v) £ (фх (v։), pt; vp ра), следовательно«

х С Jv-ч • если Ф*  (vi)։ Поэтому (va) < фх силу сказанного, 
корректно следующее определение:

фх (v) lim фх (*'),  Фх (н) Ит фх (И-

Теорема 1. Пусть оператор L отображает пространство 
А в себя. Предположим, что существует множество S, плотное 
в («1> Р1> а»> ₽s)> такое, что при всех (р, v) £ S оператор L взаимно 
однозначно отображает на Тогда L взаимно однозначно 
отображает А на А, причем фдх (■*)  = фх (v) и фдх(р)=фх(р) для 
всех(р, ■»).

Доказательство. В силу условия (1.6), так же как и в 
работе [1], легко доказать, что оператор L отображает А на А вза
имно однозначно.

Пусть х£А и у = Lx (х и у одновременно пробегают все про
странство А). Пусть фу (v0) = а. Из определения фу (՝»)՛ следует, что 

как только (р, v)£(a, Pj v0, р։). Пусть (р7, л)— точка из не
пустого множества 5fl(a, а + е; v04-s), е>0. Тогда ’« и по 
предположению теоремы и Ly Следовательно

фх (* 0) = Нт фх (■*«  X lim р, = а = фхх (* 0),
<-0+ ։ - 0 +

и точно так же ф£У (v0) а = фу (vq). В- силу произвольности, х, а вме
сте с тем и у, фх (v0)= ф£х(*о).  Равенство фх (р)= ф£х(^0) доказывается 
аналогично.

1.3. Через W — pa; аи a։) будем обозначать линейное нор^ 
мированное пространство целых функций w (z1։ таких, что

(w; Г։) ехР[-(“1И'+ a,rP/)] ^М<оо, 
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тде £30, 7?20— некоторые положительные постоянные, 0<^р, р2< 1, 
Ю<=1, ’!<»•

Корректность определения пространства W очевидна.
Не представляет труда доказать следующее утверждение.
Лемма 1. Пространство W (р։, р2; в1։ з2)—банахово.
В дальнейшем будем использовать следующие обозначения:

Е (rv ri)=E1 (r։) Ег (r2), Ei (п ) = exp (□/ rî‘ ), i =1, 2. (1.7)

Лемма 2. Пусть f (zl։ z2)— целая функция из класса
Е [р։, р։; з։, з2), 00, 0<з,<оо, г = 1, 2. Если

ее

f (z։, z,) = 2 bijz\ z'2, fk (zj, z։) = 2 bijz{, z’v
l. j=0 0</+ 1 < k

то fk (zl։ z2) и f (z։, z2) принадлежат пространству
W (pi. Paî °i» °։) « fk U։, z2) — / (z1։ z2) при le -*  oo

в метрике этого пространства.
Доказательство. Из условия f (z։, z2)Ç£"[p1։ р2; з։, з2) сле

дует, что при некотором 6 (0 ^>1)

f (zj, zs)Ç W(p։, p2; op °2), где 5/ = az0-f'։ i = 1, 2.
Отсюда, как и в работе [1], легко получить неравенство

М (f; ©4, ©4)[£ (f։, #,)]-*  < С, С = const.
Используя неравенства Коши, найдем следующую оценку:

M(f-fa 4)]֊*  V |М

< [£ {tu 4)]՜’ M (f; 04, 04) j? ©֊'-'< Съ (0), (1.8)
<+/-*+։

где •»)*  (0)= Q-1 ~ J —»0 при le-*  со. Переходя к точной верхней 
l+j-k+1

грани в неравенствах (1/8), придем к неравенству ||/—/*||-С  (0),
•откуда следует ||/ — /*Ц  *-<■  0 (по норме пространства W (pv ра; g։> aj). 
Лемма доказана.

Будем пользоваться также обозначением
I|w|jr = Ow0(r„ n) = Slip [M (w; 4, if) exp [—(a։ t\՝ + a, «>)]). 

t։>r,

Очевидно, при любых Л։, Л2^>0
1'(г.+л„ г.+Л,) < Мк-.+Л,, г,) < М(П. г.) =

Wo-.+л,. ГЛ+Ы < ||w|(r„ r.+л.) < = flwHr-
1.4. Пусть w (z1։ Zj)Ç W (рр р2; з1։ а2). Найдем оценку выраже

ния Я^{Г1։ rj, где для простоты положено
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№(л„ л,) <?Л|+Л»ц> (гп г3) 1 д
Ог^д^ ’ П1Г /^՜0’ 11 ’

Пусть М(пл-л>); Г1, г.) =| (4 |г»| =■ г, > Я/о, 1=1, 2.
С помощью интегральной формулы Коши, записанной по осте

бицилиндра {1г1 — I2’։ — 2°1<>Ла), легко получаем неравенства
л/г1։ г։)<л։! л3! Ар"՛ А2֊л*Л/(ш;  г^Ах, г։+А2)<

•С Их! л3! А։-Л> А~п‘ л„ г, л-л,) Е (гх 4՜ А1։ г3 4՜ А3) (1.

<|г< П щ I АГЛ/ (п 4՜ А/ ).
Здесь и в дальнейшем знак умножения П распространяется на ’ 
значения из 1=1, 2, для которых п/=/=0.

Функция (А) = А~*  ехр а (г 4՜ А)₽', к=1, %,•••, определенная 
интервале (0, оо), принимает наименьшее значение в единственно՜ 
точке Ал, удовлетворяющей уравнению

рз (г + А)р_| К = к, или же а (г 4՜ А)р =

Очевидно, при р -С 1
1е к

А*  = — (Г4-Л*) ։~р > — г1-г֊ ра ра
Поэтому

к р-1

А* к к ра гр
(1.10)

и, следовательно

= агр + к +

= — [и
Р \ Ал/ р1

(Н) к + (1-р)(2-р) 
рагр 2

(1—р)(2—р)агр / к

Ьк \р~3/ к \ 
ргг? ) \аргр> 

7, . бАг \р՜։
2

(1-р)(2-р)Р 
2р։аг₽

аргр + Ък

= аг₽-}՜ А4“^ш (А, х), (1.11>

Р

. №, г) = йгЖг-р) < 
•2(‘сгГ

Учитывая неравенства (1.10}, (1.11)» получаем

з} (А*)  = А*  ехр (ар)*  к~*г к <^~։)е* +а'’Р+*“ (*< ’՝)„ (1Л2)

В силу оценки (1.12), можем, написать-
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гп1п П А, п1Е1 (п + А/) -С О^Л,, л,<~

<П(з<Р/)л' пГп‘ г1։(п'и ел‘ ея^^‘г^ Е^п),
где

(1.13)

Пользуясь формулой Стирлинга, из (1.9) и (1.13) получаем

М (ш<л» *>;  г1։ г։)< П2/ (т) (о, р, )я‘ г Е1 (п), (1.14)
где

2/ (п1) = V2к т ехр т

= ехр и. 1 1п /2« щ
.12 п/ т 1

п ЛГ е 1 . 1п ]' 4к ТУВыберем число /V настолько большим, чтобы-------- ---------------
12

— 1п (1 4՜ 8)> гДе е > 0 — произвольное фиксированное число. Далее, 
4

пусть Л«^>1 настолько большое, что

М2ВД=(1 9 2(2 ^,)2УУ<т1п <1+еЬ /=1’ 2- 2 Р/ О/ Л. 4
Если 0<^п1։ n2■^<^N и гг, , то справедливы неравенства

2, (ТУ-|-п, )< ехр {(ТУ+т) 1
12ТУ֊

+ 1п1/^^+<0,(2 77 Я.)

Ы 4- л/- 
. 2
\6 > 1=1, 2,

2, (п, )< ехр { ТУ [- + ш/ (ТУ, я.) ]} < г =1, 2.

Учитывая эти оценки и используя обозначение 
^1(е)— шах 21(п։)2։(п։), 

1<л։, л^<^ 
г> = г,= К,

из неравенства (1,14) получим следующие оценки (г։, гг'> R,, О՛^ 
<п1։ п։<ТУ):

!«»(«•■ г < Нг (е)Цш1|гП (о, р, )Л' г?1 (р<-1), |ю(" + »>•(1.15) 
< (1+ е)л’*«<+ л« (0։р։)лЧл> (а։?։։)՞« г(Л'+л)(Р։-1) гл,(р,-Х)

(1.16)
ц»(л>-лг+ л«|Мг (1+ е)лг+л։+л» (а1Р1)"> (о։р։)л'+л’ г?> <₽>-’> 4л'+л«Хр>֊1). (1.17)
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Применяя повторно неравенства (1.16) и (1.17), получим оценки 
при любых п,, /ц =0, 1, 2, •••, п1 + п3^- № = М (8):

"■>К|«В|Г П(Ц-е)я' (а, Р<)я' О-18)

где е^>0—произвольно малое, а г։,
Действительно, если п1—к1/^ + р1, л։ -= -У+р։, где к3, ка на

туральные числа, 0 рг, р3 IV, то, обозначая через выражение 
г?'՜1 , ։=1, 2, можем написать

3 Л1Я, (2г, гя3> (2.3)
л 1+Л8=0

рассматриваемый как 4-кратный степенной ряд, сходится в окрестно՜
сти начала координат пространства С* комплексных переменных х։, 
г2> г<.

Условия а) и б) эквивалентны условиям а) и б!), где под усло
вием б^) понимаем абсолютную и равномерную сходимость ряда

|ш(я֊"'Ч<11«((*’_1,ЛГ'Я։,1г (Ц-е)Л' + /”
< р*<  -« л' "4 (Ц-в)2*3 4 * **’ Х2Л+Р։ < • < 

"։)вг(1 + е)я‘ х?*<||«» (0'(*։-1)ли (1+
_|_ е)Л. + лг + Р. Х»1 ) Л'+р։<- . Л^г (14-

_|_ в)л,+(*.֊։)  лг+Р. )». *+л  <։а,]!г (1 + е)-|+".

Заметим, что оценка (1.18) точнее соответствующей оценки из 
[1]. Неравенства (1.15) и (1.18) будут играть основную роль при 
оценке нормы оператора £.

§ 2. Теорема существования и единственности 
решения уравнения (1)

2.1. Ставится задача: доказать существование и единственность 
решения уравнения (1) в определенном классе целых функций, если 
коэффициенты уравнения (1)

1 *<2> л։л։ л, л, , ,
г,)= 2 2 (2.1)

1^=0 -

удовлетворяют условиям:

а) зир = Я/<1. ; у = ! 2. г- ф :
я,»։ т 7 յ
лу>0

^,= к^и = 0, П1, л։ = 1, 2,---; ՛ (2.2)
б) ряд
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V гг) 223 * * * * (2-4)

2 (2.6)
Л1+Л.-1

имеет непустую область сходимости.
Обозначим через Г кривую сопряженных радиусов сходимости

ряда (2.6). Пусть (ъ, %а)6Г, т. е.

Л1+Л1-*«®

Тогда, очевидно, какое бы ни было фиксированное в>0

л,+л1=0

в некоторой окрестности начала координат пространства Сг перемен
ных га, ха. I

Действительно, из условия б), очевидно, следует условие б!). 
Наоборот, пусть ряд (2.4) абсолютно и равномерно сходится при 
2։| = Ы = г < 1. Тогда

л։+л։—“ Г

разномерно относительно гг, гг, когда |211=|г։|= г. В силу условия а) 
и неравенства Коши при ^ = ^>0) выполняются не
равенства

, Л,Л., .. ... Л,Л„ ,,-М.^/О Х//1 +е \ Л1Н- л>\а1^\ < |ал,|Л,’| г՛^ < М (Р„։Л։; г, г) < ( )
\ г /

Следовательно
:а?1‘/?1<(^֊1у1+՞’ (2-5)

и тем более выполняются неравенства
Л։4-Ла+/1 + /1 Г 1 I £ . -

1/ 1ал։’*̂1 з > 0^0՜^ ^л^л,» /=1> 2> л14-л։^А.

В силу произвольности е отсюда следует, что ряд (2.3) сходит" 
ся в полукруге {|х/Кг։, /■=!, 2, 3, 4], и наше утверждение доказано.

2.2. Используя условия а) и б), выведем оценку для коэффи
циентов (2.1) уравнения (1). Введем обозначения

Сл,л։= шах [а?* /л«|, п1։ п։=0, 1, 2, •••; ^֊1-па>0. 
/ л։л,

(1 ֊1֊ е \л։ + л • 
--Г՜ ) » как

Г8 / 
только пх + Пз ТУ. Следовательно, ряд
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На (в) = Н2 (в, ft, i2) = sup [ с„,п, f^00'
л։+л։>о I \l-t-e/ \Хтв/ )

Если кривая Г содержит несколько точек с одинаковой перво! 
(второй) координатой, то число ls (число 1Х) естественно выбирать nt. 
возможности наибольшим. Если же Г является лучом, параллельны» 
первой (второй) координатной оси, то под тг (под f։) будем понимать 
как угодно большое, но конечное число.

Аналогично, в случае, когда ряд (2.6) сходится во всем про 
странстве С3, под fa и f։ будем понимать как угодно большие, нс 
конечные числа. Следовательно, при любых пх и л3 (ni + п3 > 0) вы
полняются неравенства

и /1+е \п‘ /!+е V’/д 2 ( ) ( 1 ’
\ ъ / \ ъ /

и если |zj = r1>l, |я8|=г։>1, то

*(1) *< 2)|Л։Я, (ж1։ я։)[< СЯ։„, г/"" Г2 Л‘Л։ (£„%+!) (*SV-1)  <

(1 I с \ Л/
֊) п п'Пг (^'\ + 1). (2.7)

2.3. Перейдем теперь к исследованию оператора £:

2 Р„։Я։ (г1։ я։) ш(Л։> я>) (я1։ яа)
Я|+Л1>1

в пространстве № (р1։ рм; а։, а3).
Предположим сначала, что рх<^ 1—04, р3<^1—04, 0 < а, < оо. 

Пусть то (г1։ я։)£ 1Г (р։, Р։5 31> °։)- Тогда в силу неравенств (1.15), 
(1.18), (2.7) и (2.2) при гх, г։ >Р, будут иметь место неравенства

Л/(РЯ1Я, «,(">• "•>; г1։ г8) [Е (г1։ г։)]֊։ <
<//, (е)//2 (е) ЦшЦг П (1+в)»/(-^у\л<')Л։+ 1)(0/ р/)я» г/л.>«.+л*(р' -։><

<На (в) Ня (в) П (1 + г)2’/ (а/л/ +1) (г«Л'Г+Р/֊1) ։ (2 8)
\ 7։ /

Введем обозначения

Я.(8)=Я1(8)Н։(в), х,= а2Р‘(1 + е)’> р/=1_ .= 1 2
71

Тогда для [|/.о»||г получаем следующую оценку:

КН<Я3(е)Н, 3 П(л/+1) ).?1 п.?1П‘■ (2.9)

ю САИо°/57<'1’ а Г1 “ гз ~ Достат°чно большие, т. е.
ГДе ч' г = 1> 2, то ряд в правой части неравен
ства (2.9) сходится и, более того, выполняется неравенство
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н,(*)  2
л,+л1>1

Таким образом, при условии рх < 1—f>2 <4— «2, 0<^а1։ аа<оо 
оператор L отображает пространство W (р1։ р2; о։, з2) в себя, причем, 
если в нормировке этого пространства числа и R2 выбраны доста
точно большими, то оператор L является оператором сближения.

2.4. Пусть теперь р։ =1—а1։ р2 = 1—яг, 0<а2<^оо, а величина 
Sj будет уточнена ниже. Обозначим через множество тех натураль
ных чисел пх, для которых к^о =

Пусть ах< [— (1— Oj)(l + е)։ , т. е. )х< —— •
I 71 J 1+е

Выберем A4 настолько большим, чтобы при п2=0 выпол
нялись неравенства (1.18) и

н2(е) 2 (71x4-1) *■?'< —• (2.10)
лг,<л,е<?, 4

Представим оператор L в виде

Lw — ( 2 + 2 + 2 + 2 Рщл, яАЛ|։Л։) = 
Л1РО1 0<Л1<чо ) 

л.-О л,-0 л։>1

= Äxw + L2w +.’£з«> + L4w (2.11)
и найдем оценку для норм JZqwJr, • • •, JL4w||r.

Если ^<C”i€Qi> п2=0, то можно воспользоваться оценками 
(1.18). Следовательно, при гх, г2>/?։ получим (ср. (2.9) при ßx = 0 и 
(2.10)):

J£2wJ,<H2 (e)||w||r 2 (nx+l)k?'< ||w|]r. (2.12)

Для получения оценки нормы оператора L3 представим его в 
виде

Ь3ш = / 2 +. 2 ) Рп1П,ш^- Л*)=  L'3 w+Ц w, 
^<л1ё<г,/ 

л։«»0 л,= О

где Л/J настолько большое, что выполняется неравенство

Н,(е) 2_ (04/1x41) л? < 4 • 
лг'<л,е<г, 8

л,—0

Как и раньше, легко получить оценку
е

11^-3 ш1к < — llwß/-, Г1, г2 > /?.. (2.13)
о
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С другой стороны, из неравенств к^0 •h'h ПРИ ni - Q следуе 

что 0 = , min {a։m — к™0} >0.

Тогда в силу неравенств (2.8)
Ц;шКЯ։Мг ГГ® ,2_ +

^>«1601

» 8
и при достаточно больших гх имеет место неравенство fZawfJz-^՜^՜ ||tuj 

Объединяя это с (2.13), можем утверждать, что если R'{ (/?? > Z?, )- 
достаточно большое, то при > R°, r2>R2 имеет место неравенств՛

|£jwjr < -7 JwJr • (2.1Z
4

Далее, из (2.8) легко получить оценку 
,՛ iiz,4wiir<

< Н3 (е) МгХ, Г2?г 3 (Л1+1)(п34-1) Х?։ г։-?։)«>֊։< со. (2.15
0<я1<~ 

л,>:

Следовательно, можно выбрать R° (R°^- Rt) настолько большим 
чтобы при r3 > R,, R-2 выполнялось неравенство

g
[£4 «4 < —\wV- (2.16)

4
Рассмотрим, наконец, оператор

£։w= 2 Рп,о (zj w(/I" °) (г։, z։) =

= 2 a£tni,°o z’1'1'«/'11- 0)(z1։ г։)+

+ 2 Pnfi («1) (z1։ z8) = Liw+L,. w, (2.17)
^,>«■601

W

Pnt 0 (zj =pnio(z1)- 0 zlni.
Как и для ||£3 w||r, легко получить оценку

11^1 w|K֊j-lwJr, r^R^R,, rt^R,. (2.18)

Для оценки wir воспользуемся неравенством (1.15). Тогда

U>°wKMr 2 |а^,л„ о | Si (п1)(в1р1)'1’. (2.19)
M>n,eQ,
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Введем обозначения

= 14*«°,,  о I, р (’)= 2 (П1) -«■.

Так как Р (0)=0 и многочлен Р (") монотонно возрастает при 
с>0 (если только Р (т)^0), то существует единственное решение т, 
уравнения Р(")«=1—2е. Накладывая на число ах дополнительное усло
вие сх<—, из (2.19) получаем оценку

Р1

||£° ю !,<(1-2в) М,; п, гг > Я.. (2.20)

Итак, при достаточно больших гх и га и
1т, Г 1 I՜1!а^шш^—, —(1— ®1)(1 + 8)3 >
1Р1 111 ] )

из (2.10)—(2.20) следует неравенство

ЦДшог я — 1 — 8< 1. (2.21)

Заметим, что 2Х (пх) зависит также от гх (2Х (п^—монотонно убы
вающая функция относительно гх). Следовательно, для того чтобы 
получить по возможности большее число т,, нужно гх выбрать доста
точно большим. С другой стороны, число 7УХ нужно выбирать по воз
можности наименьшим, согласуй это с условием (2.10). Но с уменьше
нием в число Щ растет, что приводит к увеличению Р (т), а это, в 
свою очередь, к возможному уменьшению т,. Следовательно, допусти
мой верхней гранью для ах будет

Если 0<ах<^з, 0<^з8<со։ то при подходящем выборе чисел 
Рх и Р2 в нормировке пространства СТ (рх, р2; ах, в2) оператор £, ото
бражает 1^(1— ах, р2; ах, о2) в это же пространство, причем он являет
ся оператором сближения. Пусть тх—единственный положительный 
корень уравнения Фх (х)=1, где

—аналитическая функция в начале координат (если Фх ('с) 0, то по
ложим тх = сю). Докажем, что при условии

оператор Ь будет оператором сближения в пространстве 1^(1—ах, р2; 
а1> °з)> если числа /?х и Я3 в нормировке этого пространства выбраны 
достаточно большими.
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Действительно, пусть Тогда существуют такое е^>0 и
(71 *\  <

система (т։, для которых min (1 4- sjTд ГДв
т,— решение уравнения Фх (t) = 1 — 3s. Выбирая N2 так, чтобы выпол
нялось неравенство (2.10), рассмотрим многочлен

Р2 (т) = 2 Л. / 2« ni ( ехР
N,>n,eQ, \ 12 ni /

Очевидно, Р։ (t)-C Ф1 (։) при положительных Следовательно, 
решение т' уравнения Рг (т) = 1 — 3 s удовлетворяет неравенству 

т, > т։. Далее, число Л։ можно выбрать настолько большим, что

бы при выполнялось неравенство Р(х։)-^-Р1 ('«) 4՜е (это
следует из соотношения <Uj (nlt rj j 0 при r±~и непрерывной зави
симости значения многочленов от коэффициентов). Поэтому решение 
^уравнения Р (t) = l—2s будет удовлетворять неравенству '։.>"« 
> Это означает, что неравенство (2.21) имеет место, если

01<т1ЧрГ’ (l-ajd+e)’

и наше утверждение доказано.
2.5. Случай Pi<l —«J, pj = l—рассматривается аналогично пре

дыдущему. Оператор L будет оператором сближения в пространстве 
W (р1։ 1—a2; Яц os), если O^t^^oo и

0< a։<^E։ = sup |min^— Y -1 -1, (2.23)
(титЗбг( \р։/ 1—аг J

где —единственное решение уравнения

Ф։ (х) = 2 |ао°,Чл. К 2тс п2 (ехр —-—=1.
я,б<?. X 12 п2 /

2.6. Пусть, наконец, pr = 1 — ctj, р։ — 1—Oj, Введем обозначение 
Qu ={(«!, п։): ^>, = «1«!. ^ = “։П։; пг, п։ = 0, 1, 2,---).

Пусть at <Г— (1— at) (1+ е)а] ’, т. е. 1/ < —, /=1, 2.
Н* J 1+е

Выберем No настолько большим, чтобы при Пх֊)- выполня
лись неравенства (1.18) и

^4 (е) 3 (nx +l)(n14-l)XJi։k2։<—*.  (2 241
Л|+л,>М 4 ■(л» л,)601։

Представим оператор Lw в виде
Z.W = 2 4- 3 -|- 2 4_

л.+л,<ЛГ, Bl+/4>№ д(1) <ая
(Л1# Л«)бРи (л1» Л1)€ Q11 Л1Л1
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+ Рп,п, №(я*'  = к^ + Т^ш-г £3ш 4֊£4 ш. (2.25)

Аналогично тому, как это делалось в п. 2.4, легко доказать, что 
если Р2, где Р{ = (/„ л։, е), / =1, 2,—достаточно боль
шие, то будут иметь место неравенства

~ Е
1Д/ «4- < — Н. /=2» 3, 4. (2.26)

4
Чтобы оценить 0£։ш||г, введем обозначения

^л,л,—|О։,Л,։, ։,л։ |, Рп,п. (&1, 21) — Рл,л։ £2)—Я^'л’, а,п, XI՛ ' 32*՞*,

Е1Ш = 2 Рл.л, И>(Л‘’ Л,) ,
0<Л| + л։<7У, 
("» л.)6Ри

£։'№ (яц 2г)= 2 а^п*,^,  г“'"' Х2՞' и/՞1' Л։> (г1։ г։).
0<л,+л, < Л/, 
1Л„ л,)60и

Очевидно, ш = Дад+2,1 ш. Норма ||Л1 шЦг оценивается так 

же, как для операторов £։, к^, именно
• Е

1^1 »К — М<. (2.27)
4

Для оценки ||2^ ш||г воспользуемся неравенством (1.15) и получим 

6^ тоЦг <

< ЬЦг 2 «/л,л, (п։) 28 (л3)(о1р[)л֊ (а։р2)л>. (2.28)
(Л„ л.) €<?„

Пусть (я,, т2։)—положительное решение уравнения

Р (Ъ» х։)= 2 ^л,л։ (пх) 22 (п։) т£։ = 1 2е.
о«гл,+л,«:^ 
(л„ л,)60ц

Накладывая на числа о1։ а։ дополнительные условия 01<^— , 
Р1

из (2-28) получим 
Ра

шЦг < (1— 2е) Нг. (2.29)
Из (2.24), (2.26), (2.29) получаем окончательную оценку

9 = 1— е <1,
верную при Г1>Л?1» г2 !>./?։, /?1։ — достаточно большие.

Рассуждая так же, как и в п. 2.4, приходим к следующему ре
зультату.
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Оператор Ь будет оператором сближения в пространстве 1^(1 
— вд, 1—аа; я։, я2), если

\ г-1 2 (2.30>
О <’□(<. -I = пИп ( —> =----- /, I—х> '\р/ 1—“/ /

где (Ъ> 71) £ Г, (т°, -£) — положительное решение уравнения

Ф(тх, 2 Лич 2«/ П1 п» [ехр(т5-----Н гЛ՜) х?,'Са‘=1’
" (»и«.«,. \12п1 12п«/3

а числа /?1։ Е„ в нормировке пространства (1—’Ч» 1 а2» а։> °г) вы՜ 
браны достаточно большими.

2.7. Обозначим через Е класс целых функций ш (х։> ^д), принад
лежащих хотя бы одному из классов Е [1—1—“а; -р а°)> £ [1 
—а1։ 1—а։; 3։, 0), Е [1—я։, 1— а2; 0, Е2) (см. п. 1.1), где а/, Е/и Е® х 
1=1, 2, определены в (2.2), (2.22), (2.23) и (2.30).*

Теорема 2. 'Пусть для уравнения (1) выполнены, условия а) 
и 6) п. 2.1. Тогда для любой функции { (г1։ г2) £Е уравнение (1) 
имеет единственное в Е решение, причем с.с.п. (р։, Р1) и с.с.т. 
(°р °1) при с.с.п. (ри р։) этого решения совпадают (в допустимых 
пространством Е пределах) с с.с.п. и с.с.т. функции / («д, га).

Доказательство. 1. Прежде всего докажем, что уравнение 
(1) имеет единственное решение в каждом из классов
£[1-а1։ 1֊а։; Е®, Е®), £[1-04, 1-а2; Е։, 0), £(1-«д, 1-а։; 0, Е,), 

к которому принадлежит функция / (г,, д2).
а) Пусть (а1։ я2— любая точка из открытого прямоугольника 

(0, Е°; 0, 3®). Введем пространство = № (1 — яр 1 — я2; я։, я2) с 
нормой

Ы/?../?, = .чир П, г։) ехр [—(Яд г։1-’> 4- о2 г^-’«)],
Г »>/?!»

где числа £< = £/(ях, а2), г'=1, 2, выбраны настолько большими, что 
для всех ш֊й^(1 — Яд, 1—я2; я1։ я2) выполняется неравенство 

7 ₽,), 7 и зависит от я1։ я, но не . зависит от ш
(см. пп. 1.3 и 2.6).

Из принципа сжатых отображений [6| следует, что уравнение (1) 
имеет единственное решение в если правая часть / (г1г г2) при
надлежит этому пространству. Тогда по теореме 1 уравнение (1) 
имеет единственное решение в классе

А= и Д’,),, 
0<»,<еО

если / (г։, г2)£Дд. Очевидно, Дх=£[1—Яд, 1 — я2; Е®).

Класс £ [1 а1։ 1 я։; 3։, 0) (класс £[1—Яд, 1—я2; 0, Н։)) имеет смысл рас
сматривать только в случае, когда 2։ > 2° (д2 > Е®).
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б) Пусть теперь (s1։ ps)—произвольная точка из открытого пря
моугольника (О, Z։; 0, 1—а։). Введем пространство Д ’ = W (1 — 
Ра! °i> 1) с нормой

*

||w|b? = sup М (w; rI։ rj) exp [—4- r§)], 
r,>R. ,r,>R,

где числа Ri = Ri(?u pi), ։=1, 2, выбраны настолько большими, чтобы 
для всех w £ W (1 — Oj, р2; аъ 1) выполнялось неравенство (см. п. 2.4)

|)£™|1/? < q М₽. я = q (°» р) < 1.
На основании принципа сжатых отображений опять можем утвер

ждать, что уравнение (1) имеет единственное решение в _/^։, если 
правая часть / (z1։ z3) принадлежит этому пространству. По теореме 
1 уравнение (1) имеет единственное решение в классе

и _ ’
0<в,<Е, 
0<р։<1-о,

если / (z1։ za) £ Аа.
Очевидно, Д2 = ^[1— а1։ 1—а2; 31։ 0).
в) Аналогично доказывается существование единственного решения 

уравнения (1) в классе Л3=£'[1—а1։ 1—Ojj 0, Е2), когда f (z1։ za)£A3.
2. Докажем теперь, что с.с.п. (рх, р3) и с.с.т. (а։, а2) при с.с.п. (рх, р2) 

решениями, (z1։ z») и правой части / (zl։ z2) уравнения (1) совпадают. 
Доказательство можно было бы проводить на основании последнего 
утверждения теоремы 1 (ср. [1]), но мы воспользуемся другим мето
дом, охватывающим сразу всевозможные варианту.

Пусть/(z1։ z2)—произвольная целая функция, имеющая с.с.п. 
(рр Рг) и с.с.т. (а{, а/,) при с.с.п.$ (р[, р£), где О^р/^оо, 
։=1, 2. Введем обозначение

W(р{, р{; а/ 4-е, а' 4 е), если со, со, 
ту _ W(tf+e, рА 1, о/-|-е), если а{ = ос, а£<оо, 

7 W(р{, р{4֊е; af+e, 1), если о{<^оо, а/= оо, 
^ (р{+е, р{+е; 1, 1), если а{—а£=оо; е>0.

Очевидно, W/. Пусть f (zv za)£Ap (р = 1, 2, 3) и системы 
(р{, Р7) и (°{> °{) выбраны в пределах, допускаемых в Ар. Из резуль
татов пп. 2.3—2.6 следует, что оператор L является оператором сбли
жения в пространстве W/ (при любом достаточно малом е^>0, фигури
рующем в определении TF/L Следовательно, уравнение (1) с правой 
частью f (z3, z2) имеет решение в пространстве IF/, совпадающее с 
единственным решением w (z3, za) из содержащего 1Г/ пространства 
Ар. Но условие w (z1։ Zj) E Wt (при любом e>0) означает, что суще
ствуют такие с.с.п. (р®, р®) и с.с.т. (а®, а®) при с.с.п. (р®, р®) функции 
w (zx, z2), для которых имеют место неравенства р®-^р{, o®-$^of, ։=1, 2.

С другой стороны, каково бы ни было пространство fl^(Pi, Рв> 
ои аг)> содержащее w (z3, z2), в его нормировке справедливо неравен
ство (см. пп. 2.3—2.6)
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[/(г։, я2)^ =Ц£«» (лг, я։)|/-< Ч И«’ (гп гз)-г> Ч'՝^'

Отсюда следует, что р{ < р®, о/-С’®. ։=1> 2- Ч’ем самь1м тРе 
буемые равенства р{ =Р®> °/=:ЭГ’ / = Ч, 2՛ доказаны.

Кроме того, из последних неравенств следует, что если го (г1։
£АР, то / (^, г2) 6 Ар (р =1,2,3). Следовательно, уравнение (1) 
имеет единственное решение не только в пределах каждого класса Ар, 
но и в их объединении Е=АХ IIА2 и А3.

Теорема доказана.

§ 3. Приближенное решение уравнения (1)

Метод „урезания“, который применяется в данном параграфе, 
неоднократно использовался при решении аналогичных задач Ю. Ф. 
Коробейником (см., например, [1]). В дальнейшем также предполагает
ся, что выполняются условия а) и б) п. 2.1. Если правая часть урав
нения (1) является многочленом степени к относительно переменных 
гх, гг, то согласно теореме 2 уравнение имеет единственное в классе 
£ решение ш*  (ях, г2) (см. п. 2.7). Это решение является многочленом 
степени к относительно ях, гг. Его легко найти методом неопределен
ных коэффициентов. При этом, очевидно, уравнение (1) можно заме
нить „урезанным“ уравнением

ш+1к ШЕ=Ш+ 2 Р„1Я, (зх, г2) { {гх, г2). (3.1)
л,+л,=1 1 ֊

Если / (я։, я2)—произвольная функция из класса Е, то в качестве 
приближенного решения естественно выбирать полиномиальное реше
ние „урезанного“ уравнения

(гх, г2), (3.2)
где

я8) = 4 1 ^У(О.О) ,
/+^=1 Л/* ‘‘ 2

— частичная сумма тейлоровского разложения функции / (гх, я2). Мы 
покажем, что этот процесс приближенного решения сходиФся. Точнее, 
имеет место

Теорема 3. Если / (гх, г2)— целая функция из класса Е и 
ю* (гп гг) полиномиальное решение урезанного уравнения (3.2), то 

-2) стремится равномерно в любой, ограниченной области к 
решению ш (г։, г2) уравнения (1), более того, и>к (гх, г2) — ш (2х, и2) 
равномерно во всем пространстве С*  с весом ехр [ — (ахГР֊ а2г.р>)], 
где рг, а։, г=1, 2, — произвольные положительные числа такие, что 
/ (ях, я2) £ Е [р., р2; а1։ а,).

Доказательство. Пусть положительные числа р/, а/։ 1 = 1, 2,



О целых решениях уравнений 141

выбраны так, что / (хр 22) £ Е (р։, р2; о։, -2) с: Е. Рассмотрим операто

ры А*,  Ал:
^л, + ”1 щ 

да՞՛ дг^

л
Ал» = 2 Рц.п, 

л,+л,~1

^л,+л։ ц, 

дг^՝ дгп2*

Нормы этих операторов оцениваются так же, как норма оператора А 
в п.п. 2.3—2.6. Так как

л
М (Ц ш; г1( г2) «2 2 М (Р„,я, ш(л- л»); ги г2) <

л,+ л,=1

2 М (Рп,п, ш<л- "•); г։, г2),

то в силу результатов п.п. 2.3—2.6 имеет место неравенство 
ЦАл«4< <7 |Мг- <7<Х гг^> Р-1՛ г2^> Р2, (3.4)

где Р։, 7?2—достаточно большие постоянные; д, Р1։ /?2 от ш и к не 
зависят.

Норма оператора Ал оценивается так же, как норма оператора 
А в п.п. 2.3—2.6. При этом соответствующие оценки уточняются 
следующим образом. Ряды, фигурирующие в неравенствах (2.9), (2.12), 
(2.15), заменяются на их остатки, соответствующие индексам (п1։ п2) 
с т^+гъ^к. Следовательно, число д, фигурирующее в оценках нормы 
оператора А, заменяется величиной д (к), стремящейся к нулю вместе 
с 1/к. Находить такие оценки, как для нормы операторов А1 из (2.11) 

и А1 из (2.25), в данном случае нет надобности, так как к можно 
выбрать настолько большим, чтобы к Л1( к Мо. На основании ска
занного можем написать

ЦАл д (к) Мг, Ч (&) -- 0, гх > Р1։ г2 > Р2. (3.5)

Из неравенств (3.4) и (3.5) следует, что операторы Ал и Ал 
являются операторами сближения в пространстве ПР (р1։ р2; а1։ а2).

Рассмотрим урезанное уравнение (3.2) с правой частью (3.3) 
(/(21, г2)6^[Р1» Ра! °и °а))- Из сказанного выше следует, что это 
уравнение имеет единственное полиномиальное решение шл (2Х, г2) в 
классе Е, причем шл (*1,  22)6 (Рн Ра! °1» аа) при любом натуральном 
к. Если ш 22) — решение полного уравнения (1), то ил (* 1։ 22) = 
= и> (г։, 22)—№*(?!,  я2) является решением уравнения

4- Ал = / (21, 22) — /л (2П 22) — Ал то (21, 22). (З.б>
217-4
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Так как правая часть уравнения (3.6) принадлежит классу 
-S'tPii Pal °i> OjJc.F, то по теореме 2 и*  (z1։ za) является единственным 
в Е решением уравнения (3.6), причем u*(z 1։ zs) £ Е [pJ։ Ра? °1» °а)- Сле

довательно, в силу леммы 2 функции и*  и f—fn —Lk w принадлежат 
■S-пространству W (p1։ pa; a1։ a։). Тогда, как известно [6], в нормиров
ке пространства W (р։, р8; а1։ яа) имеют место неравенства

к - «4=< у.-/•։ + JW < 
1-9 1-9 1-9

<J/-/4 + < I/-/4 + q{к). Ш .
1 — 9 1— 9^1 — 9 1 — 9

Учитывая лемму 2 и условие (3.5), отсюда заключаем, что 
.Цш—при к—* со.

Но последнее означает, что при к —* со
sup M(w — wk-, r1։ ra)[E (rlt rs)]-J-»0,

и последовательность полиномов w*  (z1։ za) сходится к решению 
w (zi> *а)  равномерно во всем пространстве С3 с весом ехр {—(«1Гр+ 
+ М1]} и, подавно, равномерно в любой ограниченной области. Тео
рема доказана.
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Ֆ. Ի. ԳԵՉԵ, Ա. Ւ. ԿՈԻՐԵՑ. Մասնական ածանցյալներով անվերջ կարղի ղծային դիֆերենցիալ 
հավասարումների ամբողջ լուծումների մասին (ամփոփում)

Ուսումնասիրվում է [J] հավասարման լուծման գոյության ու միակության հարցը' երկու 
փոփոխականի ամբողջ ֆունկցիաների որոշ դասում»

Հիմնավորված Լ տված հավասարման մոտավոր լուծման մեթոդը։

F. J. GECE, A. I. KUREJ. On entire solutions of linear partial differential 
equations of Infinite order (summary)

For the equation (1) the existence and the uniqueness of the solution in a 
■class of entire functions of two variables has been considered. A method of appro
ximate solution of this equation is proposed.
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