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А. М. ЛУКАЦКИЙ

О РАЗЛОЖЕНИИ В РЯДЫ ПО СИСТЕМЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ 
ФУНКЦИЙ М. М. ДЖРБАШЯНА

В работе М. М. Джрбашяна [1] для произвольного ограничен
ного континуума Л была построена система рациональных функций 
{Л/„ являющаяся естественным обобщением хорошо известных 
полиномов Фабера на тот случай, когда полюса функций системы не 
совпадают все с бесконечностью, а лежат на произвольной последова
тельности точек {։»*} “ с (7՜—неограниченной компоненте дополнения 
К. Было показано,-что в случае, когда континуум К совпадает с за
мыканием жордановой области С+, граница которой Г—спрямляемая 
кривая, удовлетворяющая некоторому дополнительному условию, си
стема {Мп (г)} “ образует базис в пространстве функций, аналитичес
ких в С+ и непрерывных в С+ и Г при следующем условии на полюса:

2 (1֊|ф(ш*)|֊*)=со,  (1)
*-о

где то = Ф(х) (г = ф (то))—функция, конформно отображающая 6՜ на 
область |то|^>1, причем Ф (со) — со, ф'(со)^>0.

Система {Мп (г)}” строилась следующим образом. Рассматрива

лась система Такенака-Мальмквиста, ортонормальная на единичной 
окружности |то| = 1:

Т։(«,) = ПЖ
1—а0 то

,.(„) = ЕГЕа^^.ы(„=։>2>...)։ (2)
1— а-п ■ш =о1 — “л*

где а*  =ф-։ (шл)(&=0, 1, 2,. ■ •). При а*  = 0 полагаем = ,-^-= — 1.

Функция Мп (г) определялась как сумма главных частей и по« 
стоянных в лорановском разложении функции <ря [Ф (я)] в окрестности 
точек {։о*}՞.

В дальнейшем с целью освобождения от ограничения на спрям
ляемый контур Г. Ц. Тумаркин [2] рассмотрел модифицированную 
систему \М’ (г)}~, определяемую аналогичным образом из лорановско- 

го разложения функций <р„ [ф («)] У՜ф' (2) .
Наконец, М. М. Джрбашян в работах [3], [4] изучил разложения 

по модифицированным системам {М<р («))- (0<5<1):
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2с*М* ‘%) (3)
о

при условии

£1с*  !’<«>, (4)
о

для случая, когда континуум К. = С+— замыкание жордановой обла
сти со спрямляемой границей.

Функция М(п^ (г)(О -С 5 -С 1) определялась из лорановского разло
жения функции фя [Ф (х)][Ф' («)У в окрестности {“*)о  (п=0, 1, 2, •••).

В настоящей работе рассматривается одна из модифицированных 
систем М. М. Джрбашяна, а именно, система {Л/£։)(и)).

Целью втой работы является, во-первых, исследовать сходимость 
рядов

2 С*  М?\г) (5)
о

при более общих условиях на коэффициенты с*,  чем [4], причем уже 
для произвольного ограниченного континуума, во-вторых, в случае, 
когда К совпадает с замыканием жордановой области со спрямляемой 
границей, расширить класс функций, представимых рядами [5].

Отметим, что такое обобщение связано со значительными труд
ностями и не является простым перенесением результатов [3] и [4]. 
Если при условии [4] могли быть использованы теорема Рисса-Фише- 
ра и другие хорошо известные методы гильбертового пространства, 
то в нашем случае приходится привлекать сведения из теории особых 
интегралов, а также некоторые результаты автора для круга, что 
приводит к довольно громоздким выкладкам.

Автор выражает благодарность профессору А. И. Маркушевичу 
и профессору Г. Ц. Тумаркину за помощь и внимание к настоящей 
работе.

§ 1. Разложение в ряды по системе |Л^։> (г)}^ при условии (1):

2(1 — |Ф (ш*)|֊>)  = оо 
о

'Пусть К—произвольный ограниченный континуум, 6/—его внут
ренность, {6/}^(0-С/-Ссо) — совокупность всех ограниченных компо
нент его дополнения, число которых может быть 'бесконечно, С~—не
ограниченная компонента дополнения К. Положим

К= А՜ и ( и С1 У 
\'-о /

Очевидно, что дополнение К совпадает с С՜, откуда немедлен

но следует, что К—континуум и дК= дС՜. Через 1У будем обозна

чать внутренность К. Очевидно, что
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и => и U ( и G, •
м-=° /

Имеют место равенства, непосредственно вытекающие из опре 
деления (z) (см. [4])

М - 1 С [ф (:)Д ф/ (С) rfC- -1- f (1.1)
' 2kzJ С —z ’ 2*ч  J ф(и») —z

Г R

^gj (л-о, 1, 2, - );

лй"«=-2- С [Ф (»)] Ф' Ы, (1.2)
2՜! J ф (w) — z

lw|- R

z^G^ (k=0, 1, 2, ••),

где /?>1 выбрано так, что все точки {со/}*  лежат вне Г/?.
Функция z = ф (w) ограничена вблизи единичной окружности, 

следовательно по теореме Фату [8], она имеет почти всюду на |w| = 1 
угловые граничные значения. Кроме того справедливы следующие 

очевидные неравенства, при z£U

inf |ф (w) — z| > inf ]C — z| = inf |Z — z| = d (z) 0, (1.3)
|wl>l C₽dO— ~~

где d (z) — расстояние от точки z до дК.
Переходя к пределу в крайних членах равенств (1.1) при /?-»-1+0 

(законность такого перехода вытекает из (1.3)), получим

MP(z)=~ [-**  (™)Jw , z^Z/ (fc=0, 1, 2,-). (1.1')
2"z J ф (w) — z 

|»|-1

Переходя к пределу при ^->-1-|-0 в равенстве (1.2), получим

М.)(г)=1 (•*(«)*»  +,.1Ф(1)|ф,М, (1.2Э
zitz J ф (w) — z

1®1-։
z^G- (k=0, 1, 2,- •).

Нам потребуется в дальнейшем следующая лемма о разложении 
по системе (2).

Лемма 1. Пусть дана система (2), где {а*} “ — произвольная 

последовательность точек внутри единичного круга, удовлетво
ряющая условию

2 (1—1«*|) ‘= со, 
___________ о

* Через Tjj (R > 1) обозначен образ окружности |ш| = R при отображении 
х = ф(аг); 6^ и соответственно внутренность и внешность кривой Гл> 
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функция / (ад) принадлежит Ьр (р>1)*;  с/, — коэффициенты Фурье 
/(ад) по системе (2).

Тогда ряд

2 сс ®, (ад) (1.4)
и

сходится равномерно внутри |«л|<^1 к некоторой, функции Г(ги)£Нр**,  
сходится на |ад| = 1 в метрике Ьр к угловым значениям /г(ад) из
нутри |ад| = 1. ,

Доказательство. Равномерная сходимость ряда (1.4) внутри 
|ад|<^1 доказана в [12], там же показано, что

Г(ад) = у с*<р*(ад)= — С - А, |ад| < 1.
2кг I /—ад

0 /(-1

Из того, что / (/)££;, вытекает [11], что /•'(ад)£///։ и

Г (ад)=— |Ш|<Г
• 2кг J /—ад

и -1

Таким образом, имеем следующее тождество:

— Г ~:^^М-е7/=0, (1.5)
2кг' ,] / — ад

М-1
Из (1.5) следует, что функция /(/)—/'՝(/) аналитически продол

жается с единичной окружности в ее внешность, т. е. справедливо 
разложение

/(/)-Г(/) = 2 </*/֊*,  |/|>1. (1.6)
I

Ряд (1.6), как следует из теории обычных рядов Фурье, сходится на 
|/| = 1 к / (/)— Г (/) в метрике Ьр. Кроме того

<**  = ֊ Г[А(0֊/г(0]^1Л|=^ С/(/)/*|Л|  .(*=!,  2,- -).
2к ] 2к ]

М-1 /п-1
Таким образом, </* —коэффициенты Фурье функции / (ад) по системе 
{ад՜*) “. Система {®*(ад)}^°'и  [ад՜*  },“ полна в пространстве Ьр [13]. 
Как следует из [12] (теорема 1), ряд Фурье по этой системе сходит
ся на |ад|=1 к / (ад) в метрике Ьр.

Учитывая все вышесказанное, имеем

* Через £р(Г)(/»>1), Г — спрямляемая жордановая кривая, будем обозначать 

пространство функций # (С), для которых (С)|® |Д[<00; в случав, когда

Г
Г — единичная окружность, Ьр (Г) = Ьр.

* * Определение Нр см. в [8].
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к(о-2с* т*(о  I

* Через [■ • обозначается норма фунхцни в пространстве Ьр (р >1).

о 1р « »

~2 <4г‘- 2с*Ф*(о|  /(')֊ 2 Ы~к I +
։ о «р ։ I. V

+к(о - з а г*-2с*^ & I* (1,7>
1 I о •₽■

Подбирая достаточно большое т, получим, что при п^> П (е) правая 
часть (1.7) меньше произвольного еХ), и ряд (1-4) сходится к Е (/) 
на |<| = 1 в метрике Ьр. Лемма доказана.

Хорошо известно, что полиномы Фабера для континуума К могут 
быть определены как коэффициенты ряда Лорана производящей 
функции

X (ш, г)= —Ц-------, |«4>> С1֊8}
<Ь («,) — г

в окрестности ш = со.
Аналогом этого для системы является следующее ут

верждение.
Лемма 2. При условии (1) имеет место разложение

X (ш, г) == V М?(г) — ф/|™| >1, (1.9)
о и> \ то /

равномерно сходящееся внутри |»|^>1 и в любой, метрике ЬР (/£>1)

на |я>| = 1 при любом фиксированном
Разложение (1.9) было установлено М. М. Джрбашяном [4] для 

К=С+, С+—жордановая область со спрямляемой границей, сходи
мость на | ц>| — 1 доказана в [4] в метрике А2.

Доказательство. Функция (1.8) при фиксированном г £1/ 
аналитична и ограничена в области |гу|^>1 и X (со, г)=0, значит, функ
ция

X*  (С, г) = С֊*  х (С\ г)

аналитична и ограничена в |С| 1 и принадлежит поэтому простран
ству НР для любого р.

По лемме 1 имеем следующее разложение:

X*  (С, г)= (г) <р*  (С), (1.10)
о

равномерно сходящееся внутри |С|<1 и сходящееся на |С| = 1 в любой 
метрике (р>1), причем а*  (г) вычисляются по формулам
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а„ (г) =±- (*7-*(С,  я)?*С)  |Л| (*  = 0, 1, 2,-• • ). (1.11)

На компактах, целиком принадлежащих

л» »• 
1:1-։

Замечая, что равенства (1.11) можно, очевидно, записать следую
щим образом:

М?\г) = - Г/.*  Г„ я) <?*  о |Л| (*=0,  1, 2, • • ■), (1.12)
2՜ 

14-1
из (1.11) и (1.12) имеем

а*(г)=МГ ,(я) (*=0,  1, 2,-. ). (1.13)

Производя в (1.10) замену ш = С՜1 и учитывая (1.13), получим 
искомое разложение (1.9). Лемма доказана.

Рассмотрим теперь ряд по системе (Л^։) (г))^°

2 С„ (г), (1.14)
о

где с*  — коэффициенты Фурье некоторой функции 7 (ш) из Ьт (г^>1) 
по системе [<р*(«>)) г7:

с*=֊~  (*  = 0,1,2,-..). (1.15)

1»|=1

Имеет место следующая теорема о сходимости рядов (1.14) при 
условии (1).

Теорема 1. Пусть (я))^—система" М. М. Джрбашяна 
для произвольного ограниченного континуума К. Тогда при условии 
(1) ряд (1.14) с коэффициентами (1.15) сходится равномерно вну

три и*  и имеет место равенство

[1^,,^. (1.16)
о 2кгм£1 н«')-*

Доказательство. Умцожив обе части равенства (1.9) на 
(2~г)-1 7 (ш) с!ги и заметив, что разложение (1.9) сходится на |ю|=1 
в метрике £г/(Г-1), получаем после интегрирования, что ряд (1.14) 
сходится и справедливо равенство (1.16) при любом фиксированном 

2(и.

Покажем, что ряд (1.14) сходится равномерно внутри П. Пусть

Р — произвольный компакт, принадлежащий и. Тогда, подобно 
(1.3), имеем
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ïnf |ф (w)— z| > inf| С — z| ■= d (P) ^>0, 
zÇP

|ш|>1 ~

где с! (Р) — расстояние между множествами Р и дК, откуда, исполь
зуя (1.11), получаем при любых п>лп>0

Из (1.17) вытекает равномерная сходимость ряда (1.14), поскольку, 
I

по лемме 1 ряд У с*  ?*  (ил) сходится на |ил| =1 в метрике Lr. Теоре- 
о

ма доказана.
Рассмотрим теперь частный случай теоремы 1, когда континуум 

K=G+— замыкание жордановой области со спрямляемой границей Г.
Пусть f (z) представима в G+ интегралом типа Коши

/ (*)  = Л С— g [ф (w)l ф' («,)££„ г > 1. (1.18)
2~z J s — zг

Положим

с*  — с*  (g) = f g [ф (w)] ф' (w) ®*(ил)  |</«>| (А=0, 1, 2, ֊ • •). (1.19)
2к J|w|-l

Учитывая, что при 7 (ил) = g['p (ил)] ф' (ил) правая часть (1.16) 
совпадает в G+ с / (z), из теоремы 1 немедленно получаем следую
щее утверждение.

Теорема 2. Пусть f (г) представима в G+ интегралом типа 
Коши (1.18), тогда при условии (1) f (z) разлагается в равномерно 
сходящийся внутри G+ ряд по системе {М™ (z))^°

/(г) = 2 с*  (g) М<» (z), z£G+ > (1.20)
о

где Ck(g) определяются из формул (1.19).
Отметим, что у М. М. Джрбашяна аналогичный результат спра

ведлив при более жестких условиях на функцию f (z), а именно 
g [Ф («>)] Y («О должна принадлежать Ц (см. [4], теорема 6).

Замечание. Несложно показать, что функция f (z) представи
ма интегралом типа Коши (1.18), если она представима интегралом 
типа Коши:

/(г) = ^7г1^л’ Я(СИ£₽(Г)’ P>1 <L21> 
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при следующем дополнительном условии на спрямляемый контур::

(*  |ф'(ш)’։ |Л»| < оо (1,22).

|Ш|—1 

при некотором х^>1.
Покажем теперь, что при условии (1) разложение (1.20) обла

дает свойством единственности. Точнее имеет место следующая
Теорема 3. Пусть /(г), представимая в С+ интегралом типа 

Коши (1.18), разлагается в ряд (1.20), и пусть также имеет- ме
сто разложение

/(я)= з с;мр(г), (1.23^
о

где 
с\ = ~ Ст*  (») ф*  (ш) |Жо|, 7* Ьг, ։>1.

1*|-1

Тогда при условии (1) 
с*=<  (к = 0, 1, 2,. .).

Отметим, что подобная теорема была доказана ранее М. №.. 
Джрбашяном [4] для случая, когда

3 к*  (£)1։<°°,2 |с;|а<оо, 
о о

однако условие (1) в [4] не требовалось.
Доказательство. Положим в |«,|1

во ОО

5 (ш) = 3 с*  Фл (»)> 5*  (ад) = 3 ®*  (ш)՛ (1.24>՛
б

Ряды (1.24) сходятся равномерно внутри |и)|<^1 по лемме 1. По՛ 
той же лемме, из равенства

Л

Сзс»(р*

применяя неравенство Гёльдера, заключаем, что

/ (я)= 3 ск М^Цг) = 
о

=^г 3(Ф(О)Ф-(С) д (125>
2«։ 3 Ф (ш) —г 3 С —г

|то|=1 Г

Аналогично

217-2

л ’?<՝ а
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- . ... 1 С5*  [ф (О] ф' С) ,, гг+ П26։
/(г)=2 с*М1 ։>(г)=— --------~<К,г:Ь+. (1.26)

о г

Вычитая (1.26) из (1.25), получим
I (*  ф'(9[5[Ф(С)]-5*[ФЮ11  л^о, г^. (1.27)

2г.( 3 С — я
г

Слева в тождестве (1.27) стоит аналитическая в Сг функция, по 
известному свойству интегралов типа Коши [8] ее угловые граничные 
значения извне контура Г существуют и совпадают с

Ф'(9 [5 [Ф (С)] — 5*  [Ф (С)Б, С£Г.

Кроме того, эта аналитическая функция имеет нуль на бесконечности. 
Учитывая, что Ф'(г)=^0 при г£(7՜ и Ф'(оо)>0, получаем, что функ
ция 5 [Ф (а)] — 5*  [Ф (г)] аналитична в С՜ и также обращается на 
бесконечности в нуль. Переходя на плоскость ш = Ф (г) имеем целую 
функцию 5(ад)—5*  (ш), обращающуюся в нуль при ш = со. По тео
реме Лиувилля 5(ш)=6*  (ш), отсюда, как нетрудно видеть,

с*  =с*  (к = 0, 1, 2,- • •).
Теорема доказана.

§ 2. Разложение в ряды по системе {Л/р (г)}“

при условии: 2 (1— |Ф (ш*)1 -1) 00
о

Пусть К, как и раньше, произвольный ограниченный континуум. 
Продолжая пользоваться обозначениями § 1, мы будем изучать здесь 
сходимость рядов

2 с* Мф (г), (2.1)
о

где

с* = £՜ р («О ?*(ш) |«/ш|, т (ш) £ Ьг (г>1) (2.2)

(А = 0, 1, 2,...),

в принципиально отличном от рассмотренного в § 1 случае, когда

2(1— |Ф (<и*)|-։)<со. (2.3)
о

Нам потребуются здесь некоторые результаты относительно 
приближения функций на единичной окружности рациональными дро
бями и о неполных системах Такенака-Мальмквиста.

Рассмотрим систему (2), где (а* }“— произвольная последова

тельность точек внутри единичного круга, для которой



О разложении в ряды 11Г

3(1-|я*1)<оо.

* Аналитическая в |го| > 1 функция Р(ги) принадлежит пространству Нр в. 

|ш|>1, если Г ( — ) £ Нв.
\ т / Р

(2.4)

Имеют место следующие утверждения (см. [12]), которые мы 
приводим в виде леммы.

Лемма 3. 1°. Пусть /(ш) суммируема на |«»| = 1 и а*  — коэф
фициенты Фурье функции /(») по системе (2).

Тогда имеет место разложение, равномерно сходящееся՜ 
внутри

2 а*  <р*  (ш) = 
о

1 С/(0^ в (го) С /(О <Н

2՞։ |Г|Г1 1 ~ ш 2г/ (0(*՜  «О 
(2.5),

где

5(ш) =
“а*  — го 1а*|  

0 1— «*  го а*

—произведение Бляшке с нулями в точках {а*)^՜.

2°. Пусть / (го) Бр (р 1) на |то| = 1, а*  имеют тот же 
смысл, что и выше. Тогда

|2 а*®»  («О | <Ср|/(№)и (2.6)՝

где Ср—постоянная, зависящая от р.
Приведем также следующий частный случай общего критерия 

Г. Ц. Тумаркина [9] о возможности приближения функций на единич
ной окружности рациональными дробями, который для удобства ссы
лок сформулируем в качестве леммы.

Лемма 4. Для того чтобы функция }(го)^Бр(р'^>'Т) прибли
жалась на |ад|=1 в метрике Ьр рациональными дробями с полюса

ми в точках (а*՜ 1 )о>, где (а*)о°  удовлетворяют условию (2.4), не
обходимо и достаточно, чтобы почти всюду на |ш|=1 / (го) совпа
дала с угловыми граничными значениями мероморфных в |ш| 1 и
в |ш£>1 фунций ограниченного вида, соответственно Б+ (го) и 
Б~ (го) с дополнительными условиями

, Г+ (го)^Нр, Б֊ (го) гоВ֊Чго)^Нр в |«|>1*.

Докажем теперь важную лемму о разложении производящей; 
функции (1.8) при условии (2.3).

Лемма 5. Пусть К—произвольный ограниченный континуум.. 
{Л/М (х)}~ — система М. М. Джрбашяна для К. Справедливы сле

дующие разложения՝.



112 А. М. Лукацкий

1.

—= 2 щ" «X ,/Х) + 2^-г-։, . е Ъ-. (2.7)
6 (ад) — г ад \ ад/ 25 (ад)

.2.
—1------- = 2[^П)(г)- ?*[Ф  ^)] Ф' (*)]  ֊ <Р*(Л)  +

Ф («») — ■=) Т «’ \ад /

+2й!4 + -5^7-;-<2-8>
В (ад) ад — Ф (г)

Ряды в правой части равенств (2.7) и (2.8) сходятся равномерно 
внутри |ад|>1 и в любой метрике Ьр (р^>1) на окружности |ад| = 1. 
Функция

2 (ад, 2)=А_ Г------ В (<) **------  (2-9)
2к/ 3 [՛(/ (V)—г][ад —/]

принадлежит Нр в |ад|>1 для любого р^>1 и г^Т.
Разложение (2.7) было установлено М. М. Джрбашяном [4] для 

Л'=С+, (7+—жордановая область со спрямляемой границей, сходи
мость на |ад|=1 была доказана в [4] в метрике £։. Доказательство в 
общем случае опирается на леммы 3 и 4.

Доказательство леммы. Предположим вначале, что г — 

фиксированная точка, принадлежащая внутренности К. Рассмотрим 
снова функцию X*  (», г). Пользуясь тождеством М. М. Джрбашяна [4]

(1 -<()֊> = 2 ф*(9  <₽*(/)  + 5п+1 (С)ВЛ+1 (0 (1 9՜։,
о

где

Вл+։(9=
о 1—а*С  а*

.из интегральной формулы Коши получаем
7-,(г->=й №>= 

|/1-1

= 3 ГЛ Г х*а,  г) ^77) |Л| !<?*  (9+
0 1 ‘ /|=1 -1

+ к) ( в«|(')х՛ ('■ г)щ, |д<1. (2Лт
2” 1 с

Как было показано при доказательстве леммы 2

Гх*  (£ «) ?*  (0 |Л|=Л^։,(я) (£=0, 1, 2,...). (2.11)

1/1=1
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Кроме того
Вя+1 (Q — В (С) при л — ос (2.12)

равномерно внутри |С|<^1 и в метрике L2 на |С|=1 [10].
Используя (2.11) и (2.12), перейдем в (2.10) к пределу при 

л —՛ ос, получим равномерно сходящееся внутри |'| < 1 разложение 
(СМ. [4])

Z*  (С, г) = £ЛЛ) <?*  (С) 4֊ 4^ f |Л| =
о 2к 1֊“

= F1(C, z) + F2(C, z), |С|<1. (2.13)

Рассмотрим функцию

л (С, z) = <рк (С), ICI < 1. (2.14)
о

Нетрудно показать (см. [4]), что ряд (2.14) сходится на |С| = 1 в мет
рике £։ к угловым граничным значениям (С, z) изнутри единичной 
окружности. Отсюда по лемме 4 получаем, что F2 (и, z) почти всюду 
на |и| = 1 совпадает с угловыми граничными значениями некоторой 
мероморфной в |С|^>1 функции F՜ (С, z) ограниченного вида, удовле
творяющей условию

С В-’(С) г-(С, z)£H2 в |С|>1. (2.15)

Заметим, что угловые граничные значения функции F2 (С, z) из
нутри единичной окружности |и|=1, равные по теореме И. И. При
валова [8]

7*  (н, z) у В(ц) ГЩГ)~ /Л (f, z)

2 V P֊ 1~Ïu
принадлежат Lp для любого р>1, в силу того, что функция 
В (и)/*  (и, z) ограничена на |и|—1 (см. [11]; [7], стр. 176) и, значит 
по теореме В. И. Смирнова [8], F2 (С, г)£Нр а^я любого р>1. Отсю
да и из (2.13) непосредственно следует, что угловые граничные зна
чения функции Fx (С, z) изнутри единичной окружности также принад
лежат любому пространству Lp (/f>l), и по той же теореме В. И. 
Смирнова заключаем, что

. Fx (С, z) е нр, СВ՜1 (с) F (С։ ç Нр в |С|>1 (2Л6)

для любого /£>1. Из (2.16) вытекает по лемме 4, что функция F^u, г) 
допускает приближение рациональными дробями с полюсами в точках 
{ак 1]о° в метрике Lp, поэтому, как следует из наших результатов [12], 
ряд (2.14) сходится на |С|=1 в любой метрике Lp (р>1).

Произведя в (2.13) замену ш = С՜1, после несложных пре
образований получим разложение (2.7). Из того, что /2 (С, z)£Hp при 

любом /£>1 и любом фиксированном zÇ (/непосредственновытекает,
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что 2 (ш, г)^Нр в |ю|>1 при любом р>1, и пеРм* часть лем

мы установлена.
Пусть теперь х — фиксированная точка С֊. Рассмотрим снова 

функцию х*  (С, г), аналитическую в |С| «С 1 за исключением точки 
С=Ф-։(г), в которой х*  (С» г) имеет простой полюс. По теореме о 

вычетах имеем
_1_ я) = _____ _____ 1 _ _ |С|<1.
2к։- 3 х ( ’ ' ф'[Ф (я)] [1—Ф (г) С]

1/|-1

Аналогично случаю z£U здесь можно написать равенство

X*  (С, г) — — ■ 1 = у I — Сх* (/, г)^7(7) |Л/1?*  (С) +
Ф'[Ф(я)][1-Ф(я)С] J J

0 Л—1

Д+1 (О Г Д+, (0_Х*  «, г) |Л| (2.17)
2" J, ։-'с

Несложно показать, используя (1.21), что при z£G~

֊֊ Гх* (6г) |Л|=<’ (я)֊<р*[Ф(я)]  Ф'Й (к=0, 1, 2,• • •).

|/;-i

Переходя в (2.17) к пределу при п -*  со и совершая замену пе
ременной w =С-1, приходим к разложению (2.8) внутри |го|^>1.

Остальные утверждения второй части леммы могут быть дока
заны аналогично доказательству первой части. Лемма доказана.

Имеет место следующая теорема о сходимости рядов (2.1) при 
условии (2.3).

Теорема 4. Пусть К — произвольный ограниченный конти
нуум, [Jf* (I)(z)]0“— система М. М. Джрбашяна для К.

Ряд (2.1) с коэффициентами (2.2) при условии (2.3) сходится 

равномерно внутри Ut) (G“\[<u*}o°)  и имеют место равенства 

fl{z) = ^CkM^(z) = 

о
=rJ_ Г 7 (w) dw 1 Гт(ш)2(ш,х)

\------------тгт I---------- ЙТ"7--------dw> 2€ U> (2.18)
лкг J ф(ш)—z 2яг J В («>) '

I®.-։ |w|=l ՝

/.(«) = V С, му f -

|w|=l

___ L fi («>) 2 (w, z) daj Ф'(г)В[Ф(я)] Г i (w) dw 
2К/|.Л B(W) 2ni )ш| J В (ш)[«,-Ф(г)] r

(2-19)
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Доказательство. Умножив обе части равенства (2.7) на 
•(2я/)-1 •( (-ш) б-ш и проинтегрировав вдоль единичной окружности, по
лучим разложение (2.18). (Законность почленного интегрирования 
вытекает из того, что разложение (2.7) сходится на '|ги|—1 в метрике 
^г/(г-1)).

Для того чтобы получить разложение (2.19), достаточно проде
лать ту же процедуру с равенством (2.8) и использовать равенство

— 2 сл ф* [Ф (г)] 
о

7 (го) с/го 
го—Ф (г)

В [Ф (г)] С 7 (го) бы 
2кг' 3 В (го) [го — Ф (г)] ’

непосредственно вытекающее из (2.5).
Покажем теперь, что ряд (2.1) сходится равномерно внутри

и. Аналогично (1.17) имеем при Р— произвольный компакт,

принадлежащий и
п
2 С*  М^(г) 
о

с^)] | • (2.20)

Из (2.20) и (2.6) вытекает, что

2с*^։)(^) < С (Р, г) 57 («)Ь,

где С (Р, г)—постоянная, зависящая от Р и г, и последовательность 

частных сумм ряда (2.1) компакта в £/, откуда по теореме Витали 

следует равномерная сходимость ряда (2.1) внутри И. Равномерная 
сходимость внутри устанавливается аналогично. Теорема
доказана.

В случае, когда К = С+ — замыкание жордановой области со 
спрямляемой границей, в условиях теоремы 4 можно утверждать на
личие в известном смысле „моногенного“ продолжения через кривую 
Г = дС+. В терминах ' работы Г. Шапиро [5] функции /; (г) и /е (г) 
являются псевдопродолжениями одна другой в широком смысле слова.

Теорема 5. Пусть К—С+ — замыкание жордановой, области 
со спрямляемой границей Г, и справедливы условия теоремы 4. 
Тогда дополнительно к (2.18) и (2.19) имеем

Ит [// (Со + /ее‘) — /г (Со — гее' (<Ро+Фо))]=0, (2.21)
։-.0+

равномерно относительно ф0 ( гРо1՜՜ ֊—0, 0<8<11 где <р0 —угол на- 
£• /
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клона касательной к кривой Г в точке Со, причем (2.21) выпол
няется почти для всех точек

Аналогичный результат доказан М. М. Джрбашяном [4] при 
условии (4) вместо условия (2.2).

Переход к общему случаю связан с дополнительными трудно
стями, о которых мы уже говорили во введении, поэтому доказатель
ство теоремы 5 существенно отличается от доказательства в [4]. Это. 
же замечание относится и к последующим теоремам § 3.

Доказательство. Пусть £ 0+, г2 £ С~. Рассмотрим раз
ность //(г։)—/е (*»)•  Вычитая из (2.18) (2.19), имеем

7 [ф (01 Ф' (С) 
С —Ях

7 [Ф (г.)] ф' (С) <£+

Ф' (га1 В [Ф (г,)] Г 1 (го) <1ш 
2«։ , 3 В (ш)[ш—Ф(г։)]

|«||=1

2(ш, <1ш—

1 С 7 («>)
2к/ 3 В (ш) 

1«1-։

2 (ш, «։) <1ъи\• (2.22)

Заметим теперь, что по теореме И. И. Привалова [8] угловые 
граничные значения извне единичной окружности |ш| =1 функции 
2 (ш, г) равны

, р. 1 Г . Д(«>) '

։՛1* (0——и 2['И»)-г] ’
(2.23)

В дальнейшем знак V. р. мы будем опускать. Нам потребуется 
одно предложение относительно особых интегралов, которые легко 
можно вывести из одного результата М. Рисса [6]. А именно, если 
/ (0 € Ф (О С ^ч на к, = 1 и 1/р + 1/? = 1, то

С/(о л
и з * — I 

1'1-։ м-1 м-1 1'1-1

(2.24)

(см., например, [11], стр. 17).
Применяя (2.24), имеем, учитывая, что 2 («о, г)^Ьр для любого 

р^>1 на |ш| =1 при г

Гг («>)
3 5(ш)

1»|=1

В (?) _ (*  В (?) <11 Г 7 (то) <1и> _
[Ф (0 — х][ш — (] Зф(О— г ,]В(ш)[ш — г]

1'1-1 1Ш1-1

_ Г в [Ф О] ф' (С)] С-я I’--------______________ 2ёг (2 24'1
3 В (то) [ш֊Ф(С)]։ ( }

|«|=1

Преобразуем теперь разность, стоящую в фигурных скобках в 
(2.22), используя (2.23) и (2.24'). Получим
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,, . 1 Г т [Ф (01 Ф'(С) ,
д («։, «s)=— ----------;------------------- °՝ +

4-i J С — z։

1 ГВ[ФС)]Ф/ С) 1 Г 7 (w) dw 1 Гт [Ф (С)1 Ф'(С)^
2к/J С — z. 2яг J 5(w)[w—Ф (С)] 4-i J С—zx

Г |w|-l г

_ 1 ГВ [Ф (С)] ф' (С) Л I г T (w) dw
2r.i J С — z։ 2r.i J В(ш)[и> — Ф (C)] 

г lu|-i
Пусть теперь z։= Co 4֊ fs e.‘ to+hJ, z2 = Со — fs e' <*>+<*),  где ©0> ф0>

из условия теоремы 5, s^>0. Тогда по известному свойству интегра
лов типа Коши [8] при е-*0 +

д, ч т [Ф (Со)1 Фл (Со) ЩФ(Со)1Ф'Со) Г 7 (”>)dw ■ 
(Z1՝ Zi) 2 2«i J^(w)[w-®(Co)J ‘

|wl=l

Таким образом, при s-» 0 +

Л (..) Ы - 7 [Ф (U1 ф' <՝.)֊;-Ф'(ЦВ'^'ч™+ 
[Ф (^)J

, ^[ФСЩФЧСо) Г i(w)dw 
2râ B (w)[w —'Ф (Ço)]

imHg в[ф(Со)]ф'(Со) г т (^) dw _ 0

2 2kz J B'(w)[w - Ф (Q]
1®1—1

Теорема доказана.

§ 3, Разложение в ряды по системе (Af^)при условии
ОО
V(1 — ]ф (ш*)|- ։) < ОО (продолжение) 
о

Мы будем считать в этом параграфе, что континуум К совпа
дает с замыканием жордановой области G1՜ со спрямляемой границей, 
причем предполагается выполненным условие (2.3).

Приведем критерий представимости функции в G+ рядом по си
стеме (z)}^.

Пусть / (z) представима в G+ интегралом типа Коши

/(г) = -^С «^-Л, я[ф(№)]6'(го)еЛ, г>1. (3.1)
2^i J С — z 

г

Положим

J g Н («>)] 1»' (w) <?k(w) |<7ш| (fc=0, 1, 2, - • •). 

|w|=l

(3.2)
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Теорема 6. Для того чтобы {(г) разлагалась в С в ряд 
по системе (г)|^° при условии (2.3)

/(*)  = 2с*̂)М ”>(г), г^+, М

необходимо и достаточно, чтобы существовало представление / (г 

интегралом типа Коши

/(г) = —Г^-Л, гС6'+, М
2яг .] С— г 

г
с функцией, плотности £0 (С), совпадающей почти всюду на I с 
угловыми граничными значениями извне Г мероморфнои функции 
вида

Д,[Ф (г)|Ф'(г) р г < с- (3.5)
Ф(г) \Ф(*)/

где
Теорема 6 доказана М. М. Джрбашяном [4] при г = 2. Для си

стемы \М*  (г))^ впервые подобная теорема была установлена Г. Ц. 
Тумаркиным (2].

Доказательство. Применим равенство (2.18) к 7 (го) = 
= 8 [ф (го)] Ф' (го). Имеем при л£С+

_1_(л«)л=Х [■я.(»М|уна ’

2’1.) С—։ 2«; J В,и)
Г 1то|-=1

+ 2 ск (8) М"> (г), (З.б)
о

где с*  (#) определяются из формул (3.2).
Из (3.6) ясно, что / (г) разлагается в ряд (3.3) в С4՜ тогда и 

только тогда, когда интеграл, стоящий в правой части равенства (3.6) 
тождественно по г^С7+ равен нулю.

Пусть теперь /(г) допускает специальное представление (3.4).. 
Тогда этот интеграл равен

_1_ СВ (го) Ф՜ [ф (го)] фх (го)
2гч 3 го В (го)

/»1—1 ՝ '
2 (го, г) бш =

2 (го, г) </го=0, г £ (У4՜,

так как 2 (го, г>£Нр в |го|>1 для любого р>1 и имеет нуль при 
ш = оо. г

Обратно, пусть интеграл в правой части (3.6) тождественно по- 
* 6 ₽авен нулю. Запишем этот факт более подробно.
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1 (*#['? (ар] '/(«О Г В(ю) .1 (* В (1)<М 1
2т.1 ] В (хи) [2[ф(хо)— г] 2кг՜ 3 [՛]»(/)—г][ш—/] ]

,»1=1 |Г|—1

X бхо = 0, 2 С б4՜. (3.7)

Используя (2.24՜), после несложных преобразований получин из (3.7)

— г£С+, (3.8)
2«г" и С — г

г
где

0 ю = я(^) . Д[фК)]ф/ (О Г £[Ф(м)]-/(™) .
2 2«/ 3 В (и)[а>—Ф (С)]

|о>1=1

Обозначим

2кг J В(хо) то — #] 
|®1=1

По теореме И. И. Привалова [8]

В[Ф(9] ф' (о Г[ф (О] = -я (0/2-4-
, в[ф(С)]ф/(С) Г * 1Ф(~)] <К (*)  . ,39)

2кг ЗВ(ш)[«»-Ф(С)] * •
|®|=1

Для окончания доказательства осталось заметить, что, как следует 
из (3.8) и (3.9)

/ (*)  = ֊ Л, г£в+,
2кг .) С — г 

г

^(С)-Р(С) = -В[Ф(С)] Ф' (Г)Г[Ф (01. С6Г.

Функция ЕЦ)£НГ в И>1 и имеет на бесконечности нуль. Та

ким образом Е ({) = <-1 Е (I՜1), где Е(ш)^Нг в |ш|<^1. Теорема до
казана.

Нетрудно, проследив доказательство теоремы 6 и учитывая за
мечание к теореме 2, прийти к следующему утверждению.

Теорема 6'. Пусть / (г) представима в С+ интегралом ти
па Коши (1.21), кривая Г удовлетворяет условию (1.22).

Для того чтобы / (г) разлагалась в б+ в ряд (3.3) необходи
мо и достаточно, чтобы существовало такое г^>1, что {(г) пред
ставляется в С+ интегралом типа Коши (3.4) с функцией, плот
ности, удовлетворяющей условию (3.5).

М. М. Джрбашян [3], [4] ввел класс Хд {б+, С~, ш*}  в известном 
смысле „моногенных“ функций и показал, что система {ЛГр (г)]^° об
разует базис в пространстве X, (6+, б՜, ш*).

Мы определим аналогично [3], [4] класс функций X, {б4՛, б~, ш*}  
(г > 1) и покажем в частности, что система (г)}^ образует ба
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зис в любом пространстве Хг|(7+, С~, <и*)  (г^>1), откуда, учитывая 
включение лГ1(С+, С՜, ш*}сХ г,(С+, б՜,«։*)  при г։>гг>1, получаем, 
что система [ЛГ<1) (г)]д —базис в более широких классах „моногенных“ 
функций, чем в [3] и [4].

Определение. Предполагая выполненным условие (2.3), че
рез {&+, б՜, о։*]  (г>1) будем обозначать класс функций / (г), оп
ределенных на б+и С-\(о։*} 0՞՜ и удовлетворяющих следующим уело-
виям:

1. /(г) =
J С— z 
г

2. / (z) = -L (W <Л+Г(г), г £ G֊\ Ыо~ ;
2^7՛ J С— z 

, г

3. g (С) = F (С) почти всюду на Г, где F (z) — мероморфная в 
G՜ функция следующего вида:

г,. В[Ф (z)] Ф'(г) 1 \ с/ \ ('t-г
Ф (г) \Ф (z) /

Докажем теперь следующую теорему.
Теорема 7. Класс функций {G+, G~, ш*)  (r^> 1) совпадает 

с множеством функций, представимых в G+U G_\ рядами

2 с*  М? (г), (3.10)
О 

где
Ск = 2^ Гт М («>) 7 (ш)£Аг (Л = 0, 1, 2,- • •). (3.11)

|«|-1

Теорема 7 доказана ранее М. М. Джрбашяном [4] при условии

Доказательство. Заметим вначале, что сумма ряда (3.10) с 
ковффициентами (3.11) (сходимость которого вытекает из теоремы 5) 
представляется в С+ интегралом типа Коши.

В самом деле, из (2.18) имеем, используя (2.24')

Уе>Л/Р(,)=ХГЯФ(91Ф'К)<л_ 
о 2՜/ р

-А- [’-Х^ли֊ С____ _ 2_Ст [ф (01 ф՜ (0 ,г
2,'гмАВ(го) ^|_Л[’НО֊*][®-,]  4кг ] С-г

~2^~ЯЛ՝’ <ЗЛ2>
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где
' (Г) = 7 [Ф С)1 Ф' С) _ В [Ф С)] Ф' (С) Г 7 (го) <1™ г
8 1 2 2֊г З5(»)[го-Ф(:)]’ " '

Ю1-1

Из (2.19) аналогичным образом выводим при

V ск М£\;) =
О

1 (   (Г ф' И В[Ф (г)] Г 7 (го) </ги (3.13)* *
2"/.՝С —з 2~1 о В (го)[го — Ф (г)]

Г |®|=1

Из (2.12) и (2.13) следует, что сумма ряда (3.10) принадлежит клас
су ՝1֊г |С+» (7՜, ш*}>  поскольку функция

= Ф' (г)В[Ф (з)] Г 7
2-К1 5(го) [го — Ф(г)]

|<о|=1

удовлетворяет пункту 3 определения л, {(7+, й՜, «>*).
Пусть теперь функция /(з)^).г {(7+, С~, «л). По теореме 6 имеет 

место разложение при г£(7+

/.(з) = £ Ъ (*)  ЛГ?’ (з). <ЗЛ4>
о

Но ряд (3.14) по теореме 5 сходится также внутри 0~\{шй|“. В (си
лу определения класса )֊г {С*,  С՜, ш*}  / (г) при г£(7՜ является псев- 
доаналитическим продолжением / (г) при Этим же свойством
обладает сумма ряда

5с*  (^) 
о

Отсюда, в силу свойства единственности псевдоаналитического՛ 
продолжения (которое легко вывести из теоремы Лузина-Привалова 
[8]) и в силу равенства (3.14), имеем

/(*)  = £са (я) (з), зС С֊\(ш*) 0-.
0.

Теорема доказана.
Всесоюзный научно-исследовательский институт

физико-технических и радиотехнических
измерений Поступила 20.XII.1972'

Ա. Մ. ԼՈԻԿԱՑԿԻ. Ըստ Մ. Մ. Ջրթաշյանի ռացիոնալ ֆունկցիաների համակարգի, շարքերի վեր
լուծման մասին (ամփոփում)

Մ, Մ. Ջրբաշյանը [/], [3] է [■#] աշխատանքներում կառուցել է ուղղելի եզրով տված Հոր

դան յան տիրույթի համար ռացիոնալ ֆունկցիաների հատուկ համակարգեր՝ (0
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Ներկա աշխատանքում ուսումնասիրվում է ըստ Մ. Մ. Տրրաշյանի կամայական կոնտի- 
.նոլմի համար կաոռըմաե {M<" «)0- Չկարգի շարքերի վերյՈ Լ»Ո ,/!յան զոլգամի- 
• տոլթյոլնը, գործակիցների վրա ավեյի ընդհանուր պայմանների դեպքում, քան [J] ն [<] աչ- 
ծխատան քներում t

A. M. LUKACKlI. On the expansion In series by M. M. Dlrba$tan's system 
of rational functions (summary)

The spatial systems {M(*} (z))0~ (0< *<1)  of rational functions for a given 
Jordanian domain with rectifiable boundary were constructed by M. M. D2rba$ian in 
[1], [3], [4]. In this paper the convergence of the series expansion by M. M. DZrba- 
Jian’s system ((z)in studied for an arbitrary continuum under looser con
ditions on the coefficients.
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