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ИЗВЕСТИЯ л к лд в МИИ наук армянской сси

(ГшрЬгГшифЦш VIII, № 1, 1973 Математика

Н. К. КАРАПЕТЯНЦ, С. Г. САМКО

ОБ ИНДЕКСЕ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ ИНТЕГРАЛЬНЫХ 
ОПЕРАТОРОВ

Операторы вида
ОО

(Hf) (о = <? (0 + j i(t, ՛, t-*)  т (') - °° < << °°> (О

рассматриваются в пространстве Lp (— °°> оо), 1 р < 05, в случае, 
когда функция I (t, *,  «) вырождена по

?)=2a*(6  -)A*L(S).  (2>
Л-1

В этом случае нетеровость оператора Н устанавливается без требова
ния гладкости I (t, ■։, !■) по t, т, в предположении, что ал (t, ") суще
ственно ограниченные измеримые функции, имеющие в довольно сла
бом смысле значения ал(4-°°, + °°)> а*  (—°°, —°°) (определения см. 
в § 1), а Л* (— °°)> п.

Для оператора Н вида (1)—(2) получены необходимые и доста
точные условия нетеровости и вычислен индекс. Эти условия и индекс 
инвариантны относительно изменений функций ал (t, '), сохраняющих 
значения a*  ( f- °°, 4֊ со), а» (— со, — оо). Основной для оператора Н 
является теорема 1 § 2. Аналогичный результат (теорема 1 § 2) имеет 
место для дискретного аналога оператора (1)—(2).

Полученные для оператора Н результаты применяются в § 3 к 
краевой задаче сопряжения аналитических функций, возмущенной ин
тегральными слагаемыми типа свертки, и в § 4 к одному классу ин
тегральных операторов с ядром типа однородной функции. Основные 
результаты втих параграфов содержатся в теоремах §§ 3 и 4.

Отметим, что операторы вида (1)—(2) были рассмотрены Л. С. 
Раковщиком [1] в том случае, когда a*  (t, ') = а» (t). Результаты ра
боты [1] были дополнены авторами в [2]—[3]. Краткое сообщение о 
результатах, излагаемых в настоящей статье, содержится в заметке 
{4]. По сравнению с [4] здесь для функций а*  (/, т) допускается более 
широкий класс функций, и, кроме того, показано, что условия нор
мальной разрешимости задачи § 3, полученные в [4] как достаточные, 
являются и необходимыми.

Заметим, что список литературы носит рабочий характер: он со
держит лишь статьи, непосредственно используемые в работе.
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§ 1. Пространства M"ip(R2')1 Мте> (R3)

Пусть R2 — евклидова плоскость и М (Rt) — пространство изме
римых существенно ограниченных на R2 функций. Введем классы 
71f՝up(Ä։), A/mcs (ÄJ, допускаемые для функций al (t, т) в (1)—(2).

Определение 1. Будем говорить, что a (t, т) £ 4fsup (Rt), если 
а (6 ՜) £ЛГ(^2) и существуют значения а (4՜ со, 4՜ со), а (— °с, —со), 
достигаемые в следующем смысле:

lim ess sup |а (f, ') — а (со, оо)| = 0, (3)
/п-» оо I т

~->т

lim ess sup |а (t, t) —а (— со, — со)| = 0. /Л « / < — т
•с< — т

Очевидно, эти равенства определяют значения а (4՜ зс, 4՜ °°), 
а (— оэ, — оо) единственным образом.

Заметим, что класс Afsup(7?s) шире класса M3up(/?։), введенного 
в [4]. Так, функция a (t, т) = sin (f 4֊ т) при 0 < /<^1, т}>() или 
0<^т<^1, /^>1 и a (/, т) =0 для остальных (t, т), принадлежит 
JHsup(2?։), причем а (4՜ со, 4-°°)=а(—°°> —со) = 0, однако 

a (t, t)£№up(£s).
On ределение 2. Будем говорить, что a (t, t) £Mmes (/?8), если 

a (t, ^)^M(R2) и существуют значения а (4՜ °°, 4՜ °°), а(—°о, —со), 
достигаемые в следующем смысле: либо

lim mes {т: ess sup |а (t, т) — а (4՜°°, +°°)| е, =0, (4)
/п-*оо t>m

либо
lim mes {/: ess sup |а (/, т) — а (4՜ °°> + °°)I2>S, (4՜)

/»•*<» ■։>/»

и аналогично для а (— со, —оо).
Определение 3. Будем говорить, что a (t, т) £.Afjjup (R2) или 

Mj}1'*  (А?2), если a (/, t)^Af։up (R2) или MmQS (R2) соответственно и 
а (4՜ °°, + °°) = “ (— °°> — °°) =0.

Очевидно Msup (Т?8)с Mmes (Ra). Мы однако будем использовать 
оба класса. Это связано с тем, что для функций а (/, т) из класса 
M* up (Äo) нетеровость оператора (1)—(2) можно получить во всех 
пространствах Lp (—со, co), 1<^р^оо, а для функций а (/, t) из 
Mmes(Rs)—лишь в Lp (—со, оо), 1<^р<оо. В статье [3] указан 
контрпример, когда для a(t, т) = а (/) £ Afomes (R։) нарушается в про
стран стве М = L» основная лемма о полной непрерывности операто
ров свертки (см. лемму 1 настоящей статьи).

Определение класса Мты (R3) корректно в следующих двух от
ношениях:

а) равенство (4) (равно как и (4')) определяет значение а (4՜ °°, 
4՜ °°) единственным образом;
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б) если функция a (t, (/?,) имеет значение а (4՜ °°» +~>
и в смысле (4), и в смысле (4') одновременно, то оно одно и то же .

Доказательство а) нетрудно получить, применяя неравенство 
mes {/: t^.E, la (t) 4֊ b (OI2>8) 

։( 2 1
+ mes { f: t£E, |6 (0l < y|> (5) 

справедливое для любого измеримого множества Е и функций а (7), 
Ь (t), измеримых на Е.

б) Пусть от противного lim mes Y ։ = lim mes Ym , = 0 для лю- rn-^oo ’ ли-®*

• Ясно, что существуют функции a (f, -֊) ÇMmcs (J?2), ДЛя которых значение 
“ (+ 0°, 4- °0) достигается только одним из способов (4)—(4'),. например

бого е>0, где
Ym. .= {т: т > т, ess sup |a (t, т) — аг (4՜°°» 4-°°)| >в}> 

I > т
Y' , = {/: ess sup |a (t, ")— as (4՜ °°» 4-oo)l^>e}

и аг (4՜°°» 4-°°)^ a, (4՜ “»> 4՜ °o). Пусть CYm , = ■ [t: t> m,

ess sup |a (t, t)—a, (4՜ °c, т°о)|-Се). ОчевидноЪ>Ш
mes Ym,, > mes {*:  ~>m, ess sup |a (f, x)—01(4՜°°» 4՜ °°)Oer* (6)’

С другой стороны
ess sup |a (Л т)— a2 (4՜ °°, + °°) | > 1аг (+- co, 4- co) — a, (4՜ cc>4-°°)| —e

для T^>m, так что mes Ym, »> co при всех 0<4 <֊| a։ (4-°°, 4՜ °°)~ 

— aa (4՜ 00» 4՜ °°) » что невозможно.

Отметим случай а (7, т) == а Тогда а (/, т) заведомо не имеет 
значения а (4՜°°» 4՜ °°) в смысле (4 ), а (4) принимает вид

Пт тез {': ,а (т) — а ( +- со)| > в, х> /п] = 0, (7)

что совпадает с определением класса Л/тс’ (ÆJ в статьях [2] и [3], 
где 7?! прямая. Класс Л/"1“ можно эквивалентно определить так
же следующим образом:

Определение 4. a (t)ÇAfmes (ÆJ, если a (t)Ç7W (ÆJ и суще
ствуют постоянные с1։ ся такие, что меры mes {:: т>0, (а (т)— 
mes (т: ■z^O, \а (т) — с։£> г) конечны при любом е>0.
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Доказательство эквивалентности становится очевидным, если, 
воспользоваться равенством:

т — 1

mes (т: -_>0, ]а (") — cxl > е] = mes {t; к - < к + 1,
»—о

|а (-) - Cj| > е) -г mes - > т, |а (т) — C1j > е}.

§ 2. О нетеровости в Lp оператора Н

Рассмотрим оператор
оо 

Л /.

(//?)(/)=? (О+ 2 а*(б  -) А» (I - ֊) ? (т) </: (8)

в пространстве Ьр (—оо, со). Все последующие выхладхи для просто
ты будем проводить, считая в (8) п=1 и обозначив

Я1 ') = а ((, т), А, (;)= А (0 СЛ-
Будем предполагать, что а (<, ') £ЛГпг’ (/?,), если допускаются про

странства^, 1<р«\,оо и а (/,':) £ Л/'иР (./?,), если рассматриваются все 
пространства Ьр, 1-^р^оо. Оператор Н в таком случае представим в 
виде суммы парного оператора и вполне непрерывного оператора:

Ну = Д։Ф + Т՝!? + Т՝։?- (9)-
Парный оператор 770 имеет вид

со

ф (/) + а (со, со) у А(/ — т) ф (■։),(1-, />0

(Нв?)(0= ■ „ (10)֊
Ф (#) + а (— со, — со) ^/1 (;— т) э (т) / < 0

и
■V

( л ?)(0 = 9 (0 [а (6 ") ֊ а {4- 03> + о=)] 9 (-) А (<—с) ф (-)
— со

ОО

+ 9 (— 0 ([а (#, — а '’ — со, —со)] 9(—т) /г (£—т) © (т) с{~,

(7՝2?)(0 = 9 (0 I [а (Л т)—а (4֊оо, 4-со)] 9 (—т) h (/—т) ф (т)

а (— со, — со)] 9 (т) h (t—t)'ф (т) d~,.
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где 6 (f)=— (1 + sign t). Полная непрерывность оператора Г, в LP 

следует из известного (см. [5]) факта о полной непрерывности в LP 

оператора вида 9 (f) j Л ('֊ ’) 0 (֊ ’) ? * <см* п0 9Т0Му П°В°ДУ

[16], стр. 88—92). Полная непрерывность оператора Тг вытекает из 
следующей леммы.

Лемма 1. Оператор
■X

К7’?)(0= j a (t, ') h (t - г) <? (t) d-

вполне непрерывен в Lp (—<*>,  со) при К^Р'С00» если а (f> 6
£ М™" (/?։) и при всех 1 -С р -С °°» если a (f, ") £ М°'р

Доказательство. Имеем
( Г?)(0 = ( Тт <р)(0 + 9 (kl - т) ja (t, т) h (f-t) <p (’.) rfz, 

hl>m
где

(7’m?)(0= ja (f, t) Л (f—t) <p (<։) 4-9 (m—|f|) j a (t, т) Л (f—т) <p (■=) dt

|r|<m k|>m

—вполне непрерывные в Lp операторы (см. [6], стр. 30. В [6] a (t, т)=1, 
что несущественно, как и при рассмотрении полной непрерывности 
оператора Та). Остается показать, что Та -*  Т. Это очевидно при 
a(t, т)^М’“₽(/?։):

J Т— ГщЦдess sup |a (f, x)| -* 0.
|x)>/n, |/|>m m -*  00

Пусть a (t, ') £ Aforac։ (/?։). Имеем

“ L
Ц(Г— Тщ) <р|др<с^ j(ft j la (6 x) A(<—t)| |<p (t)|₽dt IP •

— - |։|>m

Пусть a (f, т) достигает свои значения a (4- ao, + oo) — a (— oo> 
°°)= 0 в смысле (4') (если одно из этих значений достигается в 

смысле (4), то доказательство на соответствующей полуоси получает
ся переходом к сопряженному оператору).

Обозначим

Хщ,« = {f: ess sup la (t, т)| в), hi>m
так что lim mes Xm,« = 0 для всякого в 0.
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Имеем

К T— Tm) z\Lp < Cj-s 4- sup*  ( C \h (t — ")| dt\l'P =

= { CjS 4֊ c։ S(uPm(J IA (01 P | Mip,

где c։, ca — постоянные и mes Xm. ։ = mes Xn, • -*0  при m —* со. Лемма 
доказана.

Следствие 1. Если a (t)ÇMmts (Æj), то оператор
ОО

[а (0 — а (т)] h (t—x) <р (-.) dz
— ОО

вполне непрерывен в Lp (— со, со), 1 р со, h (t)^Lt.
Следствие 2. Оператор Н вида (8) является оператором 

локального типа (см. [6]) в Lp (— со, со) при 1< р<^ со, если ал(/, т)£ 
Ç Afmc* (R3) и при 1 •< р <. со, если <»л (t, т) Ç 4fsup (R2).

Из (9) и из полной непрерывности операторов Т1г Т2 вытекает 
следующая

Теорема 1. Пусть Л*  (0 оо, со) и ал (t, х) ÇMmes (R2)
при 1<р<^°о и an (t, x)^Msup(R2) при 1֊<р֊Ссо. Для того что
бы оператор Н вида (8) был оператором Нетера в Lp (— со, со), 
необходимо и достаточно, чтобы

п *
3 0֊)+ iSL 1 + 2<1*(+  со, 4-оо)А*  (л) =/=0, — со <4 < оо,

Л-1
П А

а ().)- 1 4- ait (— се՝, — со) hk (՝!}=f= 0, — со < X < оо,
A-J

ОО

где hk(^)= J*  el,x h (t) dt. Индекс оператора Н вычисляется по 

формуле

ги\ 1 л 3 (0+ II” Чр(Н)= - — Aarg •
2iï L°v֊) Il-

Имеет место также дискретный аналог теоремы 1 (ср. [7]). Пусть
П / оо

(H<f)r= ar<?r + 2 ( 2 arj г = 0, +!,•••,

где

(Тг)7—-6^7» 1<р<°с>, ÇZ1։ k = l, --, n,
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(аг}7=-и двойные последовательности {аг/]л7—к — 1, • п’
ограничены и имеют при (г, /)-+ (4՜ °°, 4՜ °°) и (г» Л՜*  °°’
один из повторных (равномерных в каждом случае) пределов.

Теорема 1՜. Для того чтобы оператор ^ыл опе՜
ратором Нетера в 1Р, 1^р-С°о, необходимо и достаточно, чтобы

о «)± - а±. +2 а±.,± - А*  (0 * 0, |/| =1, 
»-։

где Л*  (0 = 2 А*  V. При этом 
/—«

*Р (Н) = - А I аггЦ֊^ I • (П)
2" I а (г) | |(|_։

Заметим в заключение этого параграфа, что аналогичные резуль
таты имеют место'и для многомерных операторов типа (8) в областях 
с конической структурой на бесконечности. В настоящей статье мы, 
однако, на этом не останавливаемся.

§ 3. Об индексе краевой задачи Римана *с  интегральными 
слагаемыми

Применим результаты § 2 к вычислению индекса следующей 
краевой задачи:

(Д?)(0 == <р+ (*)+  у а (/, т) Ах (# — х) <р1 (') </' — 

— ЛО
ОС

֊[<?(*)  ?-•(<) 4- У Ь (I,г) А, а-х) т- (г) | , (12)

-  ОО

где (/)^£р (— оо, + со), р >1; £*=  (7 ± 5) Ьр, 3— 'сингулярный 
оператор с ядром КошиЛПредполагается, что Ах (/), А, (7) £ £х (—оо, оо) 
и что

аЦ, И, 5 (/, х)^Л/ше։ (/?»), 
в (4՜ °°» 4-.°о)= а (— оо, — оо), ь (4՜ оо, 4՜ со)= Ь (--  ОО, — оо), (13)

б (О (ЯО ПА,, С(4-оо) = (7(֊оо).
-Здесь (Я2)—класс, введенный в § 1 определением 2. Определение
класса Ар см. в [8]. В частности можно считать С (#) непрерывной на 
сомкнутой оси функцией, С(0¥=0.

Задачи вида (12) рассматривались ([9], § 35) в случае конечного 
контура и фрздгольмовских ядер в гельдэрэвских классах. Естествен
но, что индекс таких задач определялся коэффициентом б (<) краевой 

.задачи,
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Мы покажем, что даже добавление нефредгольмовских интеграль
ных слагаемых с разностным ядром, таких как в (12), не меняет ин
декса краевой задачи. Этот индекс, по-прежнему, равен индексу (Ко
ши) коэффициента G (/). Однако условие нормальной разрешимости 
зависит от интегральных слагаемых. Будет также рассмотрен случай 
а (/, ") = const, b (t, т) = X G (t), когда уравнение (12) решается в замк
нутой форме.

В силу результатов § 2 о полной непрерывности операторов вида 
«ж։
J [а (6 ")— а (ос, со)] А (/, т) о (т) d~ достаточно вместо индекса one- 

— ОО
ратора (12) вычислить индекс оператора (Лх <?) (f) = <р+ (f) —

ОО во

— G (/)?“(/)-j-a (оо, °°) JAj (t—с) ®+ (') с/т—6 (со, со) Ja։(/—т)ср-(т) с/т*  

— ОО — во

Из условия G(t)^Ap следует, что G (оо)=/=0, так что оператор At 
вполне непрерывным слагаемым [G (/)— G (со)] °°^ (As * <р՜) от-

G(co) 
личается от оператора 

30
(Д։<р)(/) = <р + (t)4~ а (со, со) hl (< — т) <р+ (т) с/т—

— G(/) [ •?- (0+ —°°) ГА2 (/-т) <р- (т) dx. (14)
L G(°°) J—то

b ( со )Введем обозначения а(ОО, ТО)А1(/) = А(<),
G (°°)

= А * <р, К<? = к * <р. Заметим, что для А (/), А(/)СЛ(—°°» °°) опе- 
ратор свертки коммутирует с сингулярным оператором:

HS? = SH<f, KS<? = SK<f, <p^Lp(—oo, oo), 1<^р<^оо, 
и, следовательно

Н, _ z;j.

Введем оператор
В=(1+Н)Р+ + (1+К) Р- 

и сингулярный оператор
N = P+-GP-., 

где G — оператор умножения на функцию G (t), Р±=~ (f± S). Не

трудно видеть, что
A։ = NB=BN+ Т, (15)

50-3
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где Т—вполне непрерывный оператор (в силу леммы 1). Поэтому 
оператор А։ нетеров тогда и только тогда, когда нетеровы и В. 
Так как (7 (б)^Ар, то оператор Н нетеров в А,> и его индекс равен 
индексу (в смысле [8]) функции С (/):

* = (ТУ) = та С (/). (1б)

Что же касается оператора В, то его нетеровость совпадает с обра
тимостью. Именно, справедлива следующая

Теорема 2. Оператор В нетеров в °°) тогда и
только тогда, когда он± обратим, в ЬР (—с°)- Необходимое и 
достаточное условие обратимости имеет вид

1 + А (х)^0, х>0,

1 + к(х) * 0, х < 0. (17)

• R,— кольцо преобразований Фурье функций из (— х, ос).

Доказательство. Покажем прежде всего, что при выполне
нии условий (17) оператор В обратим. Применим следующую очевид
ную лемму

Лемма 2. Пусть Е— банахово пространство, распадающееся 
на прямую сумму Е+($Е- двух своих подпространств с проек
торами Р± соответственно. Если Ми М2—операторы, коммути
рующие с проекторами Р+, Р_ соответственно, то оператор 
В = -I- М2Р֊ обратим в Е тогда и только тогда, когда опе
раторы Мг и М2 обратимы в Е+ и Е~ соответственно.

В силу этой леммы достаточно показать, что уравнение вида 
(7+Я)т+ = ?+ (О + (А * т+)(0 = /+ (/),

где разрешимо в £+, когда 1+ А (х)т^0, х>0. Это очевидно 
при р=2. При р==2 построим обратный оператор, ограниченный в

1<хР<°°. Заметим для этого, что всякую функцию А (х)6Л0*,  
удовлетворяющую условию 1 + А (х) =г= 0; 0 х со, можно продол
жить для х<0:

А(х)= (А (х), х > 0 
(х), х <0

так, чтобы А (х) £ Ео и 1 + А (х)=^0 для всех х, — со <^Х<^ ОО. Тогда в 

силу теоремы Винера-Леви [1 + А (х)]՜1 А (х) £/?0 и обратный опера
тор имеет вид

(/ + //)-*/+ =/+(Т)֊(т */+)(#),  

где т (1) 6 Л и т (х)= [1 4֊ А (х)]^ А (х).



Об индексе операторов 35

Таким образом, из условий (17) следует обратимость оператора 
В и тем более его нетеровость.

Остается показать, что из нетеровости оператора В вытекают 
условия (17). Этим доказательство теоремы будет завершено.

Пусть оператор В нетеров в Ьр. Так как В коммутирует с Р+։ 
то нетеров в Ьр оператор Р+ВР+ = Р+ (7+77) Рг. Покажем, что не- 

* д
теровость последнего влечет первое из условий (17): 14֊ Л (х) =^=0, х>0. 
Доказательство этого проведем по схеме, по которой проводится до
казательство необходимости условий нетеровости для различных опе- 
раторов в [10]. Предположим от противного, что 1 + А (хо)=О, х0^>0 
и оператор Р+ (7 + Н) Р+ нетеров в 7,+.Р 34.

т
Обозначим ст= 1 + у е'х»' А (£)<#, Ат (х) = ^(0 е1х,<Н. Так как 

|/|>т — т
Р+ (ст I + нт) Р+ ֊*  Р+ (I + И) Р+ при т— ОО, где (Нт <р) (х) =

= Ат (х — /) ® (() <И, то Гпри достаточно большом т оператор
— ОО

Р+(С/и 7 | /7т) 7^будет нетеров, причем по построению Ст 4՜՜ 
А г А

(х0) = 0.' Функция ст 4՜(х) уже допускает выделение нуля (см. 
11], лемма 4.1):

т
Ст + Ат (х) = (х — х0) gm ({) е‘х‘ <И, где £т (£) £ Л« 

• — т *
Но тогда

Ст + Ат(х) = ^2 (Ст+ фт (х)), (18)
х+ г

л
где ф (х)£А’о. Пусть и ст 7+ ^т — операторы свертки, отве- 

чающие символам---------- и сп + фт (х) соответственно:
X + I

X
= у (х) + г (хс + г) у е/-х ? (0 

• —X

(Ст 7 + ^т) <Р = Ст <Р (*)+  Уфт (« — ^) ? (0 Л- 

— ОО
В силу (18) имеем

Р+ (Ст 7+ Ят) Р+ = (Р+Ях„Р+)[Р+ (Ст 7+ Фт) Р+] =
= [Р+ (Ст 7+ Тт) Р+](Р+Яг0Р+).
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Отсюда вытекает, что оператор Р+Н^Р + нетеров (теорема Аткинсо
на) в Ьр. Покажем, что тогда и Нх° нетеров в ЬР.

Пусть вначале х0 > 0. Тогда символ оператора НХа- отличен от 
нуля при х<^0 и поэтому согласно уже доказанному оператор Р—Нх„ Р- 
обратим (и тем более нетеров) в кР . А из нетеровости операторов 
Р+НХ„Р+, Р-НХ„Р- в Ьр, Ьр соответственно следует с учетом ком
мутации Нх„ с Р± нетеровость Нх„ в Ьр, что невозможно.

(х выделяя ----

вместо —— ) получим, что нетеров как оператор Р+Н0Р+ в Ьлр, где 
х -Н /

(Яо ®) (х) = <? (х) — е1 'х <р (/) Л, так и оператор Р+Н°Р+ в £+, где
— ОО

(Н° <р)(х)=ф (х)—® (О А так как Р-Н0Р- = 0Р+НаР (2, где

(?ф = ф(—то оператор Р-Н0Р- нетеров в I.՜. Но тогда, как и 
выше, оператор Но нетеров в Ьр, что невозможно.

Теорема 2 доказана.
Из теоремы 2 и из представления (15) вытекает следующая
Теорема 3. Пусть (I), (#)£(— оо, оо), а (/, "), Ь (1, т), 

С (0 удовлетворяют условиям (13). Для того чтобы задача (12) 
была нетерова в Ьр, 1<^р’\°°» необходимо и достаточно, чтобы

1 4֊ а (оо, ос) А։ (х) =/=0, х>0,

С(оо) + Ь (оо, оо) (х) 7^ 0, х < 0. 
При выполнении этих условий

*tp М)= ind G (t).

Рассмотрим в заключение случай a (t, т) = const, Ь (t, -) = 'i-G (t). 
Задача (12) принимает вид

ос ■
(Лф) (f) = ®+ (f) -f- (t— т) <р + (т) eft —

00
— G(t)p-(t)+ | к (t — т)ф֊ ft) j =f(t). (19)

— eo
К оператору А применимо представление (15): A = NB, где .

N = ■y^՜1՜ + У (/՜ S> B= (Z+ Я) P+ + (I+K)P_.

Если выполнены условия 1 + A (x)^ 0, x > 0, 1 + к (x) ^=0, x < 0, to 
оператор В обратим: В֊1 = (/ + H)-i р+ 4. (1 _|_ ^-1 р_, ГД’е (/4.//)-^ 
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(/4-АЭ՜*  строятся как и при доказательстве теоремы 2. Следователь
но, оператор А имеет «/-характеристику вида (/., 0) при х ^>0 и (0, |х|) 
при х -СО. Решения уравнения Аъ = / находятся в замкнутой форме: 
«р-Л֊1/=5Ч ТУ՜1 /.

Обозначим еще аг (/) = -^- [1 + б (/)], а3 (/) = -֊- [1— б (/)]. Тог

да задача (19) равносильна уравнению

а, (09(0 + ^ [’ф-^- + ֊у(Н+б/0?+4 (Я֊бАГ)5?=/.

В случае б (/) = const и Н—GK ==0 последнее уравнение было рас
смотрено _ другим путем Г. И. Савельевым [12] в пространстве 
£2 (—со, со).

§ 4. Об одном обобщении интегральных уравнений 
с однородным ядром

Рассмотрим оператор
а

«Ф)(х)=Ф (*)+У  7 (*>  у) к (*>  у) Ф (у) <*У  = 2 (х), 0<х<а «со), (20) 

о
где к (х, у)—однородная функция произвольного порядка а: к ()֊х, 1у)= 
= к (х, у), оо < а < оо. Функция ՛( (х, у) будет принадлежать не
которому подклассу измеримых в основном квадрате функций, огра
ниченных всюду, кроме, быть может, начала координат.

Уравнение (20) было изучено Л. Г. Михайловым [13] — [14] в 
предположении, что а= — 1 и 7 (х, у)—непрерывная функция*.  Заме
тим, что если х1+а7(х, у)—непрерывная функция, то утверждения 
этого параграфа можно получить с помощью результатов работы [14]. 
Мы, однако, будем пользоваться другими соображениями. Именно, мы 
приведем уравнение (20) к уравнению (1), изученному в § 2, что по
зволит рассматривать более широкий для 7 (х, у) класс функций.

Используем для этой цели известный [15] способ сведения урав
нения с однородным ядром к уравнению типа свертки. В связи с этим 
будем считать, что для ядра к (х, у) найдется число ₽ такое, что вы
полняется одно из условий суммируемости:

(21)

При втих предположениях в [13]—[14] рассмотрены также уравнения в слу
чае а < х, д < Ь, а < 0 < 6.
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Jtj=j|jt(x, l)|x?֊1rfx<oo (21')

о
(при а=—1 условия (21)-(2Г) совпадают). Соответствующее урав
нение в свертках имеет вид

(Я?)(0 = <р (0 4֊ Ja (6 т) Л (f-т) ? (г) d' = f (0. t > °> 

о
где

х = ае_/, у = ае ■,
<р (0 = е-^'ф (х), / (0 = е~9‘ g (х), (22)

и
Л(0 = Л(1, е‘) е«*֊»',  №,= *₽,

а (t, t) = а1+։ е_(1+"։,хд (ае~‘, ае~՜) (23)
в случае ядра к (х, 'у), удовлетворяющего условию (21), и

А (0 = к (е~‘, 1), j/ifa = к\
в случае (2Г)> Замена (22) устанавливает изометрию между про
странством Lp (0, со), 1 -С Р -С 00 и весовым пространством

(0, а) = (ф (х): х9~11р ф (х) £LP (0, а)}.

(В частности при В = — имеем изометрию между Lp (0, со) н £р(0, а)). 
Р

Очевидно [i<pjip(O. -)=tylzß (0, а)- Пусть [/—оператор, осуществляющий изо

метрию L9 (0, а) на Lp (0, со). Тогда K=U~lHU, JXJjj„ £ß = ||H|Z .
и p p p ՛ p

Обозначим через Q основной квадрат Q = {(x, у): 0 <^x a,

Определение 4. Будем говорить, что 6 (х) £ Äf5up (0, а), если 
b (х) измерима, существенно ограничена на [0, а] и существует пре
дельное значение b (0) в следующем смысле:

lim ess sup |6 (х) — Ь (0)| — 0.
от-»« . 10<х < —т

Определение 5. Будем говорить, что у (х, y)^_Miap{Q), если;
1) Т (■*»  у).— измеримая, существенно ограниченная на Q функция: 
2) 1 (х> ff) имеет предельное значение у (0, 0), достигаемое в следую
щем смысле:

lim ess sup |у (х, у)— у (0, 0)| = 0.
т-*оо  1

0 <дг < — т

0< У < ТП
Очевидно, класс Afsup (Q) содержит в себе класс непрерывных 

ограниченных в Q функц ий, имеющих в начале координат один из 
повторных (равномерных) пределов.

Применение теоремы 1 § 2 дает следующую теорему:
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Теорема 4. Пусть к (х, у)—однородная функция, удовлетво
ряющая условию (21), и пусть (х, у) = х’4։ 7 (х, у) £ЛРи₽?((2). Для 
того чтобы оператор К был оператором Нетера в пространстве 
Ц(0, а), необходимо и достаточно, чтобы

0 ()) = 1+ -(1 (0, 0) ЯХ (Д-թ + 1)+0, оо,

где Ей ($) = к (1, у) у3՜1 бу — преобразование Меллина 
о

к (1, у). Индекс оператора К вычисляется по формуле

функции

Ղ9 (*)  = ~՜ ձ [аг? а С'֊)] 
р

Теорема 4 для определенности сформулирована для ядра к (х, у), 
удовлетворяющего условию (21). Она справедлива и в случае (21'), 
если в ее формулировке заменить 7! (х, у} на

12 (х, у) = у1+‘ 7 (х. у) и ах (Д - Р+1) на ЭХ, (֊ Д+Р),

где к (х, 1) х3՜1 бх.
о

Нетрудно видеть, что результаты § 4 переносятся на оператор 
К вида

а
(^Ь)(х) = ф (х) + 2 (\/(х, у) к](х, у) ф (у) бу, 

, •» , 
где к] (х, у)—однородные функции порядков а/, удовлетворяющие 
условию суммируемости (21) для 1-^/л^т и условию (21л) для 
т+1<;<п, где 1 ֊С тп < п. При этом от функций 7/(х, у) придет
ся, очевидно, потребовать, чтобы

Т/(х, у) х1+։/ £((?), у =1, 2,- • -,т,

Ч/(х, у) у':а>Сл^’“₽(<2)> / =/п+1,-■-,п.
Наконец, заметим, что аналогичным образом рассматривается 

случай, когда а = со. При этом поведение 7 (х, у) в точке (со, со) 
следует задавать согласно определению 1 § 1.
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Ն. Կ. ԿԱՐԱՊնՏՅԱՆՏ, и. Դ. ՍԱՄԷՈ. Ինտեգրալ օպերատորների դասերի ինդեքսի մասին (ամ֊ 
փոփոլմ)

Ո
Գտնված են I (է, է. է ֊ հ} = ак (է, է) հհ (է — X) տեսքի կորիզներով փաթեթի

Л-1
տիպի ընդհանրացված օպերատորների մի դասի նետերալնոլթյան անհրաժեշտ և բավարար
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պայմաններ և հաչվաե է նրան, ինդերսր (է, Հ-ի' ■Լր" /’ՀՀ
ենթադրությունների դեպ,ում. Այդ արդյունքներ կիրառվում են անալիտիկ ֆռնկյյիաների 
լծորդման փաթեթի օպերատորներով դրդռվաե եզրային խնդրի, ինչպես համասեռ ֆունկրիայի 

տիպի կորիզով ինտեդրալ օպերատորների ուսումնասիրման համար։

N. K. KARAPETIANC, S. G. SAMKO. On the index of some classes of Integral 
operators (summary)

The necessary and sufficient conditions for a class of generalized convolution 
n

operators with the kernel I (t. z, t - z) ~ V, ak (t, x) hk (t - z) to be nocthorian 

are obtained under rather weak assumptions on the behaviour * of (t, x) at infinity 
and the formula for the index is found. These results are applied to the investigation 
of the boundary value problem of conjugation analytic functions.
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