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ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ В ОТДЕЛЬНЫХ ТОЧКАХ 

§1. Введение
Пусть в л-.лерном евклидовом пространстве Кп задан эллиптиче­

ский оператор
п д- п д

, дх‘дх> дх1

Мы предполагаем, что оператор £ вырождается только в начале ко­
ординат и коэффициенты его таковы, что а11 (0) = Ь' (0)=0, /,/=!,••• 
•••, п. Обозначим через £> ограниченную область с гладкой границей 
Г, содержащую начало координат. Коэффициенты оператора £ дважды
непрерывно дифференцируемы и

max
1 հ1է /. k, 1<п 

х G ЛОГ

dW(x) . db' (х) 
дхк дх1 ’ дх* <*<<».

Рассмотрим в области D задачу
Lu (х) =0, и (х)1г = <р (х). (1)

Функцию © (х) мы считаем непрерывной. В [4] показано, что если на­
чало координат является асимптотически устойчивым по вероятности, 
то при некоторых предположениях на скорость вырождения операто­
ра £, для выделения единственного решения задачи (1) нужно задать 
предел lim и (х). Настоящая работа посвящена изучению некоторых jr-«O
регуляризаций задачи (1). Мы приведем условия, при которых реше­
ние задачи (1) является решением задачи Дирихле для возмущенных 
уравнений (£ + s £) и* (х) = 0, где £ — эллиптический, быть может, 
вырождающийся оператор второго порядка с гладкими коэффициента­
ми. При небольших предположениях о £, например, если хотя бы 
один из его коэффициентов отличен от нуля в начале координат, эта 
задача уже имеет единственное решение и՝(х). Естественно ожидать, 
что при е->0, и* (х) стремится к некоторому решению задачи (1). Здесь 
возникают следующие вопросы: 1) К какому решению задачи (1) схо­
дится и՝ (х)? 2) Зависит ли этот предел от возмущающего оператора 
£ .

Если £—оператор первого порядка, характеристики которого 
входят в начало координат, то предел зависит от £ (см. [3]). В этом 
случае lim u*(x) = const.

• -о
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Одна из целей этой работы—показать, что если Ь вырождается 
только в начале координат, то при небольших предположениях о виде 

вырождения, этот предел не зависит от £ и вычислить предельную 
функцию. Отметим, что не любое решение вырожденной задачи можно 
построить как Нт и*(х), так как этот предел должен удовлетворять 
принципу максимума для эллиптических уравнений. Чтобы построить 
любое решение, можно использовать параболическую регуляризацию. 
Вместе с задачей (1) рассмотрим в цилиндре П = [0, оо)Х£> первую 
смешанную задачу для параболических уравнений

— = Ьи, и (0, х)=/(х), и (/, х) — 'г> (х),

где ф (х)—функция, совпадающая с © (х) там, где обе определены. 
Единственное решение задачи (1) можно выделить как функцию, к ко­
торой решение параболической задачи с заданной начальной функцией 
/(х) сходится при /—»'оо.

В заметке рассматривается также регуляризация с помощью ма­
лого коэффициента с (х) — с0<3). А именно, рассматривается сле­
дующая задача:

(£4-ес (х)) о*(х)=0, и* (х)|г= ф(х)

и находится предел и* (х) при е -»0.
В § 2 будет изучено поведение решения задачи (1) вблизи нача­

ла координат. В § 3 эти результаты будут перенесены на случай, 
когда вместо оператора £ рассматривается оператор условного про­
цесса. §§ 4, 5 посвящены различным регуляризациям задачи (1).

Автор выражает искреннюю благодарность М. И. Фрейдлину за 
постановку задачи и помощь';при ее решении. ,

§ 2. Теорема об устранимой особенности

В этом параграфе мы покажем, что при определенных условиях 
на вид вырождения оператора Ь ограниченное решение задачи (1) не­
прерывно в начале координат—точке О. Известно, [11, что с каждым 
дифференциальным оператором второго порядка связан диффузионный 
процесс; в частности, оператору £ соответствует процесс Х=-{хц Рх}> 
который можно построить с помощью стохастического уравнения

где с/— {6/, £?,•••,£?} — п-мерный винеровский процесс, я (х)—матрица, 
„ такая, что а (х) о* (х) = {а‘> (х)}.

Для дальнейшего нам понадобятся следующие факты.
Решение х/ =0 уравнения (2) называется асимптотически устойчи­

вым по вероятности, если
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1) ДЛЯ любого s>0, lim [sup [х< | > е) =0; 
ж-о />о

2) lim Рх [lim xt =0) = 1. 
ж-»о t ~ -

Для того чтобы решение уравнения (2) было асимптотически 
устойчивым по вероятности необходимо и достаточно (см. [2]), чтобы 
в некоторой окрестности G точки О существовала функция v (х) та­
кая, что: a) v (О)=0; б) v (х)>0 при х^О и х £ G; в) Lv^.0 при x=f=O 
и х С G.

Поведение решения задачи (1) в окрестности точки О в случае, 
когда решение х/ =0 уравнения (2) асимптотически устойчиво по ве­
роятности, описывается следующей теоремой [4].

Теорема 1. Пусть решение х/ssO уравнения (2) асимптотиче­
ски устойчиво по вероятности. Предположим, что в некоторой окре՜ 
стности точки О выполнено условие

тх [х|2 )./ > 2 a‘j (х) X/ )./> m։ |х|2 S] )•?> (3)
1-1 I. /-1 /=1

где mi>ms^>0. Тогда 1) любое ограниченное решение задачи (1) 
имеет предел lim и (х); 2) для выделения единственного решения за- 

г->0

дачи (1) достаточно задать предел 11m и (х) = const.
х-*0

Основной целью этого параграфа является исследование поведе­
ния решения в точке О, когда эта точка недостижима для траекторий 
процесса X. Для того чтобы точка О была бы недостижима для траек­
торий процесса X достаточно (см. [2]), чтобы в некоторой окрестно­
сти G точки О существовала функция, удовлетворяющая следующим 
условия։«: а) Ли֊<9 при х £ G и х=/= О; б) lim v (х) = + оо.

ж -О
Теорема 2. Если точка О недостижима для траекторий, 

процесса X и выполнено (3), то любое ограниченное решение задачи 
(1) непрерывно в точке О.

Доказ ательство. Так как точка О недостижима для траек­
торий процесса X, то с вероятностью 1 процесс X выходит на гра­
ницу Г. Поэтому существует единственное решение задачи (1).

Возьмем такую последовательность точек {х*[, что lim xt <= 0 и
А-* ОО

пусть lim и (х*)=и. Тогда для любого е^>0 найдется такое к0, чтоА-*оо 
при к>кй

|ц (х,) — «Ку •
Введем следующие обозначения: 
{е

х: |ц (х) — и (х*)|< —I, к =■• к0, к0 + 1,- • •

Fk = {х: |х| = |х*|}, к = к0, к0 + 1, • • •.
Таким образом, при х£ И*, к= к0, к0+1,--->
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|и (х)-а|<в. (4)

Используя оценку градиента функции и (х), полученную при доказа 
тельстве теоремы 1 (см. [4]), имеем, что И* = { х. |х х*|

< —где /?— положительная постоянная.
2 7?/ I I /

Процесс X с вероятностью 1 выходит на Г и поэтому при |х|<^ |х*|
Рх (существует такое т* (ш), что хтл^/7*) = 1. (5)

Проведем через точки х*, х-А большую окружность (7* сферы Рк и 
рассмотрим тело Еь, полученное прямым произведением И* на окруж­
ность 6*. Введем в Ец новые координаты

•а-4 ■ "1 о. z/ = —, ։ = 1» 2,։ ••» п,

где г к = — 1^-. В новых координатах диаметр И* равен единице. 
2 R

Поэтому на основании леммы 1 из [4] при (х £ Gl
Рх (процесс X достигнет И* до выхода из £’*}>о1^>0. (6)

Из того, что диффузия и перенос процесса X обращаются в нуль в 
точке О, следует, что если процесс X выпущен из точки, достаточно 
близкой к точке О, то он будет сколь угодно долго выходить из лю­
бой окрестности точки О. Поэтому из (5) и (6) следует,что с вероят­
ностью как угодно близкой к 1 траектория процесса X, выпущенная
из точки достаточно близкой к точке О, побывает в и И*|.

*=*,
Рассмотрим теперь в Z)\ j И* следующую задачу:

Lw (х) =0, w (х)1г = <р (х), w (х)|г, = и (г),

где и (х)— 5-решение задачи (1), Tj—граница J И*. Пусть т =

= infJ t: xt г- и JZ* . Легко ^проверить, что функция w (х) = Мх ги(х-) 
I *=■*„ J

удовлетворяет уравнению Aw (х) = 0, где А инфинитезимальный опе­
ратор процесса X, совпадающий с L на дважды непрерывно диффе­
ренцируемых функциях из Da. Так как на w (х) = и (х), то w (х) = 
Мхи (хт). Отсюда, принимая во внимание (4), заключаем, что при 
W<|x*|

|ш (х) —и|<е.
Из единственности решения задачи (1) следует, что и (х) совпадает 
на g И* с w (х) и поэтому для |х«|х*|
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Теорема доказана.
|ц (х)— и|<е.

3. Условный процесс, связанный с оператором L

Пусть X— марковский процесс с переходной функцией Р (t, х, А),, 
и (х) — ограниченная, положительная, измеримая, инвариантная функция, 

т. е. х> и (у) = и (х) Аля всех /^0, x£Rn. Формулой

Р" (6 х, А) = Ср (6 х, dy) и (у), f>0, x£Rn 
и(х) J

определяется переходная функция, которой соответствует марковский 
процесс Xй. В работе [5] показано, что инфинитезимальным операто­
ром процесса Xй будет оператор Аи, который для всякого S^Da 

имеет представление Aug — — Aug, где А— инфинитезимальный опе- 
u

ратор процесса X.
Пусть решение х«^0 уравнения (2) асимптотически устойчиво 

по вероятности. Функция V (х) = Рх (х^ Г} (т — момент первого по­
падания процесса X в О или на Г) является единственным решением 
задачи

Lv (х) = 0, v (х)|г =1, v (О) ~0. (7)
Так как Рх (х-, £ Г)—инвариантная функция, то мджно говорить о про­
цессе Xю. .Можно показать (см. [5]), что Х° является диффузионным 
процессом, для которого точка О является недостижимой, а инфини­
тезимальный оператор Х° совпадает с оператором L0 на гладких 
функциях из Da, где L° для всякой гладкой функции нз Da имеет 

представление Lvg = — Lvg.
v

Лемма 1. Пусть решение х/=0 уравнения (2) асимптотиче- 
ски устойчиво по вероятности. Предположим, что выполнено усло­
вие (3), и и° (x)J — piwehue слщкщсй кодаки в D:

Lu° (х)=0, и0 (х)(г = <р (х), и0 (О)—0. (7')
Т и° (х) п1 огда функция ----  непрерывна в точке U.

v (х)
Доказательство. Рассмотрим следующую задачу в D:

—тЦ-• Lv (х) w (х) = Lw (х) + -у— 2 g'y(x)^ -^W =0, w (х)1г=?(х). 
v (х) v (х) dxl dxi

Ясно, что “ будет решением этой задачи. Поэтому,. чтобы дока- 
о(х)

50-2 •
Д' «1Ч*л
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зать непрерывность в точке О достаточно показать, что выпол­

няются условия теоремы 2. Так как точка О является недостижимой 
для процесса Х°, управляемого оператором то достаточно дока­
зать, что при х —* 0

1 ди (8)

и чт0 —1—У, ^^(х)-—— имеет ограниченные частные производные в 
V (х) £ дх‘

окрестности точки О. Докажем сначала (8). Так как первые частные 
производные аЩх) и Ь‘ (х) ограничены, а сами коэффициенты обра­
щаются в нуль в точке О, то справедливы оценки

(9)
Разложим а''(х) по формуле Тейлора, получим

п д2аУ(у) 
г1, дх'дх1

где 0 |у| |х|. Но из (3) следует, что в некоторой окрестности
, дац(х) |՛, поэтому ----------

дх1 [
= 0. Отсюда и из того,

что а(/(х) имеет ограниченные частные производные второго порядка 
следует, что в некоторой окрестности точки О справедлива оценка

да‘1(х) I 
дх‘ | (Ю)

Используя теперь эти оценки, докажем (8). 
Так как Ьи (х)=0 в £), то

1 1 / Л^֊£о(х)= -2-/ X дгу
\дх1 дх։

0.
Л

Пусть С—та окрестность точки О, содержащаяся в О, в которой 
справедливы оценки (3), (9) и (10). Пусть у^й. Выберем о^>0 та­
ким, чтобы [х: |у -х| < о) £ С. Имеем

I

VI Ш \ °*2 и
/, !=\ дх1 дх1

<1х=$.

Интегрируя первую сумму по частям, получим
Г 1

|у-х|=о

1у4<^(х) Ч/-1

■ I. 1=1 их / «

/ да11 (х) ди \
дх =0.

1У-Х1 <8
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Отсюда

да11 (х) ду
дх1 дх1

ду до 
д^ дх>

Используя теперь оценки (9) и (10), получим

|х| I_ду_ \ Лс+

Применяя (3), имеем

Пользуясь теперь неравенством получим

Отсюда

Так как подынтегральная функция непрерывна в точке у^О, а послед — 
нее неравенство верно для всех достаточно малых 3, то

или

Таким образом, в некоторой окрестности точки ’О выполнено ' нера— 
венство^

Из (11) и (3) следует (8). Докажем теперь, что
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ограничена в окрестности точки О. Для этого разложим

1 т \dv 

функцию 7^2“ (x)d7 v \XJ /«1

1 н/ ՝dv 
V (х) £։ Ох' 

где 0 •< |у| < |х|. Используя 
л л / ч

по формуле Тейлора

\v (у)
(8), получим

" л.. \

л у 1 (Ji) \
Отсюда и следует ограниченность ——■ ( 7~2Q</(X) ТТ) В окРестно՜

Ox* \v (х) Ох /

сти точки О. Лемма доказана.

§ 4. Регуляризация с помощью возмущенных уравнении

В этом параграфе мы приведем условия, при которых решение 
задачи (1) является пределом решений задачи Дирихле для возмущен­

ных уравнений (£ + s£) к* (х) = 0, где L — эллиптический, быть мо­
жет, вырождающийся оператор второго порядка с гладкими коэффи­
циентами. Введем понятие устойчиво регулярной граничной т'очки. 
Это понятие необходимо, чтобы и՝ (х) удовлетворяла принципу макси­
мума для эллиптических уравнений. Пусть ~՝D = inf {f: xj ££>}. Множе­
ство предельных точек траекторий xj при t -> обозначим f), (w). 
Точка х0£Г называется устойчиво регулярной, если при] любом о]>0 

и для любого оператора L
Пт РИтЬс<«(*о)ПГ}=1, (12)

Х-*Ход «-*0

где Gs(x0) — 8-окрестность] точки х0. Если (12) выполняется равно- 
мерно по х0£ Г с Г, то множество Г называется равномерно устойчиво 
регулярным.

Для устойчивой регулярности точки х0£Г достаточно (см. [6]), 
чтобы в окрестности точки х0 направляющие косинусы внешней нор­
мали п (х) = (щ (х)) были бы дважды непрерывно дифференцируемы и 
выполнялось хотя бы одно из следующих условий:

Л

а) 2 а'1 (х0) щ (х0) п;(хо)=£О; б) точка х0 содержалась в замы- 
i, /—I

:кании открытого множества, на котором 
" Л
2 а'7(х) щ (х) п; (х) = 0 и 2 Ь1 (х0) щ (х0) > 0.

'•>-։ 1=1
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Для дальнейшего нам понадобится следующая теорема, доказа­
тельство которой близко к доказательству соответствующей теоремы 
в [6].

Теорема 3. Пусть и' (х)—решение следующей, задачи в 
(О):

(А + е£) и* (х) = 0, и* (х)/гига = ® (х),
где Г«— граница С., (О). Если ГII Г«—равномерно устойчивое регу­
лярное множество, то 11т и* (х) = и (х), где и (х) решение следую­

щей задачи в О\Сб (О):
Ьи (л) = 0, и (х)/гиг4 = <р (х).

Основным результатом этого параграфа является следующая.
Теорема 4. Пусть в некоторой окрестности С точки О 

существует функция V (х) такая, что-, а) V (О) — 0; б) V (х)^> 0 
при х=^= О и х£(л; в) Ео (х) < 0 при х^О и х£С. Обозначим и*(х) 
решение в И задачи

(£ 4-е£)ц*(х) = 0, и* (х)|г = ? (х). (13)
Предположим, что для оператора £ выполнено условие (3) и что 
хотя бы один из коэффициентов эллиптического, быть может, 

вырождающегося оператора Е не равен нулю в точке О. Тогда, 
если Г равномерно устойчиво регулярное множество, то

Ит и'(х) ='и° (х) + [1 — V (х)] го (О), к -* 0 «
где го (х) есть решение следующей задачи в И:

—֊— Ео (х) го (х) = 0 ш (х)|г = <р (х), (14)
о(х)

а V (х) и и°(х); есть решение задачи (7) и (7՜) соответственно.
Доказательство. Используя вероятностные представления 

соответствующих задач, получим следующие оценки. Пусть 7+ — гра­
ница области б»2«(О)=[х; 1х|<^2о), •[_—граница области Съ(О). В си­
лу леммы 1 по (Г>0 можно выбрать такое ^^>0, что при х, у £ к+

Л/х?(х.о) ЛГ?<р(х.о) а
Рх{х5оСП Л(х^€П^4’

где Хд — момент первого попадания на Г или в точку О.
Так как точка недостижима для траекторий условного процесса, 

то решение задачи (14) можно построить как предел решений 
следующей задачи в /)г= Е)\Сд (О):

—т֊т Еу (х) ш5 (х) = 0, то8 (х)|г = <р (х), то8 (х)|т_ =0.
у (х)

Поэтому можно выбрать такое о8^>0, что при 8<82 и х^7+
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Mx<f(x-.Dx) Mx<?(x-.D) а.
РИх^егТ՜ ри~р€П 4 (16)

где то, = inf {<: xt([Di\-
Положим 'd;= inf U:x?C А). Используя теорему 3, легко пока­

зать, что существует такое 6j^>0, что при все,,, х £ 7+

Мг ф (х^)
■А{^7п

? (x-.D.) 
РЙ^П (17)

Собирая вместе (15), (16), (17) получим, что при е < е*, о min {Slf о։} 
и х, у £ т+

«,,(*»)
РИА €Л p^x-d СП 

^0

Определим последовательность марковских моментов т* и 
следующими равенствами: т+= inf {/ : х'£7+},

■t* = inf {*> Л,’ x't £т+), •£. = inf {/>т+-1»х' С ТГ-Ь 

Положим y« = x?^, v = sup {n, t՞ <^тд}. Так как хотя бы один из 

коэффициентов оператора L отличен от нуля в точке О, то решение 
задачи (13) существует и единственно. Используя вероятностное пред­
ставление функции о* (х), можно записать

Ъ*(х) ='Мх<г (х*«) = Мх ® (х> ) +

+ 2Л/х7(^+) ^«+1?(А)։ 31 ^+՝

Отсюда и из (18) при г £7*. имеем

(х) =-- Мх 9 (х^4)4֊ ^֊֊^֊ (1+ О., ։ (1))Х

х ’ *“х( %>’'*1Л"+՛ <х%€ г})_

= л.т («о) + /Г), €°г, (1+0., (1))(£ Р. (, =„, > 4Л =
՝л-0 /

, - , . . Мг ф (х- п)
= ^?(^.)+Л|х,ЧГ) (1+0.։(1))(1-Р,(4։< 4», 

где О,. * (1)—величина, стремящаяся к нулю при я, 3 — о равномерно 
по х^7+- Так как Рх {то4<<) = Рх {х^^Г}, то
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И*(х) = Мх ? (х^ )+ + °-- » d))(l- Рх (xS. £Г}).

Переходя теперь к пределу сначала при е -»0, а затем при 3 -»0 и 
применяя теорему 3, получим

lim и*(х) = и0 (х) + w (О)(1—V (х)). 
. • *о

Теорема доказана.

§ 5. Параболическая регуляризация и регуляризация 
с малым с (х)

Рассмотрим сначала параболическую регуляризацию. Для этого 
вместе с задачей (1) рассмотрим в цилиндре П = [0, оэ) X D первую 
смешанную задачу для параболических уравнений

dU У’՜՜^ = Lu ж)’ “ (°’ = f и х) Г=։Р W> (19) 
at

где <р (х)—граничная функция, совпадающая с граничной функцией за­
дачи (1), /(х)—непрерывная функция.

Теорема 5. Пусть u(t, х)—решение задачи (19). Тогда, 
если решение х, =0 уравнения (2) асимптотически устойчиво по 
вероятности и выполнено условие (3), то lim u(t,'x)=u (х), где и (х) t-ь ОО
есть решение следующей задачи в D:

Lu (х) = 0, и (х)|г = <? (х), lim и (х) = / (О). (20)
х-*0, г

Доказательство. Из теоремы 1 следует, что задача (20) 
имеет единственное решение. Используя вероятностное представление, 
решение задачи (19) можно записать в виде

u (f, x) = Mxf (х<) y-.D>t+ Мх<? (x,D) (21)

где тд = inf (f:x/^Z)). Положим ? (ш) равным <?(x-.D), если траекто­
рия процесса X выходит на Г и / (О)—если траектория попадает в 

точку О. Таким образом, <р (ш) определена для всех (2—выбо­

рочное пространство). Очевидно, что и (х) (ш) есть решение за­
дачи (20). Из того, что кроме точки О, траектория процесса X, 
выходящая из любой точки х £ D, других предельных точек не 
имеет, следует, что переходя к пределу при t -» оо в (21) получим 
lim и (t, х)= ц (х). Теорема доказана.
/•♦ОО

Перейдем к рассмотрению регуляризации с помощью малого 
коэффициента с (х). Рассмотрим следующую задачу в D՝.

(L+чс (х))в*(х) =0, И*(х)|г= ? (х), (22)
где с (х)< — с0 <^0 —непрерывная функция.
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Теорема 6. Пусть решение хг = 0 уравнения (2) асимпто­
тически устойчиво по вероятности и выполнено условие (3). Тогда- 
Нт и*(х)= и° (х), где и0 (х) — решение задачи (Г).
։-0

Доказательство. Определим функцию ® (х) следующим об­

разом: <р(О) = 0, ? (х) = <р (х)՝при х£ Г. Тогда, используя вероятно­
стное представление, решения задач (22) и (7') можно записать в виде

«(с (JTj) ds

и° (х) =МХ <р (хх), ц*(х) = Мх е

где t = inf {/: xt £_D\O\. Единственной предельной точкой для траек­
торий процесса X, выходящих из х £ D, при t—♦ со может быть точка 
О. Поэтому, если процесс X выходит на Г, то t конечно и

т 
■ J с (<,) ds 

lim u* (х) = lira Мх е и <р (х-) =
։-<0 «-.О

т •
«Je (xs) ds

= Мх lira е ° <р (х-t) = Мх9 (х-).

Предположим теперь, что X попадает в точку О. Так как решение 
Х| = 0 уравнения (2) асимптотически устойчиво по вероятности, то 
существует такое З^О, что при |хКЗ։ Рх — I > 1 -- е. Поэтому

е* )
при |х|< 81

- 7= («) 
max |<? (х)| е ։

гДе 8j. Таким образом, lim и* (х) =0. Теорема доказана, «-о
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Վ. Վ. ՍԱՐԱՖՅԱՆ. ԱոաէձիՏ կետերում վերասերված հավասարումեերի եզրային խնդիրների կա- 
էա&ավորման մասին (ամփոփում)

^իրյքէւտ տփրրպթէոմ տրված Լ

ձ= +Շ/-։ ւ^ւ ox‘
էլիպտիկ օպերատորը, որի րոլոր գործակի ըն եր ը հավասար են գրոյի կետում.
Հոդվածում ուսումնասիրվում են աոաըին եզրային խնդրի տարրեր կանոնավորս,մները.
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V. V. SARAFIAN. On regularization boundary-value problem։ for equation։ 
degenaratlng In готе point։ (summary)

This paper studies some regularizations of the boundary-value problem for the 
equation

£«= J +
, y_i ox1 ax' ox‘

when all the coefficients of the operator L vanish at O.
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