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ОБ ОБРАЩЕНИИ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ТИПА СВЕРТКИ 
ПО КРИВЫМ

Обращение преобразования типа свертки
ЛО

/ (х) = У С (х—О <Р (/) <Н, 

— ОС

где

С(х)=— 
2кг .)£($)

ац — действительные числа, удовлетворяющие условиям

для действительной переменной хорошо изучены (см. [1]).
В работе изучено обращение интегрального преобразования вида.

/ (*) = У С (х—<) ?(<) Л, (1.1).

где £, вообще говоря, кривая, а х—комплексная переменная.
Выясняется, что при обращении преобразования (1.1) вид кривой 

зависит от скорости возрастания нулей целой функции Е ($), где

Е («) = П 6 + —) е а* (1.2)
I X ал/

и удовлетворяются следующие условия:

0<а1<а8<-• (1.3)

2 а*2 < °°» 2Х1 = СО,. (1.4)
1 ։

1<Р<2, (1.5)
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П--- Ь П (О Г 7«р= 1ГП — . '(1.6)
)п £ 

п ({) — числовая функция последовательности (а*). 
Если у — у (х) есть уравнение кривой, по которой берется ин

теграл (1.1), то обращение получается при

1/(х)|<с±£ + (1 — — )•
\Яр / 2 \ Р /

Длина кривой может быть и конечной.
Метод получения обращения интегрального преобразования вдоль 

кривых отличается от метода получения обращения преобразования 
вдоль действительной оси.

Для формулировки теоремы обращения введем несколько опре
делений и обозначений.

Определения

1. Функция п (/)^>0, определенная для положительных значений 
I, принадлежит классу пр (п (£) £ пр), если для любого постоянного 
с£(0, <х>) существует предел

(1-7)

2. Условимся говорить, что Е (з) принадлежит классу Ер, если 
числовая функция п (/) корней Е (з) принадлежит классу пр и удов
летворяются условия (1.3), (1.4), (1.5). Введем обозначения

2 аГ։, (1.8)
Л+1

п __ £_
Л(з) = п6 + —(1.9)

1 \ ак/

_ о_
п / П \ Р аь

РЯ(7)) = П(1 + -) ’
1 \ а* /

֊О—оператор дифференцирования, а под понимается 

е^/(я)=/(я + а), (1.10)

Е"(։) = = П 6 + -) е °*՜ <1Л1>
Л(з) „7Д а*/
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Теперь сформулируем теорему обращения.
Теорема 1. Если

f(z) = ^C(z-t)^(t)dt,

L
где

1) \v7Xds' Е^Е»’2ki J Л (s) - /«
2) ly'WKtg (֊;֊’։)> °<7>< iO՜՜)’

p определено (1.6) и удовлетворяется условие (1.5), а у = у (х) 
уравнение кривой L,

_ х_
~ 2

3) |<Р (z) — ®(z—0l< exp (cSi |/|),
2
2

для любого z^L и для таких t, что z — t^L, c inf anSn, Sn—оп
ределено (1.8),

4) <p (0 непрерывна для t^L,

mo

lim P„(D)/(z) = Л(г)?(г), 
Д-* *

где Pn(D) определено (1.10) и

■p / \ _ f 1» при z^L^dL 
I0 при z^L

(L\dL — множество внутренних точек L).

Для доказательства теоремы 1 убедимся ’в справедливости сле
дующей теоремы и нескольких лемм.

Теорема 2. Если

1. Y (z)=(-l)* j ֊֊ dt сходится,

2. л (0 Пр,
3- 0<Л<р<А+1, где р определено (1.6),,
4. |01 <«-,։, 0<tj<к (я = ге«)։

то
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при г — се, где

А;₽(г)=П(р+Л)г-(/’+?)А^,

hP (г) определено (1.7).
Предварительно докажем леммы.
Определение. Функция Z (г), определенная в (0, оо), назы

вается медленно растущей функцией, если существует предел

ita 'Jsi-i 
.--/«

для любого постоянного с^>0, или, если существуем производная Г (г)» 
то

lim —=0.

Лемма 2.1. Если функция I (г) вместе со .своей производной
Г (г) непрерывна при г^>с^>0, и lim ■ С°--^ = 1 для некоторого 

г - ~ I (г)
со (0 со 1 )> то хля произвольного с^>0

ita 1.

Доказател ьство. По условию

lim
— Z (г)

= 1,

или, что то же

lim In lM = lim
«V

dx =

= lim ИМ
.--/(Sr)

Обозначим 9r = г', имеем

г (с0֊1),

значит

lim 1 п Cfl 19------°’г« —

lim = 0,

и лемма доказана.
Лемма 2.2. Если

ных значений г, удовлетворяет условию 
ita '^-0

In г

функция I (г) определена для положителъ-

(1)
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и для любого числа с£(0, °о) существует предел

(2)

то I (г)—медленно растущая функция.
Доказательство. Из условия (1) следует существование та

кой медленно растущей функции А (г) и последовательности {гл|, 
Пт гП = со, что

I (г) < Ь (г). г > 0 и I (г„) = Л (г„) 
(см. [4], стр. 48, ч. 1, § 12 и теорему 16, гл. .1, § 12, стр. 52). По 
условию (2) существует предел

lim — —), и так как I {r)^L (г),

то (сг'<) отсюда следует, что lim <1, с другой
Z(r„) А(г„) 1(г)

стороны, можно взять последовательность {г^| такую, что lim г* = оэп ՝*’»
, / г z . кп \ I (сг )и / (сгп) = L (сгп) (например, можно взять гп = —), получим __— 

с I\гп)
L(cr'J Z(cr).. 1
t I • х > откуда вытекает, что пт ——— X. 
ь Vп) '•*“ I (г)

Лемма 2.2 доказана.
Лемм а 2.3. Если I (г)—медленно растущая функция, а ф (ц) 

абсолютно интегрируема на интервале (0, оо) и удъзлгтггрят 
условиям

1Ф (и)| = о (и7՜1) (и—» 0, 7>0),
—» ОО, f >0),

где и и г вещественны, то

ф (u) du
б

при г —► со, а^>0.
Доказательство леммы получается из леммы 2 работы [3].
Доказательство теоремы 2. Имеем

Y (z) = (-!)* z*+1 (Z+z) dt'

Интегрируя по частям р раз, получим
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Ар(<) Ее Л =

г*+1 е/(*+1) (){֊*- 1 \(р)

I -֊■- геу8 /
Л,

где Ар (О определена (1.7), г = гел.
Положим I = У г, тогда легко заметить, что

Ее У (*) = (-!)"+* г֊» Ар (г*) Ее
£ 4֊ е'8 /

Ар (гУ) 
(П)'р

Ее
е1 (*+1)9 А—1

Л =

Л =

Арр (г/) & Ее
е1 (*+1)0^-*-1 \(р) 

^+е'8 /

где Арр (0 = ^4$, 1р = р + ?.

* * ՝
В силу условия 2 теоремы и леммы 2.1 имеем, что Арр (?)— медленно 
растущая функция.

Применяя лемму 2.3, получим

= Арр (г)
, Г/е'(*+։)»/֊ *-։ \(р)1

Гр Ее (----------—----- )
[ \ < 4֊ е'8 / Л 4՜ о (Арр (г)) =

= Арр (г) Ее | 
О

г1р ( ------------—— ) ՛
\ 14- е/8 /

при г -* со.
Интегрируя последний интеграл по частям р раз, получим

Ее У {г) = (֊1)‘ Арр (г) гр П ~ Ее 
*=։

е1(*+1)9#р-*-1 

/4-е'°
Л +

о
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+ о Р АРР (г))= (г) ֊ Яе е'₽’ 4-о (г? АРР (г))

при Г —♦ ОО. Вычисляя таким же образом 1т У (г), убедимся в спра
ведливости теоремы, т. е.

Г(х) = -V-+ о (г?/Уре (г))
51П р«

при г —► оо.
При помощи этой теоремы получается асимптотическая оценка 

для канонического произведения

Л (-1)'՞
5 т а/,

, когда л (f) £ пР

.и существует предел lim arg а* и, следовательно, для целой функции 
k •-

конечного порядка, имеющей корнями а», для которых существует 
предел lim arg а*.

Л -* «։
Приведем примеры функции п (<), для которых с помощью теоремы 2 
получается асимптотическая оценка, которая, однако из результатов 
не вытекает.

Пример 1.
п (t) = tf (2 + sin t), p>0.

Для этой функции предел

ИтДМ 
‘ - - п (t)

не существует ни для какого с, кроме с=1, значит нельзя ее пред
ставить в виде /₽/(#), где /(<)—медленно растущая функция, но если 
взять

Ах (0 = хр (2+ sin х) dx —

xf sin х dx,

/р + 1
то Ax {£) ~, отсюда следует существование предела

nm АМ = цт AA2 
Aj(f) <?+։

для любого с^>0.
Пример 2.

п (t) = ef f"
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([х]—целая часть х). Можно убедиться, что существуют такие с, для 
которых предел

п (сИ пт -------
< — ~ п

не существует. Например, если взять с’Се (с =И=1), то можно найти 
последовательность такую, что —♦ со, к —♦ со и [1п с£*] = [1п <*] 
то есть

п (с<а) _ 1 
л (**)

и для того же с можно выбрать последовательность {<*} такую, что 
/* -»оо, к -» со и

[1п с^] = [1п ^] + 1 (1 <С с <С е)-

В этом случае
л (с^) 
л (О

= е₽. Отсюда следует, что предел

Нт
Л(О

не существует ни для одного такого с. 
Теперь покажем, что если взять

то для функции А2 (?) предел

Вт
А։ (О

существует для любого с^>0. В самом деле

положим = сг

положим 10—сС
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с։ ep(lnc/') jt' _|_С1

ер 1|п dt0

Если взять с = е* (к—целое число), то предел для таких с существует 
и равен ср+2, а для функции

М0 =
Л2 (О для таких с

Согласно лемме 2.1 этот предел существует и равен 1 для лю
бого с^>0, следовательно

lim А1£^_ = ср+2. 
л։(0

Лемма 1.1. Если En(s)£Ep (s = re10),

■a |r cos 9|c S„w (0 < c < inf an s1/?), n = l, 2,•••, 

mo
а) при cos 6-CO

|£я(з)|>ехрГ-—I (0<C1<l), 
. 2(1—cj J

в) при cos 6^>o

|£я (s)|> exp 2 J

Доказательство, а) Имеем cosS-CO

~ r c<w 11

IE.Ml- П16+ + I' e >
я+11\ a* / a* J

r cos 0 
°* = 

Я+Л a* /

из условия можем написать
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= exp

|£n (s)| exp

(— I)՞1 1 / r cos 5
л+1 т-2 \ a*

r* cos2 &
2 ak

r cos 6
Ok

т

Sn r2 cos’ 9
\ 2 1 ֊ cx / "

б) При cos 6>o, и том же условии

c2
2 (1-Cx)

\En (s)| = exp 2
*=л+1 L m—1

(—I)՞1՜1/ r cos 6 \m r cos 6 
akm a*

Лемма 1.1 доказана.
Замечание. Лемма остается в силе при р =1 или р=«2.
Лемма 1.2. Если Еп (։) £ Ер, |9|<я —т;, 0<т}<я (з = ге/в), 

то

|£„ (s)| = exp

+ h (6, г) гР-|-о (Л (6, г) г1’)

при г—* со, где А (9, г) = К cos р9.
sin ря

Доказательство.

In En (s)= — п {an+i) (In /1Н----- ------- -—I — s։ I -■ dt,
L \ Ол + 1 / Ял+1 J J t* (t+s)

ап+1

применяя теорему 2 при А=1 и а = ап+ъ убедимся в справедливости 
леммы.

Лемма 1.3. Если

1. En(s)£Ep (s = rell>),

2- |tg0|> tg +-А\ rj>0,
\2р 2 /

то
а) при cos 9 > 0 существует действительное число X, завися

щее только от 9 такое, что имеет место оценка
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|ЕП (s)|>exp 1 +
s

Ол + 1

(л=1, 2, з, --)»

б) при cos 0 < О имеет место оценка 
\En (s)| > 1 + pSn гг cos» 0,

где р—некоторая постоянная.
Доказательство, а). Имеем

In |ЕЛ (s)| = — п (ал+i)
s

а» и
In 1 +

7.W=Re|֊։-]' ^А]-֊г'«о։->0Х 

“л-н

Г Л (t)(t cos 20 + г cos В) di
J f»(f։ + r։4-2Hcos 0) 
ял + 1

Отсюда видно, что
, . . . . cos &
/л (г) > 0, если г<----------֊—ая+ь

cos 2 О
COS ®

—/л(г)>0> если г->----------an +1’
cos 2 о

/„ («)-► со, если |s| = г — со

и ограничена для конечного г^>0.
Следовательно, существует число л, зависящее только от В та

кое, что /л(г)^>^֊. Утверждение а) доказано.
Докажем утверждение б). Если cos 0 С 0, s = х (1+ гт), |т|^>1, 

то

-г/ 2jt\։1&Ы1 = П (։+-) 

л + 1

, (т2+1) х» ]4 ֊
н 2 е

ал J

2М , (т*+1) х» \ / j 2 1х| + 2х* \ hL_ 
а* А а* а* / J ~

. (m։-l)x* 2(т2+1)х4 2(пг։-1)|х|3 1г
+ 2----------  + 4 + - -------------- 3----------- >



Об обращении преобразования типа свертки 435

Лемма 1.3 доказана.
Докажем две леммы относительно функции С (г).
Известно, что если Еп(з)^_Ер, то

I »
1 Г е5г

. в №=тг՜- I гТТл ~иелая Функ«ия 2кг 3 Е (б)
— I '»

(см. [1], теорему 4. 1, стр. 295).
Лемма 1.4. Если 1. Еп ($) £ Ер,

2. 1з1 > l'l ctg
•Тс 7) \

,2р՜ ~ "2/

тде р определено (1.6), 0<^7j<^K (1------- I» то существуют числа
\ Р /

М >0 и с ^>0 такие, что
_ i_ _ L

2 2
\Gn(z)\^MSn exp [— cS„ (|о|—Ат)],

*<ctg ) (г = 3 + й).
\2р 2 /

.Доказательство. Имее м

1 Г psz 
Gn(z) = — —-ds, |а|<ая+։,

2кг J Е„ (s)
а— Zoe

G„(z) = lv 
2кг

2кг‘

esz 
и , +
£л (s)

ds. 
En(s)

Обозначая

La = (s: [x = a, y>|Aa|]|, 
L~a = [s: [x = a, у < — |Aa| ]}, 

Ma = {s: [x = a, — |Aa|< у < |A«|]1, 

zV±«a = (s: [|x| > a, у — ± Aax]|,
гполучим
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1 г р։г 1 р е« . , 1 Г е*г 
Сп (г) =----|------- ds + -— 1 <Г~ 1 г / \

2кг 3 Е„ (з) 2кг 3 Е„ (з) 2^3 Еп (з)
м. ‘■-ч

с/з.

Используя лемму 1.2 при Нг о| >
/к , 7) \I----- ------ ), легко видеть, что
\2р 2 '

1 Г е" л= 1 Г е”
2к/ 3£я(з) 2кг 0 Еп(з)

£±в лг±ла

ds,

следовательно
„ , 1 Г е" 1 Г е" , . 1 Ге"
п(г) = м ]ёл^л+2^7 зад 2я/ Зад 

■»а *+*« *-*«

</з,

откуда

Г2՞ Л 
Л'+к!\ЕЯ (з)|

Г — 'У
- ------ |Л|+- 3 |£л(з)|---------2

•«а

1 Г e^'r+l•|, К ] \ЕП (з)|
о

р ах - -су
-- ---- Г Л'+ 3 \ЕП (5)1

Р еах I |тГ *ж

3 1^(5)1 
1«1

Если х^>0, возьмем а<^0, а<^0, и применяя пункт а) леммы 1.3 и 
пункт б) леммы (1.1), получим

я
ехр ох + -у +

о

ех(.+Ь) (1+&) Лх

с5У ехр [ ~Л (° 

< ксК112 ееа/2 
К

3

Ол+1 йп+1

ехр [с Зл 1/2 (я+^)]-|-

ехр [с 5;^ (а-|-£т)] 
К 1п

< — (е е 2/2 кс Е„ 1/2 + Си) ехр [с 5Л 1/2 (а + £т)], 
7Г

Легко заметить, что сл-»0 при п -» оо.
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При х<0 возьмем о£>0, =^>0 и, и применяя пункт б) леммы 1.3 
и пункт а) леммы (1.1), получим

ло;1'2
1 Г е’-г+|-1 У 

|6Л(г)|<֊ -----------------~
0 еХР 2(1֊С1)

е-Х (0+*^

1 + рха 5П
«7х<

1 Г с3
— ксЗ~г12 ехр --------------« Л 42(1-С1)

^1/2

X ехр [с5“։/2 (— а 4֊ т£)] •< 

1 г / г2 \ / 1Г ____ \ 1<— ^-’/»ехр/—------ -)+-֊7=г(— -агс1г/р5л ИХ
к I 42(1—0!)/ ) р \ 2 )\

X ехр [с5~։/а (- » + ^т)]=ЛГ- 5՜1/2 ехр [с5~։/3 (— а 4՜ Аг։)].

Лемма 1.4 доказана.
Эти результаты будут использованы при доказательстве теоре

мы 1.
Доказательство теоремы 1. Из условия 4 теоремы 1 и 

леммы 1.4 следует аналитичность функции

/(г) = У С (г — #) <р (О <Й

на кривой £, значит

Ра (О) / (г) = у Сп (г—/) ф(0 сП, Рп (£)) определено (1.10), 

ь

Рп (£>) / (я)- ГяЛ (г) « (г)= С(д- #) [Ф (О-Ф (г)] Л.
4

Полагая I — ^4՜«, получим

Рп (О) Г (г) ֊ Гл4 (г) Ф (г) = у Сп «) [ф (г4֊<)- ? («)] Л = 

4(а)
= У б« (О [=Р (г4՜*)— Ф (г)] сП+ у (0 [ф (г4֊0— ф (г)] Л, 

1-1 <г) <«)\^г(г)
где £о(я) часть кривой к (я) для |£|-С8, а

Из тех же условий теоремы 1 и леммы 1.4 получаем
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|P„ (D) f(z)- TnL (z) ?(z)l<

< [*10.(011? U+0-? Wll<fll+ J Юл №(z+0֊?(z)|hrt|<

C max |<p (z֊|֊f)—? (z)l‘
ij W

+ 2exp [-cS;*'a<» (l—k)+c' S^Q-k) a] da < 

s
OO

<e2AfS;։P J exp [— с 5-1/a (1— k) =>] da 4֊ 

0

co
+ 2MS֊ ։'SJ exp [- c" (1-k) S-Ч2 a] da < 

0
<8.2MCW+֊^֊ ехр[-85Л(1-Л)сЛ 

c(l —k)
(c'<c, c">0, c'">Q,

Следовательно
lim |P„ (£>) f (z)-TnL (z) <p (z)| < zM։. ■ 

n-^ «
В силу произвольности 8

lim P„(D)/(z)= n (z)<p(z).

Если множество (Re#), t^L совпадает co всей числовой осью, то

вто следует из того, что

lim f Gn (#) dt =0, 
J

где £±??(z)—отрезки перпендикуляров, находящиеся между действи
тельной осью и кривой L (z), восстановленных в точках x=±R, а вто 
следует из условия пункта 3 теоремы 1 и леммы 1.4.

Для любой кривой L, удовлетворяющей условиям теоремы

TL (я) = lim TnL (z) = (1։ ПРИ zL^dL 
(О, при s^L,

вто следует из того, что
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Вт I Сп (է) ժէ=Օ.
. ՞~~ յ

Լ (*)\£է(*)

Теорема 1 полностью доказана.
С помощью этой теоремы для частных случаев ядра получаются 

обращения преобразований вида
ծ

Г (х) = յ е-л տ (է) ժէ (обобщенное преобразование Лапласа), 

а
Ь

Г (х)= [ ր Ժէ (обобщенное преобразование Стильтьеса), 
յ х+է 
а

տհ а. < Ь оо).
Для этих частных случаев обращение получается и в том случае,, 
когда интегралы взяты вдоль кривых (см. [1], стр.- 9).

1Լ Գ. ՍԵԴՐԱԿՑԱՆ. Կորերով տարածված ծալքի տիպի ինտեգրալ ձևափոխությունների շրշման 
մասին (ամփոփում)

Աշխատանքում ուսումնասիրված է և ստացված է կորերով տարածված ծալքի տիպի ին
տեգրալ ձևափոխությունների շրջումը, որը հանդիսանում է Ուիդերի և Խիրշմանի կողմից ստաց- 
ված ինտեգրալ ձևափոխության շրջման ընդհանրացումը^ Աշխատանքում ստացված են աս իմտո
տիկ գնահատականներ ամբողջ ֆունկցիաների որոշ դասերի համարւ

Տ. G. SEDRAKIAN. On the invertton of convolution type integral 
trantformattont along curvet (summary)

Convolution type integral transformations along curves which generalise those 
considered by Widder and Hirschman are studied and their inversion is obtained. 
For some classes of entire functions a number of asymptotic estimates is obtained.
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