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А. А. НЕРСЕСЯН

О РАВНОМЕРНОЙ И КАСАТЕЛЬНОЙ АППРОКСИМАЦИИ 
МЕРОМОРФНЫМИ ФУНКЦИЯМИ

Замкнутое множество Е назовем множеством равномерной аппрок­
симации мероморфными функциями, если для любой функции / (г), 
непрерывной на Е и аналитической на внутренней части Е° множе­
ства Е и любого числа г^>0, существует мероморфная функция р (г) 
такая, что |/(г)— Р (г)1<£ при г£Е. Если же для любой функции 
г(х)^>0, непрерывной на [0, со) и стремящейся к нулю произвольно 
быстро при х — оо, существует мероморфная функция р (г) такая, что 
/ (г)—р (х)| < е (|г| ) при г£Е, то множество Е назовем множеством 
касательной аппроксимации мероморфными функциями.

В настоящей работе рассматривается вопрос о необходимых и 
достаточных условиях, налагаемых на множество, при которых оно 
становится множеством равномерной аппроксимации мероморфными 
функциями. Необходимые и достаточные условия для случая каса­
тельной аппроксимации найдены для множеств с пустой внутрен­
ностью.

Имеют место следующие теоремы:
Теорема 1. Для того чтобы замкнутое множество Е было 

множеством равномерной аппроксимации мероморфными функ­
циями, необходимо и достаточно, чтобы для любого замкнутого 
круга О множество Е(\Е было множеством, допускающим рае 
номерную аппроксимацию рациональными функциями.

Теорема 2. Для того чтобы замкнутое множество Е, Ьа=0, 
было множеством касательной аппроксимации мероморфными 
функциями, необходимо и достаточно, чтобы для любого замкну­
того круга О множество Е(\О было множеством, допускающим 
рациональную аппроксимацию.

Необходимость условия теоремы 1 докажем в терминах аналити­
ческой С-емкости множеств, используя известную теорему А. Г. Ви­
тушкина о рациональной аппроксимации ([1], [2]). Доказательство до­
статочности проводится с помощью методов, развитых М. В. Келды­
шем (см. работу [3]). Теорема 2 получается как следствие теоремы 1.

Приведем без доказательства одну теорему А. Г. Витушкина 
([1], [2]), которой воспользуемся в дальнейшем.

Теорема 3. Пусть О—ограниченное открытое множество. Не­
прерывную на всей плоскости и аналитическую вне (/ функцию / (х) 
с любой точностью можно равномерно приблизить на некотором ком­
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пакте Е рациональными функциями с полюсами вне Г. Тогда для лю­
бого е>0 можно найти рациональную функцию г (г) такую, что 
I/ (г) — г (г)[ г при г £ Е[) С11.

Согласно теореме А. Г. Витушкина о равномерной аппроксима­
ции рациональными функциями, для доказательства необходимости 
условия теоремы 1 достаточно показать, что « (К\Е) = а (К\Е°) 
для любого открытого круга /С (через а (К\Е), а (К\Е°) обозначены 
аналитические С-емкости соответствующих множеств).

Через С (К, т) обозначим класс функций, непрерывных на плос­
кости, аналитических вне АГ, равных пулю на бесконечности и ограни­
ченных по модулю числом т.

Перед тем, как перейти к доказательствам теорем, заметим, 
что их аналоги верны также при более общей постановке задачи. Да­
на плоская область Е(<?Е=₽0), найти необходимые и достаточные 
условия на замкнутое относительно Е множество ЕсЕ, при которых 
оно становится множеством равномерной (соответственно, касательной) 
аппроксимации мероморфными в Е функциями. Для этого случая тео­
ремы 1, 2 можно сформулировать следующим образом:

Теорема 1* (2*). Замкнутое относительно О множество ЕсЕ 
является множеством равномерной. (соответственно, в случае 
Е° = 0—касательной) аппроксимации мероморфными в О функция­
ми, тогда и только тогда, когда ЕГ\К—множество рациональной 
аппроксимации при произвольном замкнутом круге К с. О.

Доказательство проведем для случая Е=С, ограничиваясь заме­
чаниями об общем случае.

Докажем необходимость условия теоремы 1. Пусть Е—множе­
ство равномерной аппроксимации мероморфными функциями, К—от­
крытый круг, е>0—произвольное фиксированное число. По определе­
нию аналитической С-емкости в АГ\Е° можно найти замкнутое под­
множество Е и функцию / (г)£С (Е, 1) такие, что/'(со)^>а (К\Е°)—е.. 
Ясно, что / (г) аналитична в некоторой окрестности СК, и, так как 
она аналитична на Е° и непрерывна на Е, ее можно равномерно на Е 
приблизить мероморфными функциями. Это значит, что / (г) можно 
равномерно приблизить рациональными функциями на Е П К. Отсюда» 
принимая во внимание теорему 3, получим существование последова­
тельности {/„ (г)} рациональных функций, для которой /я (г) -» / (г) 
равномерно на Е и СК. После подходящей модификации этих функций 
на К\Е, не нарушая общности можем считать, что /я (я)£ С (К\Е, 1). 
Тогда /я (со) — /' (со) и |/я (со)|<а(АГ\Е). Отсюда, а(ЛГ\Е°)—з<

(°°) С а (К\Е). В силу произвольности в получаем а(АГ\Е°Х 
■Са(АГ\Е). Обратное неравенство очевидно.

Все приводимые ниже выкладки в доказательстве достаточности 
верны также и для общего случая, если вместо кругов (с центрами в 
г=0) будем брать множества Е\ Уа (д/У) при подходящих <Г>0 (Ис(дЕ)— 
открытая сферическая а-окрестность <5Е) и заметим, что из теоремы 
А. Г. Витушкина легко следует эквивалентность условия теоремы 1 
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требованию, что £"\ V, является множеством рациональной аппрокси­
мации.

Пусть дана функция /(я), непрерывная на Е, аналитическая на 
£° и число е>0. От положительной, непрерывной на [0. со), монотон­
ной функции я(х) потребуем, чтобы

0<я(х)<5и I I — _ ■ —-2 (Ы-ц<8 (С =; -|- гц) (1)

/:|<- 
для всех г.

При нашем условии на Е существует последовательность {фл(хг)} 
рациональных функций с полюсами вне Е, удовлетворяющая следую­
щим неравенствам:

1М*)-/(*)1<‘ (2+ —)> (|С|<2 + Д.

Ь и)-/ их«(2п+ -֊-), Е П {2 (п-1)
\ / I

п = 2, з,- -.
С помощью полученной последовательности определим функцию 

<р (г, г) следующим образом: при фиксированной я, <р (г, г)~ (г), если
2 (п—1)-Сг’\2п, п=1, 2,•••.

Имеем, |р (я, г) —/(г)|<я (г) при г---- |г|<г-|—•

По определению, функция <р (г, г) является кусочно-постоянной 
по г при фиксированном г, и любая точка я попадает самое большее 
в два не совпадающих кольца, на пересечении которых с Е выпол­
няется (*).

Для каждой точки г(^Е существует открытый круг с центром в 
г и радиуса о (х)^>0, такой, что колебание в этом круге функций 

<р (я, г), приближающих /(я) в этой точке, не превышают а (г'----,

где г'— наибольший радиус колец, соответствующих этим функциям. 
Совокупность точек этих кругов является открытым покрытием замк­
нутого множества Е. Из этого покрытия можем выделить такое счет­
ное покрытие, чтобы любой круг пересекал лишь конечное число 
кругов нашего покрытия. Объединение Е* точек кругов этого покры­
тия содержит замкнутое множество Е.

Граница дЕ* множества Е* состоит из счетного числа жордано­
вых кривых, образованных дугами окружностей, причем так, что лю­
бой круг пересекает конечное число граничных кривых. Пусть {7*}, 
к=1, 2, ••—последовательность граничных кривых множества Е*.

Определим на Е функцию

2—822

1 «тира՝« /
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<р (г) = ? (г, 0 <Л-

|։|— 2՜

При г £ Е имеем |/ (г) — ? (г) К ®*
Последовательность функций (С/1 (г)} определим следующим об­

разом:

Сп (г) = <Р
9 - £л I Г__

* 1 «-1 ТкП

’-£>4 г

где С, = (|2| < /), Со = 0, £„ = £* Л (И = п).
По этой последовательности определим функции

1
2к/ и 

£Л
п=1, 2, • • •,

. 1
- г

Л

п

где Г1 (г)—рациональная функция с полюсами вне Е\]С[-\ такая,

1

что

«гМлм'-’
(2)2' ’

г £ Е\1 С1-2, Со — С-1 = 0, 1=1, 2,—.
Функции п(с) находим, заменяя интегралы по конечному числу дуг 
подходящими интегральными суммами.

Докажем, что последовательность функций {Еп (г)} равномерно 
сходится на любом круге 5. Для этого рассмотрим разность

1_ с
2~1 3 с — г 2к/ и С — г

где п такое, что 5 с (|г|п — 2), т^>0—целое число.
Заметим, что если Ьг = Е* Л (К|= г) и <Ь (С) аналитична на ~Ё*, 

то по теореме Коши
[ ■? (С) л= 2 ф (С) л.

4 (г)
Суммирование в правой части этого равенства распространяется на 
точки пересечения {|г| = г) с дЕ*. Через Л обозначен дифференциал 
дуги вдоль дЕ*, соответствующий отрицательному 'обходу множества 
Е*.

В силу этого, при 2^5, г > п
1
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։

-------------2/—\_____11֊ <е\ </г + у <р (с) л.
С֊* / мС-г

Интегрируя это равенство в пределах п -С I -С п + т получаем

В равенстве (3) интегралы под знаками суммы взяты по положитель­
ному обходу множества Е*.

Согласно (2), (3) и выбору числа п для 5, имеем



Согласно (1) правую часть этого неравенства 
сколь угодно малой за счет увеличения п.

можно сделать

Таким образом, доказано, что ряд 7?! (я) + 2 (Ля+1 (г) — (я))
л — 1

сходится равномерно на любом конечном круге, если отбросить ко­
нечное число начальных слагаемых. Так как особенностями послед­
них могут быть лишь конечное число полюсов, то р (я) = (я) 4-

••
+ 2 (Лп+1 (я) — /?я (я)) является мероморфной функцией. 

л»1

Пусть г^Е—фиксировано и р > 0 такое, что (|С—я|<^р)с:£*.
Аналогично тому, как мы доказывали равенство (6), применяя 

соответствующие выкладки к множеству £*\(|С — я| <^р), получим

I ваи-֊ 2кг

Пусть число 7У>0 такое, что для точки г^Е имеет место нера­

2 (2?я+1(я)-2?я (я))|<е. 
я-лг

венство

Согласно (1), (2), (4) и конструкции множества Е*, при р доста- 
-точно малом, имеем

з-|-|/?7(д) — ср (2)|<з + Л — А- 
\ 2ЛГ

+ |<2лг(г)—Ф (г)|< 2е + 1 г
2кг՜ 3 сЕ +

+֊ — 
2кг՜

•р (С) — Ф (г) 
С — я
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2՜ (£*пС^)\(|:֊«|<0
- —ժ'ժ-/յ + 

|Л|

Отсюда, принимая во внимание то, что <р (г) приближает / (г) на 
Е с точностью г, получаем ||* (г)—/(г)|<^5г. Теорема доказана.

Аналогично доказательству теоремы 1 доказывается следующее 
обобщение теоремы Рунге:

Если функция / (х) аналитична на замкнутом множестве Е, то 
для любого г^>0 можно найти мероморфную на плоскости функцию 
(1 (г) такую, что |/ (г) — р- (г)| < г при г £ Е.

Пусть теперь Е°=0,|/ (г)—непрерывная на Е функция и а (х)>0— 
произвольная непрерывная на [0, со) функция, стремящаяся к нулю 
при х —* со. Не нарушая общности можем считать, что а Тог­
да по теореме 1 существует мероморфная функция р. (г) такая, что

2 Р (г) <Հ1 при г £ Е. Имеем для թ (я)

9
|Р (*)!>-֊

1 .

следовательно, для г£Е, —* -1 <^а (|г|). Применив теорему 
1Р (*)1

ции / (г) р (г), получим, что существует функция V (г)

I/ (г) Р (г)-* (г)1<1 при г£Е. Отсюда, у (г) _ ——- < - 
' Р (г)

1 к функ-

такая, что
1 /I А

Теорема 2 доказана.
В заключение автор считает своим приятным долгом выразить 

благодарность доктору физ.-мат. наук Н. У. Аракеляну за помощь, 
оказанную во время выполнения этой работы.
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Ա. Հ. ՆԵՐ11ԻՍՅԱՆ. Մերոմորֆ ֆունկցիաներով հավասարաչափ և շոշափումային մոտարկման 
մասին (ամփոփում)

Աշխատանքում ապացուցված է, որ կոմպլեքս հարթության վրա 1? (Ժ£)=/= ($}) տիրույթի 
նկատմամբ փակ £ 0 ենթաբազմությունը է) ֊Ում մերոմորֆ ֆունկցիաներով հավասարաչափ
մոտարկման բազմություն է այն և միայն այն դեպքում է երբ ցանկացած փակ ՇԼ 0 շրջանի հա­
մար £ ք՜1 բազմությունը հանդիսանում է ռացիոնալ ֆունկցիաներով հավասարաչափ մոտարկ­
ման բա ղմութ չուն ւ
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Տոլյց է տրված նաև, որ նույն պայմանն անհրաժեշտ ու բավարար կ, որպեսզի ներքին կե­
տեր չունեցող D-ում փակ րազմոլթյունր հանզիսանա D-ում մերոմորֆ ֆունկցիաներով շոշա- 
փումային մոտարկման բազմություն,

A. H. NERSESIAN. On the uniform and tangential approximation by 
meromorphlc functions (summary)

It is proved that a relatively closed subset of a domain D (dD փ 0) on tho 
complex plane is a set of uniform approximation by functions meromorphic. in D if and 
only if its intersection with any closed circle KCD is a set of uniform approxima­
tion by rational functions.

It is proved also that the same condition is necessary and sufficient for a rela­
tively closed subset of D without interior to be a set of tangential approximation by 
functions meromorphic in D.
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