
2ԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍ2 ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
И 3 В ЕСТ И Я АКАДЕМИИ НАУК АРМЯН С К О И ССР 

Մաթեմատիկա VII, № 6, 1972 Математика

Г. Б. МАРАНДЖЯН

О СТРОГО ЭФФЕКТИВНОЙ ИММУННОСТИ СТЕРЖНЕЙ 
АДДИТИВНО ОПТИМАЛЬНЫХ РЕКУРСИВНЫХ

ФУНКЦИЙ

В работе [2] А. Н. Колмогоров ввел понятие сложности нату
рального числа относительно частично рекурсивной функции и поня
тие асимптотически оптимальной рекурсивной функции (АОФ)*.  В [4] 
исследованы некоторые свойства этих функций, в частности, введено 
понятие стержня частично рекурсивной функции и доказано, что 
стержень АОФ—иммунное, но не гипериммунное множество (теоре
ма 10). В настоящей работе будет доказано, что стержень любой 
АОФ есть строго эффективно иммунное множество. Будет также до
казано, что всякая нижняя вычислимая оценка сложностей натураль
ных чисел относительно АОФ конструктивно ограничена, что являет
ся усилением теоремы 8 из [4].

* Ниже будет использоваться термин „аддитивно оптимальная функция“ вместо 
асимптотически оптимальная функция“. ->ыц-т-

Символы », [ ] и V используются в том же смысле, в каком они 
используются в [1]. Напомним, что если R—(п+1)-местный перечисли
мый предикат, то через ՝^yR (х1։ х2, •••, хп, у) обозначается п-местная 
частично рекурсивная функция, определенная на наборе (х1։ х2, ■••,хп) 
тогда и только тогда, когда х2, •••, хп, у) и принимающая в
качестве значения такое натуральное число /, что имеет место 
R (х։, х2, • • •, х„, #).

Следуя [7], суждение „частично рекурсивная функция а определе
на на наборе чисел (х1։ хг, •••, хп)“ будем записывать следующим 
образом:! я (х1։ х2, •••, х„); если А и В—предметные термы, то сужде
ние А&.1В&.А^ В будем записывать следующим образом: А==В.

Ъулыл предполагать, что зафиксирована некоторая универсальная 
нумерация частично рекурсивных функций и связанная с ней постов- 
ская нумерация рекурсивно перечислимых множеств и, следуя [9], 
одноместную функцию с номером п в этой нумерации будем обозна
чать <ря, а область ее определения — И^я.

Все термины и утверждения понимаются конструктивно [5], [7].
Предикат М определим следующим образом ([3], [4]):

М(а, Р, с) ±7 у*  С Р (*)  = Ну (а (у)"?=Р (х) &Х (у)<Х (х) + с)), 
где X (х) = [1о?2 (х + 1)].

Содержательно М (а, р, с) означает, что функция а кодирует на
туральные числа, быть может, на константу с „хуже“ чем р.
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Предикат а определяется следующим образом ([4]):
ж (х, у) Нг (ж (г) == х&Х (г)=р)&уя (а (г)= х о 3?. (г) <д).

а (■*»  у) содержательно означает, что у есть сложность числа х отно
сительно частично рекурсивной функции а.

* Класс определяемых множеств не изменится, если в определения заменить 
„частично рекурсивная“ на „обще рекурсивная“ (см. [8]).

Всякой частично рекурсивной одноместной функции ж ставим в 
соответствие множество 5«, именуемое стержнем функции а следую
щим образом [3]: относим к 5« те и только те натуральные числа х, 
которые удовлетворяют условию

I а (х) С а (У) &а (у) а (*)))•

Таким образом, 5»—множество тех значений аргументов, при которых 
функция а „впервые“ принимает то или иное значение. Напомним те
перь определение строго эффективно иммунного множества [8].

Определение. Бесконечное множество А называется строго 
эффективно иммунным, если существует такая частично рекурсив
ная*  одноместная функция я, что выполняется условие

уж(1Г,СЛз(!л (х)&уу (у £ =э (х)))).

Лемма. Каковы бы ни были функциям, аддитивно оптималь
ная для множества всех одноместных частично рекурсивных 
функций, и двухместная частично рекурсивная функция 6, можно 
построить такую одноместную обще рекурсивную функцию р, что 
будет выполнено следующее условие:

У/ху (I 0 (х, у) =з ух (ж (0 (х, у), г) => г < р (х) + >. (у))). (1)
Доказательство. Пусть ж — АОФ для Ч^ и 0 — двухмест

ная частично рекурсивная функция. По определению АОФ имеем
\х^сМ (ж, фд., с), 

что конструктивно понимается как возможность построения такой 
обще рекурсивной функции р, что выполняется условие

У]хМ (ж, фх, р (х)). (2)
Используя ֊^-теорему из § 65 монографии [1], можно построить та
кую обще рекурсивную функцию 7, что будем иметь

'Рт(х) (у) — 0 (х, у), (3)
а также такую обще рекурсивную функцию о, что

<г։(х)(у) “ФтЮ (“(»))• (4)
Из (2) следует

УхМ(ж, ф8(х), Р (8 (х))), 

или, более подробно
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уху (! ?>. (,) (у) => И/ (а (0 ~ ?«(Ж) (у) &>֊ (0< >• (у)+ Р (5 (*)))),  
откуда вытекает
Ухух (?>. (х) (у) = ?т (х) (х) => 3*  (« (0 Фт (х) (х) &>- (0 < X (у) 4- Р (5 (х)))).

(5)
Из (4) получаем

ухух (! ?т(х)(х) =э (а (у) = г => ®։ (х^у) =?= ?т (х) (х))). (6)
Из совместного рассмотрения (5) и (6) получим
ухуя (! Фт(х)(х) = (« (у) = х =э 3/ (а (0 = <рт(х) (я)&Х (0<Х (у)+₽ (8 (*))))),

(7)
откуда непосредственно следует

ух/гр(! <РГ(х)(х) о ((а (я, X (0) &а (<рт (х) (х), X (р))) оХ (р)<Х (0+Р (8 (х)))).

(8)
Поскольку а—АОФ, то, согласно лемме 4 из § 1 гл. 1 [4], найдется 
такая константа с, что будем иметь

V*  (а (г, X (0) =>Х (0 < X (я) + с). (9)
Из (8) и (9) получаем

\Jxtzp (I <?7 (х) (х) ((а (я, X (0) & а («р^, (я), X (р))) о X (у) <Х (я) + 
+ с+0 (8 (х)))), 

откуда, после несложных преобразований, следует

У^хр (а (я, X (0) =)(| <вт (ж) (я)о(а (<рт(л) (я), X (д))=>Х (д)<Х (я)+ 
4-с + Р(8(х))))), 

а тогда

ухяд (Т]Я/а (я, Х(0)ЭП 0 <Рт(х)(х)о(а (фт(х)(х), Х(у))г։Х (д)<

<Х(я) + с + ₽(8(х))))),
откуда, используя разрешимость отношения X (д)-СХ (я) + с + Р (8 (х)), 
получим

ухяд (Т13Мх, X (0) = (1 ®т(х)(х) =։(а’(«РТ(х)(я), X (р))=>Х (д)<Х(я)+ 
+ с + Р(8(х))))), 

-а затем

УхЧ1 3 /а (я, X (0)2эухгд (! Фт(х) (я)зэ(а (<Рт(х)(х), X (д))оХ (д)<

<Х(я)+с+Р(8(х))))). (Ю)

Согласно следствию 2 из § 1 гл. 1 [4] имеем

УхПЯ^(х, Х(0). (И)
Из (10) и (11) следует



394 Г. Б. Маранджян

ухгр (I <Рт(х)(г) = (« (?7<х)(Д >• (р)) =»1 (рХХ (*)+  с + ? (8 (■»))))• (12) 
Для завершения доказательства леммы достаточно теперь взять

Р (х) = Р 0 (х)) + с,
тогда из (3) и (12) последует (1). Лемма доказана.

Докажем теперь следующую теорему, дающую, в частности, 
естественный пример строго эффективно иммунного множества.

Теорема 1. Стержень функции, аддитивно оптимальной 
для класса всех одноместных частично рекурсивных функций, 
есть строго эффективно иммунное множество.

Доказательство. Пусть а —одноместная частично рекурсив
ная функция, аддитивно оптимальная для класса Ч^. Построим час
тично рекурсивную функцию ф следующим образом:

ф (л, 0)~^ (! (/)& <рп (0>0);
ф (л, х+1)^У< (! &?л (0>2ф(л, х)).

Нетрудно видеть, что одноместная функция, получающаяся из ф фик
сацией на месте первого аргумента произвольного натурального числа 
л, является стройной функцией [6] по второму аргументу*,  причем в 
области своего определения эта функция перечисляет в возрастаю
щем порядке некоторое подмножество множества 1^Л. Нетрудно так
же видеть, что

! ф (п, х) =э ф (л, х) >2'. , (13)
Определим функцию 0 следующим образом:

О (л, х) “а (ф (л, х)).
По лемме, доказанной выше, найдется такая обще рекурсивная функ
ция р, что будет выполнено условие

ухдг (I 6 (л, х) о (а (0 (л, х), х) о х<р (л)+ л (х))). (14)
Докажем теперь, что при любом л, если БР^СЗ'«, то

уу (у£ ^я=у<23(р <Л>+1>).
Пусть п таково, что 1^лсЗа. Тогда

ух ((! 0 (л, х) = I Ф (л, х)) &ф (л, х) С 5а), (15)
следовательно

ухх (! 0 (л, х)э (а (0 (л, х), г)эг = 1(ф (л, х)))). (16)
Рассматривая совместно (14) и (16) и учитывая (15), получим

ухг (I ф (л, х)=э(а (0 (л, х), г)=Х (ф (л, х))< р (л)+Х (х))),

* (л + 1)-местная частично рекурсивная функция ; называется стройной по 
(л4-1)-му аргументу, если выполнено условие

У^х,- • • хЛхя+1 (I с (хр х։, • ■ ■, х„, х«+։4-1):э! 5 (хх, х2, - • хЛ, хл+1)).
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откуда следует

У*  (! '•> (п, х) (л (0 (п, х), х)=»Х (ф (л, х))<р (л)4-Х (х)))>

а затем
ух (! ф (л, х)=»(3ха (0 (л, х), х)=Х (ф (л, х))<р (л)4֊Х (х))), 

откуда получаем

ух ((! ф (л, х) &ПЗх 1 (0 (л, х), х))=Х (ф (л, х))<р (л)4-Х (х))).
Из предыдущей формулы, используя следствие 2 из § 1 гл. 1 [4], по
лучим

ух (! ф (л, х)=эХ (ф (л, х))< X (х + р (л)). (17)
Из (13) имеем

ух(1ф(л, х)=»Х(ф(л, л))>х). (18)
Из (17) и (18) получаем

ух (! ф(л, х) = х <р (л) 4-Х (х)), (19)
откуда, учитывая очевидное неравенство

Х(х)<^±1, (20)

получаем 
ух(!ф(л,х)=х<2р(л)4֊1). (21)

Из (17) и (21) вытекает
ух(! ф (л, х)эХ(ф (л, х))<р (л)4-Х(2р (п)4֊1))> 

откуда, еще раз использовав неравенство (20), получим
ух (I ф (л, х)=Х (ф (л, х)) <3? (л)4֊1), 

следовательно, имеем

ух (! ф (л, х) =>ф (л, х)<2зр <«)+։). (22)

Из (22), учитывая способ построения функции ф, получаем
13*  (!<Рл(0&О2-23₽(я)+2). 

то есть
у/ (1 ?я (/) => # <23С₽<">+։>), 

откуда получим
у^(/£ 1ГЯ /< 23 <р («)+0)։

завершая тем самым доказательство теоремы.
Теорема 2. Какова бы ни была ДОФ а для любая час

тично рекурсивная нижняя оценка сложностей, натуральных 
чисел относительно функции а конструктивно ограничена.
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Доказательство. Определим .‘частично рекурсивную функ
цию ф следующим образом:

ф (х, 0)~^ (! <Рх (/)),
ф (х, у + 1)~ V/ (! (0 &®х (0> (Ф (*>  у)))-

Используя лемму, доказанную выше, построим такую обще рекурсив
ную функцию р, чтобы выполнялось условие

уху (1 ф (х, у)=>Ух (а (ф (х, у), г) Ъ г < р (х) + ). (у))). (23)
Допустим теперь, что частично рекурсивная функция Р является ниж
ней оценкой сложностей натуральных чисел относительно а. Это озна
чает, что имеем

ух (! Р (х) :эуг (а (х, х)з> Р (х)<х)). (24)

Пусть число т есть номер функции Р в выбранной нами нумерации. 
Тогда (24) можно переписать следующим образом:

ух (! <рт (х) ух (а (х, х)= <рт (х) < х)), 
а тогда, учитывая то обстоятельство, что

утх (! ф (т, х)=>! <рт (ф (т, х))), 
получаем

ух (! ф (т, х)=>-уг (а (ф (т, х), х) □ (ф (т, х))<х)). (25)
Из (23) и (25) следует

ух (1 ф (т, х)оух (а (ф (т, х), х)зэфт (ф (т, х))<р (т) + ). (х))). (26)
Из построения функции ф очевидным образом следует

утис (I фЛ (ф (л, х)) => ®л (ф (л, х)) > х). (27)
Из (26) и (27) получаем

ух (1 ф (тл, х) зуг (а (ф (т, х), г) =>х<р(т)4֊л (х))), 
откуда, после несложных преобразований, следует

Ух (х> р (л։)+ X (х) =(! ф (т, х) =з (а (ф (т, х), я)))). (28)
Докажем теперь, что

ух (х>2р (т)+4 = 1 I ф (т, х)). (29)
В самом деле, легко видеть, что выполнено следующее условие:

ух (х>2р (тп) +.4 =х>р (т) + л (х)),
что вместе с (28) дает

ух (х>2 р (т) + 4 => (! ф (т, х) => ЗДх (а"(ф (щ, х), х)))). (30)
Пусть теперь а таково, что

а>2р (т)+4.
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Тогда, если ! Ь (т, а), то из (30) следует, что выполнено условие

13*  (я (Ф (пг, а), я).
Но, как вытекает из следствия 2 § 1 гл. 1 [4], из I ф (т, а) имеем

ИЗ*  (а (Ф (т, а), я). (31)
Из полученного противоречия следует (29).

Пусть теперь Ь таково, что имеем I ф (/и, Ь). Тогда из (26) и 
(29) получим

3*  (а (ф (т, Ь), я)) => <рт (ф (т, 6)) < р (т) + >֊ (2? (т) + 4),
откуда следует

3*  (а (ф (т, Ь), г) Э <рт (ф (т, 6)) < 2 р (/п) 4֊ 2.

Рассматривая последнюю формулу совместно с (31), получаем

<?т (Ф (л։, 6)) <2 Р (тп) + 2.
Обозначим через т обще рекурсивную функцию, определяемую сле
дующим образом:

х (х) = 2р (х)+2.
Очевидно, имеем

У/х (!ф (т, х) э <рт (ф (т, х)) < т (т)). (32)
Из (32), принимая во внимание схему задания- функции ф, получаем

Vх (I (х) =» (х) < ' (лт))>
то есть

Ух (I Р (х) => Р (х) < т (т)).
Таким образом, построена такая обще рекурсивная функция т, кото
рая по номеру любой частично рекурсивной функции Р, ограничиваю
щей сложности натуральных чисел относительно АОФ, выдает число, 
ограничивающее сверху функцию р. Теорема доказана.
Вычислительный центр АН Армянской ССР
и Ереванского государственного университета Поступило 25.У.1972

Հ. հ. ՄԱՐԱՆՋՅԱՆ. Աղիտիվորեն օպտիմալ ոեկուրսիվ ֆունկցիաների խիստ էֆեկտիվ իմու- 
նության մասին (ամփոփում)

Հոդվածում դիտարկվում են Ա. Ն. Կոլմոդորովի [<2] աշխատության մեջ սահմանված ա~ 
սիմպտոտիկ օպտիմալ ֆունկցիաների (ԱՕՖ) որոշ հատկություններ։

Ապացուցվում են հետևյալ 2 թեորեմները։
1, Կամայական ԱՕֆ-ի կորիզը խիստ էֆեկտիվ իմանային բազմություն է։
2. Ամեն մի մասնակի ռեկուրսիվ ֆունկցիա է որը ներքին դն ահա տա կան է հանդիսանում 

ԱՕֆ-ի նկատմամբ բնական թվերի բարդությունների համար, կոնստրուկտիվորեն սահմանափակ է։
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Н. В. MARANDJIAN. On strongly effective immunity of the pivots of 
additively optimal recursive functions (summary)

The paper deals with the properties of asymptotically optimal partial recursive 
functions (AOF) defined by A. N. Kolmogorov [2]. The following two theorems are 
proved.

1. The “pivot“ [4] of any AOF is a strongly effectively immune set.
2. Any partial recursive function minorising the complexities of natural num

bers with respect to an AOF is constructively bounded.
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