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О ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ИГРАХ С НАРУШЕНИЯМИ 
ИНФОРМАЦИИ

Идеальными условиями информированности в дифференциальных 
играх являются условия, при которых игрокам в каждый момент вре­
мени известен полный фазовый вектор ([1]—[3]). В работах [4], [5] 
изучались дифференциальные игры с запаздыванием информации. В 
данной работе, как и в [6], рассматриваются игры, в которых одна 
из сторон получает информацию о фазовом векторе другой стороны 
не во все моменты времени, а лишь на части интервала движения. 
Подобные нарушения информации могут возникать, например, из-за 
ограниченных возможностей измерения, либо из-за помех, исключаю­
щих наблюдения.

1°. Движение двух управляемых объектов (игроков) X, У описы­
вается уравнениями

X: х—/и,Х, и), У: у = §(1, у, »). (1.1)
Здесь х, у — фазовые векторы объектов, х £ Е", у £ Ет, и, V — векто­
ры управлений, и£-Ег, ю£Ег, а — заданные вектор-функции. Дви­
жение рассматривается на фиксированном интервале времени [?0> Г]. 
В начальный момент 10 фазовые векторы принимают значения

х(#0) = х°, х°еЕп, у(^ = у°, у0€Ет. (1.2)
Векторы управлений стеснены ограничениями

И(1)(£/с£>(ОеИсР,/Сро, 7), (1.3)
где У, И—выпуклые компакты.

Опишем условия информированности игрока X. В каждый момент 
времени I £ |/0, Г] игроку X точно известен вектор собственных фазо­
вых координат х (#). Фазовый вектор стороны У и вектор управления 
V (Г) точно известны игроку X лишь в моменты времени 1^(2, где 
<2 заданное множество, £ [/0, У]. Множество (2 будем считать со՜ 
стоящим из М-|-1 замкнутого интервала [а/, 6/] (интервалы наблю­
дения), причем

= ао ■С Ьо < аг < • • • Ь/^—1 а.у-С 6л' = Т. (1.4)
Выполнение равенства щ = 6/ для некоторых (или всех) значений ин­
декса г означает, что наблюдение проводится в изолированный мо­
мент времени < = а/. Далее, в моменты времени ^^(6/, а/+1), ։ = 0, 1, 

"", игрок X не получает информации о фазовом векторе про­
тивника, но располагает информацией, полученной ранее. Таким обра-
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зом, в каждый момент времени t £ [/0, Г] игроку X известен набор ве­
личин {#, х (f), у (t'), v (£'))» гДе —последний момент наблюдения, 
равный

t' (t) -- t, f£[az, 6/]» /=0,•••, N,
= t£(bi, az+i), i=0,..., TV —1. (1.5>

Игрок X формирует свое управление в момент t, располагая 
имеющейся информацией, т. е. применяет стратегии в виде функций 
и = и (t, х (f)> У (*')> v (О)- Целью игрока X является минимизация 
функционала

J = F(x(T), у (Г)), (1.6)
где F(x, ^ — заданная функция. Игрок Y противодействует игроку X 
и реализует свое управление в виде функций времени v = v (f), при­
надлежащей некоторому классу функций, определенных на [f0, 7"] (на­
пример, кусочно-непрерывных или суммируемых). Будем предполагать, 
что условия задачи позволяют получить единственное решение систе­
мы (1.1) с учетом (1.2), (1-3). Тогда каждой стратегии и и управле­
нию v соответствует значение J (и, и) функционала (1.6).

Задача 1. Найти оптимальную гарантирующую стратегию и* 
стороны X, т. е. стратегию, доставляющую минимакс

J* — min sup J {и, v) = sup J (u*, v), (1.7)
U V V

Здесь min берется по стратегиям и, sup — по управлениям v описан­
ного выше типа, удовлетворяющим (1.3). Для решения задачи 1 усло­
вия информированности игрока Y оказываются несущественными.

2°. Покажем, что задача 1 сводится к некоторой дифференциаль­
но-многошаговой игре с полной информацией. Пусть игрок X приме­
няет некоторую стратегию и = и0> а игрок Y реализует некоторую 
функцию v0 (t), t С [f0, Т՝]. Из предположений п. 1 следует, что на ин­
тервалах (bi, az+i) информация игрока X о фазовом векторе Y не 
увеличивается и сводится к знанию y0(bi). Поэтому траектория х0 (0 
игрока X при t£(bi, cu+i) и вектор х0 (az+i), соответствующие при­
меняемой стратегии, известны в момент bi. С точки зрения игрока X 
фазовый вектор у0 (ai+i) игрока Y может принять некоторое значение 
из соответствующей области достижимости. Значение J (и0, и0) функ­
ционала (1.6) не изменится, если на интервалах (bi, az+i) заменить 
стратегию u0 любой другой стратегией, переводящей фазовый вектор 
игрока X из х0 (bi) в х0 (ai hi). Следовательно, движение игроков на 
интервалах (bi, ai+-i), ։=(),■••, TV—1 можно не рассматривать, разре­
шая им совершать в моменты bi импульсы соответствующей интен­
сивности.

Преобразуем уравнения движения (1.1), используя приведенные 
соображения. Введем переменную х (уплотненное время):
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/- 1 д,
т(/) = 2 (Ы-а/) + ։-а,, I £[<։,, Ы], ։=(),••-,А, 

/=о

г(0=2(6й-в/), а1+1), ։=0, •••» ЛГ-1» (21)
1-о

равную суммарной длительности наблюдений к моменту I. Записав 
уравнения движения во времени х, получим

, лг-1
*£=/(< (х), х, и) +2 рГо (х ֊ ).

Л ,-о
, Л-1
-г = я СО» у> »)+ 2 о (х — )• (2-2)

I «о

^=2 (*/֊«/)» г = 0,---,^ 0<х<хл,. 
/-о

Здесь о—дельта-функция, зависимость / (") есть обращение первого 
равенства в (2.1). Для определенности будем считать функции ( (х), 
х (х), у (х) непрерывными слева в точках х/, 2=0,•••, /V—1. Моменты 
х/ соответствуют левым концам интервалов отсутствия наблюдений. 
В эти моменты игроки X и У выбирают векторы импульсов р/, <?<, 
которые подчинены ограничениям

Рг+х(х/)(Д(х(х/)), ф + у (х/) £ Сч (у (х/)), г=0,-■ •, Л7—1. (2.3) 
Здесь 2)1 (х), С, (у) — области достижимости объектов X, У, описывае­
мых соотношениями (1.1), (1.3), к моменту I = т+\ при условии, что 
их фазовые векторы в момент { = £>( равны х и у соответственно» 
Будем считать, что сторона X в (2.2) применяет стратегии в виде 
функций

н = и(т, X (х), у(х), V (х)), х£[х,, х/+1), / =0, •••, Л,
р» = р1(х(т/), у (у)), г=0,--, АГ—1. (2.4)

Игрок У на интервалах [х/,х/+1) реализует некоторые функции време­
ни V (х) и выбирает в моменты х/ векторы скачков <?/, стесненные 
лишь (2.3). Начальные условия и функционал для объектов (2.2) запи­
шем в виде

х = х°, у =у°, х = 0; / = Г(х (хдг), у (хдг)). (2.5)

Соотношениями (2.2), (1.3), (2.3)—(2.5) описана дифференциально­
многошаговая игра с полной информацией для игрока X.

Для решения таких игр можно применить, например, метод ди­
намического программирования, введя в рассмотрение функцию Беллма­
на *!?(х, у, х), равную минимальному значению, которое можно гаран­
тировать функционалу (2.5) из позиции (х, у, х). Функция 5 (х, у, х) 
должна удовлетворять при х =/= х/ дифференциальному уравнению 
Беллмана-Айзекса (см., например, [1]). В точках х = х/ значения:
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•5 (х, у, ~1 — 0), 5 (х, у, "/ 4-0) связаны условиями скачка, аналогичны­
ми соотношениям для многошаговых игр. На правом конце 5 (х, у, *н)= 
= Е(х, у).

Задача 2. Найти стратегию вида (2.4) игрока X, доставляю­
щую на траекториях системы (2.2) при начальных условиях (2.5) и 
ограничениях (1.3), (2.3) минимальное гарантированное значение функ­
ционала (2.5).

Найдя стратегию, разрешающую задачу 2, нетрудно осуществить 
переход к решению исходной задачи 1. Для этого следует перейти в 
найденной стратегии от уплотненного времени т ко времени { по соот­
ношениям (2.1). Это даст значение гарантирующей стратегии и* задачи 1 
на интервалах [а/, 6/). На „пропущенных“ же интервалах[6/, ацл) игрок 
X может применять любую стратегию, которая переводит его фазовый 
вектор х (6/) в вектор х (6/) 4՜ {х ("/), у (";))> где р1—импульс, 
предписываемый оптимальной гарантирующей стратегией задачи 2.

Замечание. Пусть а/= 6/, I = !<.-, &-4֊1, •••, к-\-1, />0, к > 0, 
к+ 1-^14, т. е. /4-1 изолированных моментов наблюдения следуют 
друг за другом. Из (2.2) видно, что т* = 'а+1 = ■ • • = т*+ь В этом слу­
чае будем считать, что игроки в момент т = т* уплотненного времени 
совершают /-|-1 последовательных импульсов. Символы х('ч), у (х/), 
I = к, • • •, к 4՜ I будут означать фазовые векторы игроков перед г-тым 
импульсом. Уравнения (2.2) перейдут при этом в уравнения многоша­
гового процесса с /4-1 шагом

х (т/+1) = х (т/) 4- Р1,

У Сч+1) = У (х<) 4՜ Ч‘ > к 4-1, • • •, к+1,
где р1, 41 подчинены условиям (2.3).

3°. Приведем некоторые обобщения задачи 1, которые допускают 
сведение к дифференциально-многошаговой игре.

а. Параметры, задающие множество <2, т. е. число /У-|-1 интер­
валов наблюдения и их длительности 1н — сц, /=0,•••,/)/ находятся в 
распоряжении игрока X. Фиксирована лишь суммарная длительность 
наблюдений. При этом помимо задачи 1 можно ставить задачу об 
оптимальном распределении времени наблюдения и оптимальном числе 
интервалов наблюдения.

б. Игрок У задает в момент /0 или в процессе движения число 
и длительности а/дл— 6/, /=0, •••»./У—1 интервалов отсутствия 

наблюдений при заданной суммарной их длительности, т. е. может 
включать помехи. В этом случае можно ставить задачу о наихудшем 
для игрока X распределении помех.

в. Момент окончания игры не фиксирован. Множество <2 задано и 
может состоять из бесконечного числа интервалов [а;, 6/], /=0, !,•••, 
распределенных на полуоси /^£0. Игра считается законченной, когда 
пара векторов х (/), у (£) попадает впервые на заданное множество 
М с Еп X Ет, причем момент Т окончания игры 7*£[а/, />/], /=0,1, •• •, 
т. е. игра может окончиться лишь в те моменты времени, когда игрок X 
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информирован о фазовом векторе К. Последнее предположение позво­
ляет и в этом случае свести задачу к игре с полной информацией. 
Как и в постановках а, б, можно считать, что параметры множества 
Q находятся в распоряжении одного из игроков. При этом можно 
ограничить суммарную длительность наблюдений, либо длительность 
отдельного сеанса наблюдений или помех. Функционал может иметь 
более общий вид, например, /=7г(х(7'), у (Т), Т).

4°. Примеры. 1. Пусть уравнения (1.1), начальные условия 
(1.2), ограничения (1.3) и функционал (1-6) имеют вид

х = и, у = V, X (0) = х°, У (0) = у°, х, у, и, v С Еп,
1«1<р, |x>v>0, |х (Г) — у (Г)|. (4.1)

Множество Q состоит из TV-f-1 точки наблюдения а/, г = 0,•••,N, 
а0 = t0 = 0, а.у— Т, т. е. в (1.4) положено ai = bi, i = 0,- • -, N. Тре­
буется выбрать точки наблюдения ai £ [0, Т], z’ = l,---, N—1 и стра­
тегию и* стороны X так, чтобы обеспечить минимальное гарантиро­
ванное значение функционала. При сделанных предположениях урав­
нения (2.2) будут уравнениями многошагового процесса:

x/+j — Xi 4- (a/+i — ai) ui,

gi+i = yi + (а/ и — ai) vi, i = 0, • • •, АГ—1, (4.2)
где x/ = x(ai), у> = у (ai), ։=0, • • •, N, а векторы скачков имеют вид

Pi = (ai+i — at) m, qi = (az-и — ai) vi, |az|<p, |w/O. Из (2.1) видно, 
что tN = 0 для рассматриваемой задачи, т. е. игроки совершают. все 
N импульсов в момент t = 0 уплотненного времени. Уравнения (4.2) 
и задают связь между последовательными импульсами. Функционал J 
принимает вид

/= |хлг—yzv|. (4.3)
е Определим функцию Беллмана соотношением

(хя, уп, ап) — min min max-- - min min max min max J, 
ал+1 "л yn aN-l uN-2 vN—2 uN-l VN—I

n = 0, • • •, N 2; S (x«_i, yjv-i, cw-1) = min max J, (4.4) 
uN—\ •ON-l

I«* I -С Р» 1 < v, i = n, • • •, N—l; S (xn, yN, an) = (x,v— ,jw|.
Функция 5(хл, yn, an) равна минимальному значению, которое можно 
гарантировать для функционала (4.3) на траекториях системы (4.2) 
при I = п, • • •, N — 1, соответствующим выбором моментов ai, 

*' ~ п +1» ՛' ’> А/—1 и векторов управлений щ, i = п, - • ■, N —1. Ми­
нимумы по ai в (4.4) берутся по значениям Т, г = п+1,---
■■•,N— 1. Из (4.4) следует, что функция Беллмана удовлетворяет 
уравнению и граничному условию

$ (хп, уП, аП) = min min max S(хЛ+։, yn+i, an+i), n=0,---, N—2, 
°л+1 «л ”л ’
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«5(хлг-1, у 14-1, ад-֊1) = пнп тах 5(хд-, ух, 7), 5 (хх, уц, Т)= \ху—ул’\, 
“Х-1 °Х-1

(4.5) 
где Хл+։> ։/л+1 взяты в виде (4.2). Нетрудно теперь, разрешив (4.5), 
получить решение примера в форме задачи 2. Оптимальными момен­
тами наблюдений будут

а,= Т\\ — (к1 -^)/(1-И)], Л = */ь г = О,-.-,Л/. (4.6)
Гарантированное значение функционала (4.1) равно

/* = 5 (х°, у°, 0)=тах [!х°-9°|-(|*->) Т, у-Тк” (1-Л)/(1 ֊ к”)]. (4.7) 
Оптимальная стратегия игрока X в терминах задачи 1 будет иметь 
следующий вид:

и* = Н (у ((') ~ х (0) 1у (*') ֊ х (0|-1, х (0 +у (Г),

и* = 0, х (*) = у (Г), * £ [0, Г], (4.8)

где определено в (1.5).
Перейдя к пределу при /V—► оо в (4.6), (4.7) можно получить 

счетное множество оптимальных точек наблюдения и гарантированное 
значение функционала

а/= Т(1-к1), 1=0, 1, •••,

У* = тах [|х° - у°| - (н ֊ >) Т, 0]. (4.9)
При этом оптимальная стратегия игрока X будет иметь тот же 
вид (н — ■»)•

2. Движение объектов при I £ [0, 7՞] описывается уравнениями, 
начальными условиями, ограничениями и функционалом

х = и, у = V, х (0) =• х°, х (0)=5°, у(0)=у°, у (0)=т/>,

|и|՝<Ь Н>*>0, х, у, и, V, 5,
/=|х(Г) — у (Г)|.

Множество С и цель игрока X те же, что и в примере 1. Применяя 
аналогичный подход, можно показать, что оптимальная гарантирую­
щая стратегия игрока X имеет вид

и* = (? (#Э - г (#)) |5 (И- г (ОГ1, г (О с (Г),

ц* = 0, г(0=;(Ои€[0, Т}, (4.10)

г(0 = х(0+(Г-0х (0, 5(0 = »(0 4-(7’֊ой0.

Оптимальные моменты наблюдений и соответствующее минимальное 
значение функционала оказываются равными

а1= Т(1-[(к‘-к^1(1-к^т, к = ^, 1 = 0, М

/* = тах []г (0) - 5 (0)| — (н - V) 7^/2, ^Тк^ (1-Л)/2 (1 - Р)]. (4.11)
Перейдя в (4.11) к пределу при 7У֊*оо, получим счетное число 

оптимальных точек наблюдения и соответствующее значение функ­
ционала
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а,= Т(1-кР), /=0, !»•• •,
У* = шах [\г (0) - Е (0)| - (р ֊ *) ^/2, 0]. (4.12)

Гарантирующая стратегия будет иметь вид (4.10).
Отметим, что оптимальные моменты наблюдений, задаваемые в 

(4.6), (4.9), (4.11), (4.12), при некоторых начальных значениях не яв­
ляются единственными. Далее, в (4.9) и (4.12) гарантированное значе­
ние функционала такое же, как и в соответствующих задачах с пол­
ной информацией, т. е. наблюдения в счетном множестве точек [0, 7], 
1=0, 1, обеспечивают тот же результат, что и непрерывное на­
блюдение на интервале [0, Т]. Рассмотрим задачи преследования, со­
ответствующие примерам 1, 2. Поимкой будем считать выполнение 
условия

\х(Т)-у(Т)\<1, />0,

причем в момент поимки Т должно проводиться наблюдение. Из ре­
шений примеров 1, 2 следует, что как и в случае преследования с 
полной информацией, игрок X может осуществить поимку из некото­
рого начального состояния соответственно не позже моментов

7’* = (|х°-у°| - 0/(н֊*), Г* = е, 
где — минимальный положительный корень уравнения

(|1- V) <։/2 - |х° -У° + (Е0-^) и 4- I = 0.
При этом игрок X может ограничиться наблюдением в конечном числе 
точек. В [7] этот факт доказан для широкого класса игр.

Минимальное число моментов наблюдения №-{-1 зависит от на­
чального состояния и задается соответственно для примеров 1, 2 фор­
мулами

Л'° = - [(1п |х°-у° (- 1п /)/1п Л], № =
= - [(1п |х°-уй +(Е° - г/») /♦) - 1п 7)/1п к]. (4.13)

Здесь квадратные скобки означают функцию целой части: [х] = п, 
где п —максимальное целое число, не превосходящее х, — °° <С 
<х<С + °о. Соотношения (4.13) можно получить, если при фиксиро­
ванных начальных данных принять в (4.7) и (4.11) Т=Т* и отыскать 
такое Г4, чтобы вторые альтернативы в формулах для У* не превос­
ходили I. Сами моменты наблюдений задаются соотношениями (4.6), 
(4.11) при ТУ — №.

Из (4.13) видно, что для примера 1 с увеличением начального 
расстояния между игроками |х°— ^°| минимальное число точек наблю­
дения растет как его логарифм. В обоих случаях, как следует из 
(4.13), № -» со прн I -»0.

3. Пусть движение игроков при Т >0 задается уравнениями, на­
чальными данными и ограничениями

х = и, у = V, х (0) = х°, у (0) = у°, х, у £ <°,

|и. < И, М < V, I1 > V > 0.
1
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Множество <2 состоит из бесконечного 'числа интервалов [а/, 6/], 
1=0, !,•••» а0 =0, Иш а/= оо При г—»ос. Игра закончена, когда 
впервые выполняется условие

|х (Г)—у(Т)\<1, 1>0, Г£[а/, 6/], 1 = 0, !,•••.
Требуется найти: распределение чисел а/, 6/, ։ = 0, !,••• на полуоси 
/^>0, 0 = а0-С Ьо < • • <^а/ • •, при котором гарантировано
окончание игры из любой начальной ситуации х°, у°£Еп, |х° — 
минимальное гарантированное время поимки; стратегию, гарантирую­
щую поимку не позже этого времени.

Уравнения (2.2) запишутся для рассматриваемой задачи в виде

— = и + 2 (а1 +։ — Ь{) щ о (т — "/), |и|, |и/р, 
(к I

— = V + 2 (а/+1 — 6/) и/8 (-—т/), |и|, 1 < V, х>0. (4.14)
I

Условия окончания игры (4.14) запишутся в виде |х (х*) —у (т*)|<
I, х* >0. Найдя минимальное гарантированное время поимки в игре 

(4.14), например, с помощью введения функции Беллмана, можно по­
казать, что в исходной задаче поимка возможна для любых х°, у° £ Еп, 
|х“—в том и только том случае, когда существуют сколь 
угодно большие значения /V, такие что выполняется

к < (бдг- а/+1+ //н)/(6л|- ь,), ։= 0,- • ТУ—1, Л = ՝*/р<1. (4.15) 
Минимальное гарантированное время поимки Т (х°, у°) находится сле­
дующим образом. Пусть величины Тп, п =0, определяются со­
отношениями

Тп = шах &е - (|х°- у°| ֊ /)/(р - V), 
0<1<п

= (р. сц — уЬ1-1 — /)/(р —*), ։ = !,•••» п,
и п = N — минимальный индекс, при котором удовлетворяется нера­
венство Условия (4.15) обеспечивают существование такого
индекса. Тогда Т (х°, у0) = Тк.

Если предположить, что интервалы наблюдений имеют одинако­
вую длительность Д, 6/ — а/-—А, а интервалы выключения информа­
ции—длительность 6, а.1+\— Ьн = О, 1=0, !,•■•, то условия (4.15) за­
пишутся в виде

Ь (Д + 0) - Ц/ь, р> V,
а минимальное гарантированное время поимки будет равным

Т (х°, у0) = шах [(|х°—у°| — /)/(р — *), (9 + Д)— 6 4֊ (р9 — 0/(р—*)],
где /V — минимальное целое число, удовлетворяющее неравенству

(2У + 1)(© + Д) - 9 - (|х° - ^1֊ /)/(р- V) > 0.

Гарантирующая стратегия будет иметь вид (4.8) с той лишь ого­
воркой, что при х (/) = у (#Э стратегию и*=0 следует применять в
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моменты а/ч-1)> ։ = 0, в моменты времени / С следует
применять и* = V (£).
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Ա. Ա. Ս՜ւՎԻՔՅԱՆ. Ինֆորմացիայի խափանումներով ւյիֆերենցիւպ խաղերի մասին (ամփոփում)

Աշխատանքում դիտվում են դիֆերենցիալ խաղեր, որոնց խաղացողներից մեկը (հետե- 
վ"ղը) էւՒտՒ հա կառաֆազային վեկտորը ոչ թե շարժման ամբողշ ինտերվալի վրա, այլ 
նրա մի որոշ մասի վրա, հաղի ավարտման ժամանակը կարող է ընտրված լինել նախօրոք, 
կամ որոշվել ավարտման որեկ պայմաններից։

Ցույց է տրված, որ հետևող խաղացողի մինիմալ ապահովող ստրատեգիան գտնելու խըն- 
դիրը ինֆորմացիայի խափանումներով խաղում քերվում է նման խնդրի լրիվ ինֆորմացիայով 
դիֆ եր են ցի ալ-բա զմ ա քայլ խաղի համար։ Բերվում են ելման խնդրի հնարավոր ընդհանրացում­
ներ, Տեսական դիտումները լուսաբանվում են երեք օրինակների լուծումով։

A. A. MELIKIAN. On differential garnet with Information gaps (summary)

Differential games in which the pursuer knows his partner's phase vector only 
at some part of the movement interval are considered. It is shown, that the problem 
of finding the pursuer's minimal guaranteeing strategy in a game with information 
gaps may be reduced to the same problem for some differential-manystep game 
with full information.
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