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ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ. П

3°. Теперь мы можем приступить к вычислению индекса опера­
тора L. Для этого нам понадобится еще одно функциональное про­
странство.

Определение 2. Пространство В (Z։) определяется, как мно­
жество всех функций. для которых конечна норма

(,,) = (/,) + (»•)•

Легко показывается, что это пространство полное. Следующая 
лемма играет основную роль при вычислении индекса оператора L.

Лемма 11. Пусть даны операторы
L= /ЛОР 4- х» DQ + iE,
Ц. = 7ЛИР + ZjDQ + <^Е,

где (Z։, Z։), функция i{i) ограничена, inf |ах (Z)£>0, а разность 

։ (Z)—(Z) непрерывна в точках Zx и t։ и равна в них нулю. Тогда, 
если для оператора Lx выполнены условия (А), то

1Я = УЛ( Q+ — P}+K,
\ «i / \ =4 /

гдеР՝. (Z) —* М (1и 13) есть регуляризующий, оператор для Ll։ а
оператор К: L։ (Z) —(Z) вполне непрерывен.

Доказательство. Пусть дано разбиение единицы 
з
2 (Z) al, =z с С- (Z), i= 1, 2, 3,

siipp <рхс: Z1։ supp<?։ c Z2, а функция <p3 (Z) отлична от нуля лишь на 
множестве (Z: t^l, |Z — /։|<е или |Z — Z։|<e).

Рассмотрим оператор Rlt определяемый формулой 
/

(Л v) (Z) = 1 (Pv՝) (Zo) dt0-------— (QW) (z),
J «i (z)
•l

где интеграл берется в положительном направлении по контуру Z. 
Используя формулы:

Р2 =-■ Р, Q* = - Q, PQ= QP =о, DP= PD, DQ = QD
я леммы 2 и 3, получим
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(Напомним, что знак понимается как равенство с точностью до 
вполне непрерывного оператора).

Из лемм 2 и 3 следует Lj <р։/? ~ R. Но L^R^E, поэтому 
Таким образом

Применяя к обеим частям последнего равенства оператор R, 
получим 

(д \ 
Р-------- Q ) •

«1 /
Аналогично получаем

( — Q+— Р Y 
\ «1 /

согласно леммам 2 и 3 имеем

L<?3R ~ Ltf3R + (L — Л) ?зЯ — ЪЕ + («—“О ?з^-
Таким образом

£Р = 3 £?/ R <рх ( Р — — Q ) +?։ ( — Q +— Р )+<Рз^+(а—®i) ТзЯ- 
/»1 \ / \ а1 /

Замечая, что Е = Р— Q, /л — = <ра*/д, /2—<р2£ = ф3/а, получим

LR^-J p--q\+Zs(-Q + — T։Q+
\ “1 / \ 01 / \«1 /

+ Zafl —— ®з Р + (« — а1) ?,*• 
• \ “1 /

Так как оператор в правой части последнего равенства по норме 
стремится к нулю, когда носитель supp <?3 неограниченно уменьшает­
ся, то левая часть есть вполне непрерывный оператор (аппроксими­
руется с любой точностью вполне непрерывными операторами). Лем­
ма 11 доказана.

Нам понадобится также следующая
Лемма 12. Пусть функция ш££2(—со, оо), supp шс[°. 00) 

удовлетворяет уравнены ю
7.+ (D'Pu — с’ш) = /+,

где /+ ^L։ (— оо, оо), а константа cs£՜ (— со, 0]. Тогда

Mi, < const -).
кроме того DP^L^—оо, оо).

Доказательство. Имеет место тождество
D*Pw — с։ш =у+ _|_ f_t

где /_ = D'Pu — с5ш —/+; очевидно supp/_ с (— оо, 0].
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Пусть воляа сверху означает преобразование Фурье. Имеем

- Е* Ä (Е) ֊ с< (Е) =7+ (04- 7- (?)•

Существует (см. Г. Е. Шилов, [6]) аналитическая вне действительной 
оси функция Ф (я) такая, что существуют почти всюду на действи­
тельной оси пределы Ф+ (Е) и Ф՜ (Е), когда я-»Е по некасательному к 
действительной оси контуру соответственно из верхней и нижней по­
луплоскости. Причем

ф+ (е)=-ш(Е), ф-(Е) =/_(£) 
и

|Ф (z)l < const !-• •
У |lm z]

Учитывая формулу

Рш= 7__ш, 
получаем краевую задачу

(E։+c’)(Z_ Ф+)(Е) + сг (z+ Ф+)(Е)—/+ (?) + ф"(?)- (22)
Очевидно, можно потребовать, чтобы

ф+ (— °°> оо), |Ф (г)|< const + • (22а)
У |lm z\

Одним из решений однородной задачи (22) будет 
о о

фо и = ехр (г֊±1( Г кСт \+ + С1_п(-Е-/С)^ +
\ 2«։ \ J (Е -4֊ ։)(։ — г) J (Е֊Н)(Е—z)

•* — за

В этом можно убедиться с помощью формул Сохотского-Племеля. 
Из формул (10), (12), (13) § 1 получаем

|Ф0(г)| = |2| “ ехр(^(я))։ (23)

где функция g (г) ограничена, а

Если Ф (я) есть решение однородного уравнения (22), удовлетво­
ряющее условиям (22а), то

ф+ ф-
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Из (22а) и (23) имеем

ф* (?) 
фо+ (?)

/ (i?i +1) е л ^).|—֊ 
/ |фо(*)

-С const (i+ijr, 
p'|lm zj

так что к функции .Л - можно применить теорему Винера-Пэли 

(см. Л. Хермандер, [7]). Отсюда сразу следует, что

Ф+ (?) = Л (?) Фо+ (О,

где Р< есть полином, степени не выше четырех. Но ни одна функция 
такого вида не принадлежит £, (—оо, со). Таким образом, ненулевых 
решений задачи (22), удовлетворяющих условиям (22а) не существует.

Решением неоднородной задачи (22) будет

= С А«)*6 
2-1 J Фо- (?) (? — г) '

— •о

Действительно, имеем

ф^֊г=л(։)(1։1 + 1)’,

где функция (?) ограничена, а р= аГ% С- • Поэтому (см. Б. В. Хведе- 
2к

лидзе, [5]) существуют почти всюду на действительной оси Ф+ (?) и 
Ф“+(?), и

ф+ гм ֊ ф°+ (и ГА(£и1(Е) (|?1+1)р *? , Ф+ (?о) А_(?_)
°' 2*1 ] ?֊?о Ф0-(М 2

““вс

Так как |Ф+ (?0)(|?| + 1)?|-< const, то

bk (-,-) = Вф+к (— -) < const k+U, »>

(см. Б. В. Хведелидзе, [5]) и

(?) - ։? (Х-Ф+)(?)££։ (֊<». “)•

Лемма 12 доказана.
Аналогично доказывается следующая
Лемма 13. Пусть функция и>££։(—°°» °0)» supp ш с [0, со) 

удовлетворяет уравнению

Х+ (ZJ’Qu) + с։ «։)=/+, 

где f+ С L3 (— °°> °°)> о константа с’£(— °о, 0). Тогда

-)< COnSt f/+|4,(—, -) 
u

DQw^L2( — ос, эо).

Пусть теперь контур I есть окружность радиуса R, начало отрезка
ТС тс

1г —Ri, конец—t^Re1^, где Рассмотрим на ок­

ружности I оператор
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LK = Z1 (DP + cP- c’Q) + /л (DQ -cQ + Р), 

а на дуге Zj оператор = DiP—clE, который отображает про­
странство В (1^ (см. определение 2) в L2 (Zj). Будем предполагать, 
что для оператора Lu выполнены условия (Я).

Теорема 2. Размерности ядра и коядра операторов Mr и 
Lr совпадают.

Для доказательства этой теоремы докажем следующие леммы.
Лемма 14. Пусть (t), <pa (Z), • • •, fn (t) есть базис коядра 

оператора Lr. Тогда функции ХаТи Zi*P»>' " '»7л?л линейно независимы.
Доказательство. Предположим противное, тогда суще­

ствуют константы а1։ аг, •••, ая, не все равные нулю и такие, что
п

1 

п
Положим 5(Z) = V ai<fi(t). Пусть <р £ C“(Z)—произвольная функ- 

/=։
ция, равная нулю на отрезке 1г.

Подберем функцию (Z), равную нулю на отрезке /։> так 
чтобы

J(<P (fl+t (Z))e֊" dt = O. 

I
Положим

t

Uo (Z) = (P (<P + <p))(Z) + Q (^ecf- j e~cz (<f (-) + Ф (')) dt'j •

*0

Из формул

Ps = P, Q։ = - Q, PQ = QP = 0, DP = PD, DQ = QD
следует, что /2LX u<j == ?.
Так как уравнение Lr и = LR uc разрешимо, то

I $ (Z) (D, n0)(Z) |Л|= 0.

i
Ho

fc/? «o) (Z) i (z) |Ä|= J $ (Z) 77Ö |Л|. 

< l
Функция t? (Z) произвольна, поэтому £ (t)=0, что невозможно, так как 
функции «Рц <р։, —, <рп линейно независимы па контуре Z.

Лемма 15. Пусть f^L„(l) и supp f с: Z։. Уравнение

LRU = f (24)
тогда и только тогда разрешимо, когда разрешимо уравнение

MRv֊f. (25)
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Размерности ядер операторов Lr и Mr совпадают.
Доказательство. Пусть Ф (г)—аналитическая функция всю­

ду, кроме контура I, исчезающая на бесконечности. И пусть почти 
всюду на контуре I существуют пределы Ф+ (t) и Ф՜ (/) функции 
Ф (z), когда z стремится к i соответственно из области (z: |z|<^/?| 
и из области (z:|z|^>J?j. Кроме того, на дуге 1г существует почти 
всюду (Ф') + (0> а яа Дуге ^։~(Ф/)~(0» и на Ф (z) наложено граничное 
условие на контуре I

(Ф' -<֊ сФ)+ (f) - с3 Ф- (0 = /(*),
(Ф'֊ сФ)֊ (О + Ф+ (0 = 0, f £ (26)

Ф- 6 LAD, Ф(°°)-0.
Тогда задачи (24) и (26) эквивалентны, и соотношения

Ф(г)==2_С^1^-, и (Z) = ф+ (0 - ф— «) 
2ъ J t — z

I 
устанавливают взаимнооднозначное соответствие между решениями 
задач (24) и (26) (см. И. И. Привалов, [4]). Точно так же уравнение 
(25) эквивалентно граничной задаче на дуге \

| (ф'"_ с։Ф)+(f)-f-С3Ф՜ (<) =/(<)
T֊64(U ^(оо)=0,

где Ф (?) есть аналитическая в области CxZj функция, исчезающая на 
бесконечности, а Ч'+ (£) и Чг՜ (f) — пределы функции ЧГ (z) на дуге Ц 
соответственно из области [z: |z| < и {z:|z|^>/?|,

Ф (z) = — f-E-Wj* , dt = ЧГ+ (t) - «Г֊ (f).
2 r.i J t — z 

К
Пусть Ф (z) есть решение задачи (26). Рассмотрим функцию

ф /2\ _ ( ~ ф (*)> и<я
1 I Ф' (z) —сФ (z), |zl>/?.

Из (26) видно, что эту функцию можно аналитически продолжить на 
ДУГУ В области |z| > R

Фх (z) = Ф' (z) — сФ (z).
Отсюда следует, что

Ф (z)=erz ^е—г/ Фх (f) dt -J- const •

По этой формуле функцию — Ф (z) можно продолжить на всю 
область аналитичности функции Фх (z) (область С \ /j). Обозначим 
это продолжение через 4՛ (z). Имеем

Ф'(z) - o'? (z) = Ф (z), |z| </?,
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Ф (z)= — Ф (z), |г|>/?.
Так что функция Ф (z) исчезает на бесконечности, и, подставляя эти 
формулы в (26), легко убеждаемся, что Ф (Р) удовлетворяет краевому 
условию (27). Построенное соответствие однозначное, так как, если 
Ф (z)=0, то и Ф (z)=0. Обратно, если Ф (z) удовлетворяет условию 
(27), то, полагая

ФЫ-( ЛЫ-ГЫ, и<*
(z)>Ä.

получаем решение задачи (22). Нужно лишь проверить, что 
ф+ = (СФ - Ф') + £ Ц (/), или, что (Ф')+ (О-

Представим Ф (z) в виде Ф (г) = — Г ° ֊ « где функция v (t)
2ni J t — z

t, 
есть решение уравнения (25). Тогда (Ф')+ = (։^+У = DPv (см. И. И. 
Привалов, [4]). Так как

XjZPv £ Lt (Z) и supp v с I \ Z։,
то достаточно проверить, что DPv £ £2 в окрестности точек Z։ и ta. 
Пусть функция (Z) отлична от нуля лишь на интервале

_ £ 
|Zj—И<е и tp(Z)—1 при |Zi֊Z|< —

для некоторого малого числа е>0. Тогда

(Pv) U0)-(Ptv) (Zo) = J- f(l ֊?(*)) HO •
2r.i J t—19 z

G

Отсюда сразу видно, что если DPyv^L« в окрестности точки f1։ то- 
и DPv £ £2 в окрестности точки tx.

Возьмем функцию g£C“[—1, 1] взаимно однозначно, без изме­
нения направления обхода отображающую отрезок [—1, 1] на некото, 
рую окрестность на контуре Z точки Zx. Если г^>0 достаточно мало 
то носитель supp ® будет содержаться внутри образа Im g. Полагаем

^(0) = Z։, g'(x)¥=0, х£[—1, 1].

В силу леммы 4 нам достаточно доказать, что DP (<p(g) v (g)) £ 
1, 1). Пусть функция w (х) есть продолжение функции

*Р (S (*)) ü (g (х)) нулем на интервал (—эс, оэ). Тогда, так как ®(g(x))=0 
в окрестности точки 1, в силу леммы 4 будем иметь

w€^-2( 00> °°)> Z+ D2Pw La (—оо, оп), suppwcfO, 00).
В частности

Z+ (D'P — £) ю = т £։ (— ОЭ, со).
Из леммы 12 следует, что

DPw^La(—00, оо).
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Для окрестности точки t3 доказательство аналогичное.
Лемма 15 доказана.
Из лемм 15 и 14 легко следует теорема 2.
Лемма 16. Если радиус R достаточно велик, то размер­

ность ядра оператора MR не больше единицы. (Очевидно, при 
увеличении R с* и '^2 полагаются неизменными).

Доказательств о. Проведем из точек t3 и f2 лучи и s։ па­
раллельно действительной оси в сторону возрастания реальной части. 
Обозначим через W множество, ограниченное сверху лучем sä, снизу 
лучем s։, слева дугой /։.

Пусть Ф (z) есть решение однородной задачи (27)

V (z) = J֊ f v ® dt , v е Ker Мк.
2r.i J t—z

Рассмотрим функцию

Ф- Д,)-/֊*’* (-)>
[W"(z)֊c^ (z), z^C\W,

В силу (27) функцию Ф2 (z) можно аналитически продолжать на дугу 
/1։ а потому она аналитична всюду в плоскости С кроме лучей sx и s2.

Не ограничивая общности можно считать, что Re с>0 (с1 — не­
отрицательно). Обозначим

Ф (z) = Ф' (2) 4- СФ (2), 2£С\ W, , (28)
Тогда

Ф' (г) - сФ (z) = Фх (z), z £ С\ W.
Отсюда

I
Ф (z) = ecZ J е-с/ Ф2 (t) dt 4֊ constz, z0 £ C\ W.

По этой формуле функцию Ф (г) можно продолжить на всю область 
аналитичности функции Фг (z), на область C\(sx U s2).

Мы поставим условие на функцию v (t). Пусть t0 £ —произволь­
ная (но фиксированная) точка. Потребуем, чтобы

Re I,
ео. С + Ф (х+Zlnuo)rfx4- (у/ + C5)+ (^°) =0, (29) 

J С*

где Ф (z) = -Д- Г---^ (Ф,4֊сФ)+ = /7Рг.4-сРх/.
2к/ J t — z

Г,
Это условие имеет смысл, так как Re с ^>0, а v<rB (/։). При вы­

полнении (29) (а мы будем считать его выполненным)
Rez

Ф (z)= — с* ес Re г у е~сг Ф (х 4՜ i In։ z) dx, z^ W.
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Тогда при z £ W имеем
Re *

|с*| Г e-Rc‘r4r4«f(x4-։lni«)l^

g—Re с Re г
------ > const.
Re ж- ~ 

гб»'

Отсюда получаем для больших
const (30)

Из (29) имеем

Чг(=) = е

По этой формуле функцию Чг (г) можно продолжать на область ана­
литичности функции Ф (г), область С^.(5։115։). Обозначим это про­
должение через Ф։ (г).

Ф։ (z) = const e-cZ + e~'z j ecl Ф (f) dt, z0£ W, z£W.

Так как Re c^>0, то легко получаем из (30), что для больших |z|

I®, WI < •
|г

(31)

По построению функции Ф։ (г) имеем
Ф; (г)—с։Фг (г)= - с։Ч; (г),

Ф1 (г) = Т (г), г~П^.
Так как на лучах и $։ функция ЧТ (г) аналитична, то, обозначая че­
рез Ф^ (I) и Ф,՜ (?) пределы функции Фг (г) при г стремящемся к 
I £ 51 (/ £ 5а) из верхней и нижней полуплоскости соответственно, по­
лучим

(Ф,'-с5Ф1)Ч0 + с։Фг(0=0, ^5„ 

(ф; ֊ с’Ф։)֊ (0 + с։Ф+ (0=0, t£s2.

Пусть теперь

«1(0 = ф,+ (О-Фг (О, ^S1> 

«։(0 = Ф։+(0-Фг(0>

Легко видеть (см. И. И. Привалов, [4]), что функция их (0 (функция 
«։ (0) принадлежит пространству Л2 в окрестности точки t1 (точки 
Из (31) следует, что

Обозначим
«։€^։ (®Д «г €4 (ss).
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Р, (*) = ֊?С֊֊ — > р* •
2~1.) I — х 2«г 3 I — г

*, *•
Обычным способом показывается, что

Ф։ (я)=Р1 (я) + Р2(я).

И тогда получим
(/; - с»р։)+ (0 + с։ р։- (0 = - р-2 I е з1։

(р; - саР։)- (о + с» р; а) = - р; (о, * С

что эквивалентно на
jD® Риг — с*и2 = — Р2' (/),

а на s2
D2 Qu2 + сги2 = — Р\ (t).

Согласно леммам 12 и 13 имеют место оценки 
lu։L, (j,) const jP, ЦД։ j , 

Мд, м> < const 1^4.0.։ •

Так как луч s3 находится выше линии s։, то, обозначая

О, : о, 
о,

получим о 
л (')= f ш (с) di, t £ s։,е

где ш (Е) есть преобразование Фурье функции ш (х). Замечая, что 
)ш (/—fj) = у = const при t С s։, получаем, в силу равенства Парсеваля

о
0Р1Г2, и,) = Е։е'у w (<)|։ J?.

Так как 5։ е'у —»0 при у —• со равномерно по ;£(— °о, 0], то
1РЧ ,

II 1 Л (*,?-----»-0 при у — ос,

что эквивалентно условию R -» со. Точно так же
И^2и,) п Е>

—։—г-՜-------- * о при R -* 00•
1“2!|4. (■։.)

Значит, при R достаточно большом

Мл. Мл. (-4) » 11“Лл, и.) < -֊- Мс, (...) .

Или и1=0> ы2=0. Из линейности условия (29) следует лемма 16,
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Лемма 17. Если радиус R достаточно велик, то

О -С ind Mr 1.
Доказательство. Неравенство ind Mr <• 1 следует из леммь 

16. Докажем, что 0 < ind Mr.
Пусть функция (Zx)(to есть supp’pc:/.). Тогда, если v^L., (ZJ 

то легко проверить, что
J(ЛМ) (0 v (Z) Л= - J[(Qv) (0 < (0 + с-՜« (О ? (01 dt.

Если v £ coker Mr, то (см. Г. Е. Шилов, [6]) 
d RI

D։Qv 4՜ c9v = 0, D3Qv£Lt (Zx).

Проведем дугу Zx симметрично дуге Z։ относительно хорды֊֊ 
Обозначим через W лунку, ограниченную дугами и Z։. 
Пусть

Ф(г) = 2.['»Ж, 
2к/ J t - Z

обозначим через Ф+ (Z) предел функции Ф (г), когда z стремится к 
Z^ZX (или к z£Zx) по некасательному пути, проходящему слева от дуги՛ 
через Ф~ (Z) обозначим предел справа.

На дуге имеем (Ф" — с’ Ф)՜ (<)= — с*Ф+ (Z). Как и }в предыду­
щих леммах, строим аналитическую в С\1г функцию Ч’ (z), удовлет 
воряющую условиям

’Г(г) = Ф(г), z£C\W,

^(z) - c”F (z) = - с’Ф (z), zC W.
Тогда на дуге Zx

(IF՞ — с"®)՜ (t) ~ - с*Ч* (t).
Пусть X есть центр дуги Zx. Сделаем преобразование X— z = z։. При 
этом дуга Zx перейдет в Z։.

Положим Ф։ (г) = ЧТ (X— z). На дуге Zx получим 

(ф;֊с3ф1)+(#)4-с3фг(/) = о.
Полагая и (Z) = Ф1+ (f) — ф։ (<), убедимся, что MRu -■= 0. Значит dim 
coker Mr -С dim ker Mr. Лемма 17 доказана.

Согласно лемме 3

Lr =* Zj (DP + c։£) + У, (DQ + E).
Мы будем под символом LR понимать выражение в правой части это­
го равенства,

Лемма 18. Для любого радиуса R^>0 0<indL(?<l.
Доказательство. Зафиксируем константы ’ps и с3.
Тогда, в силу теоремы 2 и леммы 17, найдется такой радиус

Ro, что для R > Ro 0 < ind £/?<!.
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Возьмем теперь произвольный радиус R
—— < ф-С определим функцию ф(«)£С’’^[-

0. На интервале 
3՜ 1\

таким

образом, чтобы ф(л)| . п = 1, 2,

I (Фа) = Фа. Ц — — V’ Ф,(?)>о,

1Л =
2/ ' \2-

— ’ Ф ( —2 \ 2

2 2

Ф‘
к \ /3-
— J = ф (<Ь2) = ф | — 2 / ' ՝ 2 ‘ к 2

R

Функция g (/), отображающая окружность радиуса R на 
ность радиуса /?0, определяется из равенства

Очевидно эта функция удовлетворяет условиям леммы 4.

(Та) (*)=-и (*(#)), 

тогда 1пс1 Т = 0. Согласно лемме 4 имеем Ь\Т, где

окруж-

Пусть

Er = —7 [А (DP -I- c'g'E) + 7.2 (DQ + /£)]. 
g

Используя формулы 1пс1 АВ = 5п<1 А -Нтс! В, 1г»с1 А = тс! В, если 
А^В (см. С. Г. Михлин, [1]), получим 1пс1 = 1п<1 А/?.

Но к операторам Е# и применима лемма 11, и, согласно лем­
ме 11

ind Z,# = ind Lr + ind В,
где

B = ^(P-g'Q) 4Л

Так как g'(1^) =1, то коэффициент у оператора В непрерывен 
по Гёльдеру

I 2*/ J/,
lng'(0 

2*i
ф (ф) —f  ф(ф) —Ф 2 

2^ _ i 2«
*2 f ֊ - ф.

Этим лемма 18 доказана.
Теорема 3. Имеет место формула

ind = 0, если arg с* ф- 2ф2 < 0
1, если arg с2 + 2ф։ 0.

Доказательство. Рассмотрим вначале следующую ситуацию. 
Пусть задано одчопараметрическое семейство (гомотопия) операторов 
на окружности I

Zp — 7.fDP 4- Z2Z)Q -f- 0-рЕ, 



220 С. Г. Рубенович

где функция чР£С“ (/1։ /,) удовлетворяет условию (/1) при каждом
[0, и равномерно непрерывна по параметру р- Тогда при каж­

дом р£ [0, 1] оператор 2Р есть Ф-оператор, и его индекс локально 
постоянен на отрезке [0, 1]. Действительно, пусть Рр есть регуляри­
зующий оператор для оператора 2^. Имеем

Х'Кр = г,R,, + (2, - гр) R, - Е 4 Ь ֊ ЕР.

Отсюда Ф4 гч — ։пс! гр = Ы (£ + («, — аР) ЯД Когда параметр д на­
столько близок к р, что Ц(я9 — ар)ЯР8<^1, ։п<1 (£" 4 (а? °р) ЕР)~ 0-
После этого легко убедиться, что 'тс1 Ео ~ 1пс1 2ГГ

Пусть теперь заданы два оператора

~ 7.։ (ОР 4- с0£) 4- ‘4 (ЕС2 + £), 

£'л = 7.։ (ОР + С1Е) 4- 7, (£>$ 4- Е),
и пусть

агя со 4- 2 '?2 <С 0» аг? С1 + 2 ՛?» > 0-
Положим 

/>. п, л
с0 - г0е > С1 ~ г1е >----~ \ '0։ 11

Тогда
>-о + 2Ф։<0, Ч + 2ф«>0.

Рассмотрим гомотопию

(г0(1— р)+г1р)ехр I

ар(<) =

у. 1

1, t(гl3.
Тогда, если Ер = 7.ХОР + У.^Оф 4 а-РЕ, то 2’а = а к операторам 
и Ьр можно применить лемму 11. Легко проверить справедливость 
для Хр условий (А) при любом р^ [0, 1]. Значит

1пс1 = 1п<120 — 1 п<1 Д։ = 1пс1 Z1F1 4- 1пс1 , 

где Гг есть регуляризующий оператор для оператора

Отсюда следует теорема 3.
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Теперь можно приступить к вычислению индекса оператора L, 
заданного на произвольном гладком замкнутом контуре I без самопе­
ресечений.

Пусть есть угол между положительным направлением каса­
тельной в точке ti, i = 1, 2, и действительной осью, причем, фх и tp2 
выбраны так, что если точку касания непрерывно перемещать из 
точки в ta, то угол наклона касательной непрерывно перейдет из 
Т։ в 'Ра- Целые числа £х и k3 определим из неравенств

—* < arg 1 (tj + 0) + arg а (tj — 0) 4֊ 2<ру 4֊ 2֊kj < г., j = 1, 2. (32)

Теорема 4. Если выполнены условия (Д), то индекс опера- 
ратора L вычисляется по формуле

indL = ^~ (arg а 4֊ 0) + arg а (^ — 0) — arga(f։ + 0) — arga(f։ — 0))-)-

In а (/) 
2*r

ln a (Q
2*։

(33)

Доказательство. Докажем вначале формулу (33) в случае, 
когда I есть единичная окружность. В этом случае можно записать

*л = е'*‘, t2 = е'Ч 0 < ф։ — фх < 2«.

Тогда <рх = фх 4----- » <рг = Фл 4—- • Положим

а (О ֊г 0) - г/е'՛’', ] = 1, 2, а (^ - 0) = г^е^ , } = 1, 2.

Тогда неравенства (32) можно переписать в виде

0<₽; 4-₽7 4-2 ф/4- 2 *(*/4-1) <2*, / = 1, 2. (34)

Целое число к определим из неравенства

֊ у <0» =֊ (Ь+ + ₽Г 4- 2ф։ 4- 2**2 - (₽1+ 4- ₽Г + 2фл + 2**л)) 4-

1 \ < *

Из (34) следует, что

* = 1, если ß2+ 4֊ ß2 4- 2ф2 4֊ 2* *2 4- 2* * ?> 0 

0, если ß2+ 4՜ ßä՜ 4՜ 2ф2 4՜ 2**2 4՜ 2* * < 0.
(35)

Определим на интервале-----функцию ф(6), удовлетворяю-
2 2

щую следующим условиям:

♦ёс՜ ([ - f ՛ т]) - ♦' > °- (- т)=* ‘"’(т) ■

Л = 1, 2, -; *<»,) =t„ t (֊՝) = ՛?,+ 2”, (36)
\ / \ 2J /

5-340
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Определим функцию 8 (Г), отображающую единичную окружность 
на себя, по формуле ^(е/*) = е,*{,\

Эта функция удовлетворяет условиям леммы 4. Поэтому, пола­
гая ( Ти) (/) = и (^))։ получаем

։пс! £ = т<1 77., ТЬ =* — £։ Т,
8՛

или тйъ^пс!/,։, где оператор определен на единичной окруж­
ности 5 с обычной ориентацией.

Начало дуги з։ -= (/։) есть = — /, конец ~а = е1е’,

А։ = \ОР 4- 7*0(2 + а (#) 8'Е.
Обозначив а (8) 8' = а* можно записать

“х(т2֊0) = Н1+к^1—к1~*+2)) >

•.(4+0)=/^•хр[֊'(-еЦ£ + 15А- + ).+4‘.-*.-4+4)) ■
Пусть теперь 7^С” ($), причем у (т) 0 нигде на контуре з

I ֊֊] = °. т (-0 = “I (Ъ - 0), т (е«-) = <4 (т։ + 0). 
I 2^7 J 5

Тогда, согласно лемме 5, оператор $ = Р — 7 <2 непрерывен из М (зг, за) в
ЛГ(з1։ з2), и, легко проверить, что 1п45=0. Имеем, согласно лемме 5

1п4 £х = ։пс! £։5, 1^5 7.гОР 4- /։7)(2 4՜

где а։ = 7.18' а (#) 7 4֊ .
т

Таким образом
։пс1 £ = 1пс1 (7.ХЕР 4՜ 72 0(2 4- ^аЕ).

К операторам
/пОР 4- 7֊^£>Q 4֊ «։£ 

и
'( ₽!+ +Р Г +а*՛)

£0 = Х1(РР-е Е) + *3(О(2 + Е)

можно применить лемму 11, и, согласно этой лемме

1пс1 (ЪРР 4՜ 7-аО(2 4- ааЕ) = 1п<1 £0 4՜

+ м (X, ( р--------- 9„ „ о) + А (р ֊ о)՝) •
\ ехр [։ (?1 4֊ Р1 4- 2ф1)] / \ 7 //
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Поэтому (см. Н. И. Мусхелишвили, [3|), 

indz=f±L£±).l _[•)_ + Г
I 2кг՜ I 2ri I 2кг JZ1

Г In а (0 ] , . j , — — + та £,).I 2к* к
Согласно (36) имеем

lng' (0 _ I In g' (0 ] _ Pi+РГ—Ра՜—РГ
2к։ i, | 2кг' J,, 2к

Из теоремы 3 следует

Но

ind Lo =

1, если 203 + р,+ + рг+г^ + гк^-ь-А-^о, 

О, если 26, + р։++ РГ+ 2 ф։ 4֊ 2к (ка + —) < °.

20։ + РГ+ РГ + 2Ф1 + 2« (к, + ֊) = ?2՜ + РГ + 2ф. + 2к (ка + к).

Таким образом, из (35) следует, что indZ,0 = &, что доказывает фор­
мулу (33) в случае единичной окружности.

Докажем формулу (33) в общем случае.
Пусть g (t) есть гладкая функция, взаимнооднозначно отобра­

жающая единичную окружность s на контур I, причем g' (т) =/= 0 нигде 
на окружности s

g (в,ф1) = g (е'"л) = ta, 0 < J>։ — <]>! < 2k.

Нетрудно видеть, что угол наклона касательной к контуру I в точке 
g (е'*) с действительной осью будет

. . dg (е'ф)<р (ф) = arg -s—------
d‘՝J

Мы выберем ту ветвь функции ф(ф), которая удовлетворяет условиям 
? (Ф։) = <Р1, <Р('Ю = «Ра­

спределим оператор
(Ггг)(г) = и(^(с)).

Имеем, ind L = ind TL, TL — L3 T, значит ind L = ind Llt где 
g'

= 7iDP + 7tDQ + g1' (g) E.
Заметим, что

ar£ g (в'"*) = arg

dg
d'\i
ie^r

= ? (Ф) - Ф - —
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Из формулы (33) для окружности теперь легко следует формула ) 
в общем случае.

Замечание 1. Применяя лемму 11 легко убедиться, что фор 
мула (33) имеет место и тогда, когда коэффициент а (О непрерывен 
всюду на контуре I, кроме точек /։ и tv где он терпит разрыв пер 
вого рода, и нигде не обращается в нуль.

Замечание 2. Из (32) и (33) следует, что если для функции 
eÇ С” (1и 1г) не выполнены условия (Л), то для любого числа - _> О 
существуют такие функции а^С“ (/։, /,) и (l1։ А։)» которые удов­
летворяют условиям (Л),

sup|a։ (է) — а։(0|<®>

sup 18յ (ք) — ! < е и ind ('/ЛОР + Z2^Q + œj^)
<6<

ind IfaDP + /.2DQ + “։•£)•
Таким образом, оператор L = /jDP 'Z։Z)Q+ aÆ не может быть Ф-опе- 
ратором, то есть условия (Л) также необходимы.

В заключение, автор выражает благодарность профессору H. Е. 
Товмасяну за постановку задачи и внимание к работе.
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U. Դ. ՌՈԻՈԱՆՈՎհՉ. Որոշ ս]ւնզո։լյար ինտեցրույիֆերենցիալ հավասարումների լուծե|իության 
մասին. II (ամփոփում)

Ներկա հողվածը հեղինակի սույն հրատարակչության նախորդ համարում տպագրված հոգ- 
փածի շարունակությունն կւ

Հողվածում հաշված է այն սինգուլյար ինտեգրոդիֆերենցիալ հավասարման ինդեքսը, որի 
ավագ անդամը չի բավարարում նորմալության պայմաններին և ունի խցվող գործակիցներ։

S. G. RUBANOVICH. On. the solvabiltty of some slngular integro-differential 
équations. II (summary)

The article is continuation of № 2, 1972. For a singular integro-differential 
équation with high order term failing to satisfy normality conditions and posessing 
discontinious coefficients, the index is calculated.
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