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ПРЕДСТАВЛЕНИЕ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ 
СУБГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ В ЕДИНИЧНОМ

КРУГЕ

Введение

1°. В исследованиях М. М. Джрбашяна [1, 2] был введен опера
тор £<В1), являющийся существенным обобщением оператора Римана- 
Лиувилля, с помощью которого была построена полная теория факто
ризации функций, мероморфных в круге |г| < 1. Приведем сначала 
некоторые определения и результаты из работы [1].

Рассматривается класс 2 функций ш (х), положительных и непре
рывных на [0,1), удовлетворяющих следующим условиям:

1
о) (0) = 1, у ш (х) с/х <4- 00, (1)

о

sup (х) — 1| х՜') <; 4- оо.
о< х <■-

Каждой функции о> (х) £ 2 ставится в соответствие функция 
следующим образом:

(2)

р (0) = I, р y-'dx, Վ [0,1]. (3)

С помощью этой функции строится последовательность положитель
ных чисел

I 1

До=1, А* = — (Л4֊1) dp (у} =. к (х) х*՜1 dx (4)
о о

(Л=1, 2,- •)
и образуются следующие степенные ряды

С (г; ш)= 2 АГ* х‘, $ (я; ш) = 1 + 2 £ А*՜1 г*, (5)
*-о *=1

которые являются аналитическими функциями в единичном круге. При 
специальном значении ш (х)=1, х£[0,1) эти функции соответственно 
совпадают с ядрами Коши и Шварца

С (х; 1) = С(х) =—;£(« 1)=5(х)=^-£ • (6)
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Наконец, с каждой функцией р ('.) € ассоциируется оператор ’ 
1

£<">[т (х)]= — — ( х С«р (х~.) с!р (т)| (7)
I и >

о

на соответствующих классах допустимых функций.
Оператор дает возможность установить широкое обобщение 

интегральных формул Коши и Шварца для круга.
А именно, справедлива теорема [3].
Теорема А. Пусть функция /(х) голоморфна в круге |х|<^1, и 

пусть ш(х)£2, /> (т) £ Ро, и (△*)“ С Аш» тогда функция

£(“) [/ (ге'?)]=/ш(ге'9 = Д* ак (ге‘?У
«—о

тоже будет голоморфной в круге \г\ <^1, и для любого р(О<Ср<^1) 
имеют место следующие интегральные формулы:

2*
/(г) = ^Сср֊е֊«; «^/.(ре«)^ (|г|<р<1\ (8)

2^ и \ р /
и

2х
/ (г) = г 1ш/(0) 4- А Г в-Л; ш \ Ке д & (Н<Р<1). (9)

2*3 \ р /
о

Из втой теоремы непосредственно следует обобщение интегральной 
формулы Пуассона для функций, гармонических в круге |х|<^1.

Т еорема Б. Пусть и (г)—гармоническая функция в круге 
|г|<1. Тогда функция

иы (ге1?) = [и (ге'՜’)] (0 < г <1, 0 < © < 2я)

будет гармонической в том же круге |г| < 1, причем для любого 
р (0 < р 1) справедлива интегральная формула

2к
и (ге'г)= ~ (Р(? —0, —; «Л и.и (ре<®) (10)

р /
о

(0<г<р<1, 0<ф<2к), 
где
Р(т֊0’7՝; “)=Ке5(у е'(’՜”։ ^=1 + 22 Аг1^—усо5Л(<р —6).

(И)
В простейшем случае, когда ш (х) = 1, х^[0,1), согласно (6) имеем

5 (х;1) = 1±֊г и Р (ф ֊ 0, г; 1) = Р (<р֊0, г) ---------------
* г 1—2г СО5 (ф—Р)+гг>

и формула (10) переходит в интегральную формулу Пуассона
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и (re1*) = ( Р (? — 0, г) в ;pert) t/0 (0<г<р,0<?< 2к).

о
В работе [2], полагая, что ш (х) £ 2, с каждой функцией F (г), 

мероморфной в круге 1ж|<^1, ассоциируется ее ш-характеристика

Тп (р; Г) = ‘ [log IF (Ре«)|} +
2՜ J

о

, п (t; по) — п (0; со) / t \ ,. . ,п ... , .
+ I ——---------------- ----- -  ш ( — ) dt 4֊ п (0; со) (log р — Л.|,

J t \ р /
о 

где
1

£(“’){? (р)1 = max {0; <р (р)), к.„ = J dx. 

о
Посредством функции Т’Др; F) вводится класс N [ш), как множе

ство мероморфных в |z|<O функций F(z), для которых

sup {ГДр; /')!< + °°-
0<р<1

Устанавливается, что класс- N [<«} совпадает с множеством функ
ций, представимых в виде

_ ~к
F(z) = e‘'+“* ехр S(ze֊'»; ш) (0) I ,

Д»(г; 6,) 12к J J
и

где

5(z; и)=1+2£ --------------
k у ш (х) хк~1 dx 

и
5„.(z; z*)= ПЛ֊—'l e-w“(rz‘) 

(*) \ г* /
—сходящиеся произведения, ф (0)—вещественная функция на [0,2тс] с 
конечным полным изменением, X > 0 — любое целое, у — любое веще
ственное число.

Цель настоящей работы—распространить этот основной резуль
тат М. М. Джрбашяна на субгармонические функции.

2°. В данной работе, на основании теоремы Б, устанавливается 
обобщение известной формулы Рисса [4] для функций, субгармониче
ских в круге |z[<^l. Эта формула одновременно является распростра
нением на субгармонические функции формулы Неванлинны — Джрба
шяна для мероморфных функций.

Доказывается следующая
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Теорема. Каждой субгармонической в круге |х|<^1 функ
ции U (z)* однозначно соответствует некоторое положительное 
распределение масс р (Q так, что для каждой функции ш (х) £ 2 

имеет место формула
U (г) = Н (0) In -у 4- J J log |/lLf) (z; C)| dp- (Q +

2х
+ — [ рЛ>֊в, —; «Лб/И(ре'') Ув (Ы<Р<1), (12)

2՞ и X р 7
о

где
(•։; 9 = ^1—у)ехр 1—и,~)(ж; ^)1»

г 11Шь'(г; С)= — С 5 (е-Л; <» <1од 1—|</в, 
\ р 7 I С I) 

о
64 (ре*) = 2>> [и (ре'՛)].

Отметим, что в специальном случае, когда ш (х) = (1—х)’ ( — 1 <^а<С 
+ оо), формула (12) впервые была установлена М. М. Джрбашя- 

ном [5].
Обозначим через п (г; Ц) массу функции V (г), сосредоточенную 

в круге |г| < г, т. е.

и введем в рассмотрение функцию

лмр; [л (Z; U) — л (0; £/)] с//4֊р (0) {log- р—],

где

В работе устанавливается формула 
2к

^-{u.(pe^dQ = Nm(?; 6/)+с0, 
2к J

о
(13)

* Здесь и в дальнейшем всюду предполагается, что в точке 0 и (г) имеет 
иаолярованкую массу, равную |л (0).
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являющаяся обобщением формулы Йенсена—Неванлинны—Джрбашяна 
для субгармонических функций (см. [2], формулу (13.33՜)).

Наконец, вводится класс Е,и — множество субгармонических в кру
ге |гг<1 функций 1/ (г), для которых конечна величина

2։

зир | у (ре/е>) + 00 >

о
(14)

где
Щ (ре,։)=тах (£/ш(ре/6); 0).

Справедлива следующая основная
Теорема. Класс Еш совпадает с множеством функций, ко

торые в единичном круге допускают следующее представление

(/(я) = и(0)
И J и 

|:|<։

1о? \Аш(г-, 9 № (9 +

2»

4֊ —- ( Р (<р—0, г; и) (9) (г=ге։т), (15)
2к I

о
где |* (9 — произвольное положительное распределение масс в круге 
|С| < 1, подчиненное лишь условию

1
^~~“[п (*; р) — п (0; р)] Л< + «>, (16)

6
а Ф (0) — произвольная действительная функция с конечным пол
ным изменением на [0, 2к].

3°. Прежде чем перейти к изложению этих результатов, приве
дем несколько предварительных лемм, установленных в работах [1, 2], 
посвященных проблеме представления гармонических и мероморфных 
функций в круге.

Лемма А. Если ш (х) £ 2, то в классе функций ф (х), непрерыв
ных на [0,1] и обладающих на [0,1] непрерывной производной <?' (х)

1
£(■»)[? (Х)] = <р (0)+ ху / (хт) ш (т) (17)

о
Лемма Б. Если и (х) £ 2, то

[1о? г]= — + 1о? г,
где

3 х
о

Далее, обозначим
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где

2։
ш» (я; С) =^~J (e“/։ *» ш) v"

и
(И<1. ici <i).

pef0 
С

Лемма В. Справедливо разложение

wu, dx—
Kl

(18)

(19)

ш (х) **-* dx — С (20)

«■»(е*; 9

где
1

до=1, Д* = к J Ш (х) х*-։ dx (к=1, 2,-• ■). 

о
Наконец, введем в рассмотрение функцию

А»(я;9=(1—0е-’“(։:С,(И<1» |С1<1)- <21)

Тогда справедливы следующие важные утверждения.
Лемма Г. 1°. Если 0-С|я|<С|С1-С1, то функция Аш(г;С) допус

кает представление вида

Аш(х; С)= ехр (-2(я; С)}, (22)
где

а («9= «Л+ с(—; И-! (23)
А( к։ ’ и *

2°. Если |я| < г<С1СК1, то при С —» еп равномерно относительно 
я и 9 справедлива асимптотическая формула

։ 1
2 (я; 0= 5(яе֊л; о») dx + о((1 ֊ |С|) dx V (24) 

J х \ J х / 
1« Kl

Лемма Д. Для любого С (0 < r0 |С! <1) и г (0 < г <Ч) спра
ведлива оценка 

2» 1

|£(“)[log | Ат (ге'-; 91 ]| <с (го) dx, (25)
x-r- J J х

о KI
где с (г0)—некоторая постоянная.
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Лемма Е. Для любого г(0<^г<1) справедливо тождество

£(<»)[/>(» —6, г. «,)]=, р (7-&։
1—2г соз (<р — 6) + гг

(26)

§ 1. Обобщение формулы Рисса

1.1 (а). Пусть и (я)—субгармоническая функция в круге
+ 00 • Тогда известна следующая теорема Рисса [4]: каждой функ

ции и (я), субгармонической в круге |я) < + со, однозначно соот
ветствует некоторое положительное распределение масс р (ч) такое, 
что для любого р (0<р</?) функция и (г) может быть представлена 
в виде

К1<р

тЦг.^(С) + Лр (г) (|2|<Р), 
Р։— я С ।

(1.1)

где Лр (г) — наилучшая 
круге |я|-С р, т. е.

гармоническая мажоранта՜ функции 1/ (я) в

2к
Мг)—1֊^^) ֊, 0 р8՜/ а-2)

2^ р։—2г р сое (<р—0) + г’
о

Итак, справедлива формула

2к 
£/(г)=1 [(/(ре-

О

---- -—------- +
— 2гр СОЗ (ф —0) + г3

.1

(И<р</г, я = ге'»). (1.3)

(б). Нрже мы 
отметим, что если

установим обобщение втой теоремы. С втой 
образовать функцию

целью

и -֊</р(С) (0< Р R, Н<р),
то она будет гармонической в круге |я| р и непрерывной на окруж
ности 'я| = р. Тогда согласно теореме А функция и (г; р) допускает 
представление

^(С) =

(1.4)
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где

(?֊0,

где
2։

К|<р

Подставляя в (1.4) значение иш (г е'’) из (1.5), получим

Ищ(геЛ).= £«-) [и (ге'։)] =

(1.6)

</9 =

х~к-^х х = ге'?
И<р ,

֊№-■
|С|ср о

или, что то же самое

о

ре'8

ш (х) х*՜1 4х —

р
(СМ. [2], формулу (1.57)).

Обозначив

(1.8)
А,, (г; С) = ^1__£.^е-«'и(*;с) ։ 

формулу (1.6) можно записать и в виде

(1.9)
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Естественно формулу (1.9) называть обобщением формулы Рисса. 
Итак, мы получим следующую теорему.

Теорема 1. Каждой, функции и (г), субгармонической в кру
ге однозначно соответствует определенное положительное
распределение масс р (9 такое, что для любой функции ш (х) £ 2 
функция и (г) допускает представление (1.9).

(в). Введем в рассмотрение интеграл

logP4»(z; 9|<М9р) =

dp (С), (1.10).

и докажем следующую теорему.
Теорема 2. Пусть р (С) — некоторое положительное распре

деление масс в круге |С«1, подчиненное условию

где

(t; |*)— п (0; р)] Л<+ °о,

dp(9> п (0; р) = р (0k

(1.И)

(1.12)

Тогда функция субгармонична в круге |г| <1, и распределе
ние ее масс совпадает с р (С).

Доказательство. У бедимся сначала, что при любом С (|С|<^1) 
функция 1о2|Ли։(х; С)| субгармонична в круге |г|<^1.

В самом деле, если С = 0, то, как известно (см. [2], формулу 
(3.22)), имеем

{log IAa(z; С)|)с-о = + log |z|,
и функция log |ДЮ (z; 0)1 субгармонична в круге |z|<^l. Если же 
0< |С|<^1, то это очевидно, поскольку тогда функция А„> (z; С) анали
тична в круге |z]<^l.

Полагая теперь, что |z|^ г < р 1, рассмотрим интеграл

(г; р; p) = J j

/։|<р

0<|С|<р

- j Rew»(z; 9 *Р(9- 

o<|ci< р

Из данного представления легко заключаем, что функция Ма р; р) 
субгармонична в круге |г|-С г, и распределение ее масс совпадает с 
функцией р (С). Рассмотрим далее интеграл
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Ma(z-, (*; р) = Г I log |Л<., (z; Q| с/н (Q, (1-13)

₽ 1:|<։

и убедимся, что функция (z; р; р) гармонична в круге |z|<>.
С этой целью отметим сперва, что, согласно лемме Г введения, 

при |z|<|C| функция Аа (z; С) допускает представление вида
A..(z; Q = exp f — 2 (z; С)}, 

где

о, r\ с (zx \ 1 )“2 (z; С) = | ; w I —; ш I—1}--------- “x
Jl\x / \C / I *
14

—функция, аналитичная в круге |z|^r. 
Следовательно, для рассматриваемых значений z и С

log |ЛШ (z; Q| = ֊ Re 2 (z, Q (1.14)
будет гармонической функцией от z в круге |z|^C г.

Таким образом, наше утверждение относительно Ма (z; р) будет 
доказано, если мы покажем, что интеграл (1.13) абсолютно и равно
мерно сходится в круге |z| г.

Но, согласно второму утверждению той же леммы Г, при |z|<^r<^ 
’СР'СП’О и С-* е'։ имеет место асимптотическая формула

Q(z;Q = 5(ze֊i։; ш) dx+ O((l- |С|)
J х J х
KI 14

и притом равномерно относительно z и 8£[0,2к]. Поэтому имеет ме
сто оценка вида

1
|2 (z; Q|< В (г; р) 1 dx (|z| < г < р < |С| < 1), (1.15)

J XKJ 
где В (г; р) зависит лишь от своих аргументов.

Отсюда следует, что нам достаточно лишь убедиться в том, что

JJ | j (q < + °°- 
р<|Ц<1 KI

Согласно обозначению (1.12)
t 2к 

л(<;и)=ПJii(Q=J J ^(ге'т)

0<КК< о о
и, таким образом

2к
с/л (f; |А)=

о
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Полагая, что Р < р'<1, вычислим интеграл

= У и —֊ </п (С р)= Аг- и (<; р)|?..₽ +

р * '

+ Гл (/; р) Л = л (р'; р) С </х — 
J ‘ 3 х

р р'

_ „(к 0[Л« л+ (*»-<£Ы0_. (() л. 
их и {
р р

Но очевидно, что

„ У; ,> Гл« < Гд&Я. (,) л < + 
и* и *

р' р'

(1.16)

ввиду условия (1.11), и поэтому
1

Ит л (р7; р) Г —~ Л — О- 
р’-1-о 3 £

р'

Переходя в (1.16) к пределу при р'-»1—0, получим

₽<|С|<! /С| Р

Наконец, поскольку очевидно

М, (я; р) = Мш (я; р; р) + (г; р; р) (|я|< г < р< 1), 
то ввиду произвольности г и р теорема доказана.

Отметим, что условие (1.11) не только достаточно, но и необхо
димо для существования субгармонической функции Ма(г).

Действительно, если Ма(г) субгармонична в круге |я|<1, то, взяв 
я = 0, согласно формуле (3.22) работы [2], имеем

р (0)[*и +Юг |я|])^ =

1ог (Дв (0; С)| </р (С) > — со, (Ы7)
0<\С|<1
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где
Х(0; 9=ехр{- С՜՜**}' 

1ч
Следовательно, полагая 0<^р*<1, получим

- f j log |Х (0; С)| d [fx (9 - и (0) J = 

0<IC <p«

= JJ {p(9-p(0)] =
0<|CKp* |H

p’ ։
= J °’ dx j d [n (p; p) — n (0; |x)] < + °o, 

о p
ввиду условия (1.17).

Интегрируя правую часть по частям, получим 
1

[п(р; |Х)—п (0; (X)] f—֊ dx +
J X р-0 
p

+ f[n (p; н)— Л (0; (x)] d?.
J P
0

(1.18)

Следовательно, имеет место равенство

J J log |X(0; 91^(9 =

O<|C|<P’

= [n (p*; н) — П (0; p)] J dx + 

p*

p*
+.| [n(p; I1)—n(0; |x)]^-^- dp

oJ P (1.19)

для любого р* (0,1), причем оба члена, стоящие в правой части фор
мулы (1.19), положительны . С другой стороны, очевидно
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и так как правая часть неравенства (1.20) не зависит от р*, то теоре
ма доказана.

Лемма 1. Пусть р (С)—положительное распределение масс в 
круге |С|<1 с конечным интегралом

1

[л (*» Н) — П (0; р)1 <//< + (1-21)
о

и р)—ассоциированная с распределением р (С) субгармониче
ская функция. Если

(9 =
1=1<р

(г; р)

(0<Р<1), (1.22)

где функция шш определяется из (1.7), то справедливо

следующее предельное соотношение

Пт & (г; р) = (г-, р) = 1од |ЛШ (г; С)| с/р (С) (1.23)
К1<1

(И<1).

Доказательство. Вспомним, что согласно теореме 2, функ
ция М»(я; р) является субгармонической всюду в круге |я| < 1. Пред
положим

(1-24)
и, обозначая

М*Р)1 (9,
го<|:|<Р

/С|<р<1

(9. 
р р /I

(1.25)

будем иметь

(1.26)
|скл>

Как известно (см. [2], (4.17))

Кт шю(—; —
р-И—0 \ р р = ша (г; 9 (И<1),
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поэтому

Нт

1оЯИм(х; С)|<М9 (Н<1). (1-27)

Далее, согласно лемме Г, мы имеем формулу 
Аа(х; 9 = ехр {-2 (х; С)} (|г|< |С|<1), (1.28)

где

2 (г; 9 =

причем

ах (И<|4<1), (1.28')

(С) “

где <2 (г; С) имеет вид

(2 (г; С) = С (И; ш) + С

Отметим теперь, что при условии (1.24) имеем — < 
Р

Н-<1, 
р

если г0<|С|<р, и |г|< |С|, если г0<|С|<1.
Поэтому из представления (1.28) функции А.„(х; 9 лхя Ми°'(\х; р) 

будем иметь

М՝г*»(г; |л) = Ф (9 =

2

I (9 =

= ֊Ке (1.29)

И

М%" *> (г; И)=

Но из
<й<

(1.28') и (1.29) легко вытекает, что

ах,
К1

(1.30)
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и так как правая сторона не зависит от р, то

lira 2 f—; —А=2 (z;
р-1-0 \ р р /

Но тот факт, что интегралы

<o<lci<p с|

при условии (1.21) ограничены сверху при р-»1 — 0, нами уже был до
казан в предыдущей лемме. Поэтому из оценки (1.30) следует

lira № р> (z; р) = ։,(z; р) (|z| < г).
р-*1—0

Следовательно, для завершения доказательства леммы нам остается 
перейти к пределу в тождестве (1.26) при р -* 1—0, поскольку число 
г<^1 было] произвольным.

Т е о р е м]а 3. Пусть р (С) — положительное распределение масс 
в круге |z|<^l, подчиненное условию

I
J [п (Р>* Р) — п (0; р)] dp < + œ. (1-31)

о
Тогда для функции ML, (z; р) имеет место оценка 

2х
sup | (М, (ге/’>; р)}| dv I < + œ. (1.32)

o<r<i 12тс J J
и

Дока зательство. По определению

м.(z: и)= JIlog |Лш (х; С)| (с) ( 1x1 <1)> (1,зз)
|С1<1

причем, согласно лемме Д, при каждом С (0 <] ros£ |С| 1), г (0 < г <]1)
имеет место неравенство

2х ։
֊ f |£(“> Hogl А, (ге* ; С)П | с(г0) dx, (1.34)
х-к J I X

о ICI

где с (г0) — некоторая постоянная.
Теперь предположим, что к обеим частям (1.33) можно применить 

оператор и ввести его под знак двойного интеграла. В результа
те получим формулу

L^[Ma(re^, р)}= Г С К») (log |ДИ(Ге‘^; С)|} rfp (С) (1.35)

Н<1
и оценку
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У У |£<“Иог |Д-(гв'т5 

с|<։

011 *М9- (1.35')

Интегрируя неравенство (1.35՜) по <р вдоль промежутка [0,2՞], мы по
лучим 

2։ 2։
֊ ||£<»){М,(ге^ ц)}| 

0 |С1<1 о

|£<-) 1о? |Л„ (ге^; 011 <Л>1 (0-

(1.36)

Наконец, ввиду оценок (1-34) из (1.36) заключаем, что

I 1

=с (''о) ~ п =
О р

1
= с (г0) ([” (р; Р)~ П (0; р)] + 00

Л Ро
согласно условию (1.31) теоремы.

Следовательно, для завершения доказательства утверждения (1.32) 
теоремы остается обосновать применение оператора £(։и) под знаком 
двойного интеграла (1.33). Это можно сделать так же, как и в случае 
дискретного распределения масс (см. [2], теорему 2.2).

С атой целью предположим, что |г[-С Р<СР1<С1՝1<О> и> пользуясь 
представлением функции Аш(г; С) (лемма Г), запишем ЛГш(я; р) в сле
дующем виде:

М,(г; н)—1оЯ И“(г»' ՝)1 (*) =
К1<р

= ֊ ^ Ие2(я; С)</р(С) = ^Р(я), (1.37)

где фр (г) будет гармонической функцией в круге |г |<р, и значит 
фр (рхе/<р) как функция от х будет непрерывно, дифференцируемой н 
отрезке [0,1). Следовательно, по лемме А

1

£(и) (фр (рхе,т)} =фр(О) + рхе'’’ фр (рхте/*) ш (т) Л,
о 

откуда, если заменить рх на г, получим 
1

£<“’ (фр(ге'’)} =фР(0) + ге'’ ф'р (гте^) ш (т) (1.38)

о
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Так как интеграл (1.38) равномерно сходится относительно я, то под 
знаком интеграла можно продифференцировать, и полученный интеграл

У [ Не 2' (х; С) (С)=’Ь (г) 

₽<|С|<։
будет равномерно сходиться в круге |г| р. 

Поэтому интеграл

| Не 2' (-.ге1*; С) (С) = (тге'*) (1.39)

><1сГ<։

будет абсолютно-равномерно сходиться относительно г£[0, р), 

^[о, 1) и Н[о, 24
Из (1.38) и (1.39) приходим к формуле

1
£(“>{ф|,(ге/т)) = — уу Не [2 (0; С) + ге^ у2' (тге/т; С) ш (т) </т]

Р<1с|<։ о
(1-40) 

причем интеграл справа сходится абсолютно-равномерно относительно 
г С [0, р) и <р С [0, 2«],

С другой стороны, исходя из аналитичности функции 2 (д; С) в 
круге |г| р, при р<^|С|<^1, по лемме А будем иметь

1
£<■“’ |2 (ге'*; С)) = 2 (0; С) + ге'^' (тге*; С) ш (т) 

о
г 6[0, р), жо, 24

Отсюда и из (1.40) получим

£(») {фр («։?)} = _ ууКе£(“){2 (ге'” ; С)} (С)=

₽<։«<։
= уу £<-){1ог1Лв(х;С)|)^(С). (1-41).

причем интеграл справа также абсолютно-равномерно сходится для 
всех г £ [0, р) и ср £ [0,2тс].

Значит, если к обеим частям равенства (1.37) применить опера
тор £(ш), то в силу (1.41) получим

£<“){Л/Ш(ге։>; н))֊£(и)

= УУ £<-)(1ог|Ли(ге^С)|}^(С).

Р<К1<1
Отсюда приходим к требуемой формуле (1.35) 
2-340
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§ 2. Определение ш-характернстической функции. 
Класс Еа и его параметрическое представление

2.1. Пусть и (х)—субгармоническая функция в 
пусть ш (х) £ 2.

Согласно формуле (1.6) для любого р(О<^р<^1)

круге М<1. и

U (z)= [J log (1-4) е (₽,')|</р(9+ 

0<|С|<р

2х
+ —Г p(v—9, —-;аЛб/ш (ре/։) J0, z=re,f.

2՞ J \ р / о

(2.1)

Сначала предположим, что U (0) конечно. Тогда из (2-1) ПРЯ г 
будем иметь

г г -««(°:֊-)

U(0) ■■= log |е | rfp (С) +
0<|С|<₽

2к
4- — (‘ Р (9, 0; ш) Uo, (Pert) J9. (2.2)

2к J
о

Имея в виду, что
1 

/ С \ f* 0) (г)

w<u ( 0; — )= I ----- - dx и р (9, 0; ш)=1,
\ р / J х

1'1 
р

запишем (2.2) в виде

Отсюда в специальном случае, когда ш (х)з1, мы получаем формулу 
Пуассона-Иенсена для субгармонических функций [4].

Действительно, при ш (х) = 1

f!LW л= |ОГ JL 
J * 8 й
|С|

и Ua (pert) = и (ре'։),

и формула (2.3) принимает вид

t/(0> = sfy(p'")rf9՜ fР°27Г*(С)- 

о 0<К|<р

(23Э
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Предположим теперь, что и (0) не конечно, т. е. £/(0) = — 
Тогда образуем функцию

Ц* (г) = II (г) - р (0) 1п \г\, 
также субгармоническую в круге |д1 <Д, Для которой уже 

1։т и* (г) = У* (0) = с0^> —

Следовательно, к функции U* (z) можно применить формулу (2.3)
2х

£/* (0) = с0 = — Г lf.a (ре'8) J9 -
2« J

о

J J Ц ^МЮ-рМ
0<1С|<р |С| J

р

(2.4)

где

Ui (ре*)= (ре'в)] = £<"> [U (pert)-p(O) In р>

= Ua (ре'8)- р (0) Z/“>[log р]. (2.5)

Согласно лемме Б, если ш (х) £ 2, то
£(“) [log р] = — кт + log р.

Поэтому из (2.5) получим

U*a (ре*)- иш (ре'8) - р (0)[log р ֊ к„ ]. (2.6)

Теперь преобразуем двойной интеграл, стоящий в правой части фор
мулы (2.4), принимая во внимание, что

а» 
dp(te{*)=dn (t; p),

о
где n (t; p)—масса функции U (z), сосредоточенная в круге |z| C tt

rfx rf[p(Q-p(0)]
o<i:i<p 1:1 

F

p 2x 1

0 0 
P

tfx j d [p (re'’’)— p (0)1 =

о 
p

dx j </[n (r; p) — n (0; p)] =



176 A. M. Бадалян

Отсюда следует, что интеграл, находящийся в левой части (2.7), как 
функция параметра р (0 <р1) монотонно возрастает.

Ввиду (2.6) и (2.7) формула (2.4) запишется в следующем виде:

2= • ш Г՜)
с0 = ֊֊С | (г; ц)-п (0; и)] У-^г-р(О) {1огр-А„}.

2^» V «7 Г0 и
(2-8)

Теперь введем следующие обозначения:
2ж 

т* (р; и) =-- -±- Г (/* (ре'։) 
2я J 

о
2«

т^(р; Ц)=± С 17՜ (ре13) сП, (2.9)
2к յ

о

где

[n (t; р)—п (0; и)] dt + п (0; £/)[log р — ], (2.10)

£/« (pert)= max ( Ua (ре(в ); 0|,

(/Г (ре/։)=тах{—(Z«,(pe,։); 0}, 
и, таким образом

ит (ре'«)= и: (рей) - аде'8). (2.11).

Пользуясь обозначениями (2.9), (2.10) и равенством (2.11), формулу 
(2.8) можно записать в следующем виде:

с0 = тги (р; £/) —(р; 6/) —/^(р; £/), 
или, что то же самое, в виде
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- ■   ■ 1֊ ■- ---- ------ ----------- ----- Т —>

ттъГ (р; и) = т՜ (р; II) + М, (р; У)+ с„. (2.12)

Таким образом, функция тп.՜ (р; £/) — среднее положительных значений 
функции и<»(г) на окружности |я| = р, с точностью до постоянной сов
падает с суммой (р; (/) + (р; и), где первое слагаемое — это
среднее отрицательных значений и<»(г) на окружности |я|=р, взятых 
с положительным знаком, а второе слагаемое— М, (р; Ц) зависит лишь 
от распределения масс функции £/ш (я) в круге |я|-С р-

Но для функций вида
и (г) = и (я) — У(г),

где и (я) и V (г) — субгармонические в круге |я|<4 функции, можно 
установить формулу симметрического характера.

С этой целью запишем формулу (2.12) для функции V (я)

ти£(р; И) = -Л4>(Р; И)+т71^(р; И+С1- (2.12')

Вычитанием формул (2.12) и (2.12') мы приходим к тождеству

тп,! (р; п)+Л’и,(р; И)=тти (р; и)+ (р; Ц) + с. (2.13)

Соотношение (2.13) в специальном случае, когда ш (х)гз1, переходит 
в обобщенную формулу Иенсена-Неванлинны, для разности двух суб
гармонических функций, установленную И. И. Приваловым [4].

И если теперь возьмем и (я) = 1п |/ (я)|, где / (г) есть мероморф
ная функция, тогда п (г; £/) будет означать число нулей функции /(я) 
в круге |я|<>, а п (г; У)—число ее полюсов в том же круге, причем 
каждый нуль или полюс считается столько раз, какова его кратность. 
В этом случае мы приходим к классам формул типа Иенсена-Неван
линны, ассоциированных с произвольной функцией о» (х) £ 2. Эти фор
мулы впервые были установлены М. М. Джрбашяном [2], в связи с 
построенной им общей теорией факторизации мероморфных в круге 
функций.

Следовательно, естественно, следуя М. М. Джрбашяну, ввести в 
рассмотрение функцию

Тп (р)= Тт (Р; и) = тиш՜ (р; и) + М, (р; У) > 0 (2.14)

и называть ее ш-характеристической для функции и — I/— V.
Ясно, что Гш (р) одновременно зависит как от роста функции 

и (г), так и от распределения масс субгармонической функции У (г). 
Формула (2.13) выражает определенное равновесие между членами 
М,(р; Ю и м* (Р; “)> так как> заменив функцию и (я) функцией 
[— и (я)], т. е. изменив знаки 1} и V, функция Гш (р) не изменится, 
или, более точно, разность Та (р; и)— Гш (р; — и) будет постоянной. 
Поэтому (2.13) можно назвать соотношением ш-равновесия.

Полагая, что ш (х) £ 2, обозначим через Еа —множество субгар
монических в круге |я|<1 функций II (я), для которых
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Ta(U) = sup) (' Ui (pe/։) de | < + «>• <2Л5>
‘o< p<։( J I

о
Ия этого определения непосредственно следует, что если Uj(z)^E„ 
(j = 1, 2), то имеем также

U. (z) + Ut(z)^EK.
Из теоремы 3 непосредственно вытекает, что (z) £ Еы.
Приведем еще один важный пример функции из класса Еа.
Лемма 2. Пусть ф (8) — функция ограниченной вариации на 

[О, 2п], тогда функция
2«

F (re'»)= — f Р (? - 9, г; ֊») </ф (9) (2-16)
1 2я J 

о
принадлежит классу Еа.

Доказательство. Нужно показать, что 
2ж

sup { I Hi (re1*) d<? 1<^4֊оо. 
0<г<1 [ J j

о

По лемме Е имеем 

ИЮ>[Р (<р — 0։ ш)] = Л> (ф—б. 1—2г cos (ф — 9) +г։ ’
и поэтому

£(-») [Г(ге'*)] = -1 [ £«“) [Р(ф-6, г; ш)] (9) =
2՜ յ 

о
2«

= г)^(б). (2.17)
О

Поскольку ф (9)—функция ограниченной вариации, то ее можно 
представить в виде разности

Ф (б) =ф1(9)-ф.(6), (2.18)
где ф/ (9) (г=1, 2)—неубывающие ограниченные функции на [0, 2л]. 
Следовательно, ввиду (2.17) и (2.18), будем иметь

2к
т$ (£)֊°зир | [£<“) ^(ге'’))]-*- </<р| < 

О
2к 2к

'>՛'<՛֊«>> ]«։>)<
0 0 1 1
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2։ 2= 2к

< sup | frf'M0) А — 5- г) d<f I = f d'h (6) < + ОО, 
»-'«■о U 2՜ J J J

0 0 о

т. е. Е (z) £ Е<».
Лемма 3. Если U (z)GE„ и р (С) — ассоциированное с U (z) 

положительное распределение масс в круге |С| <Д, то
1

[n (f; р)֊п (0; р)] dt< + «. (2.19)
о

Доказательство. Действительно, согласно определению
функции Nm (р; £/),

1
М,(р; U)= J֊[«(Р^ H)-n(°J р)]Л + п(0; U) (logp-fc>|, 

и
причем очевидно, что она монотонно возрастающая, 0<^р<^1.

С другой стороны, по формуле (2.13) имеем

mt (р; £/) = т<Г (р; £7) + 7V® (р; £/) + с0.

Но поскольку U (z) £ Еш ,

sup (m+ (р; £/)} = sup {т~ (р; £/)(-М>(р; £/) + с0} = Та (£/)< + 
о<₽<։ о<р<1

И так как т~ (р; £/)>0, то это означает, что существует конечный 
предел

1
lim j J в [n (pf; р) — п (0; р)] dt | + °о.

о

Теперь для произвольного фиксированного роС(О, 1) напишем 
цепь неравенств

!>•
plHL [n (f; ։л)-п (0; р)] dt= 

о
Ро

= lim ( -Ш [n (pf; р) — п (0; р)] dt -С
p-1-oJ t 

о 
1

< lim | Г [n (pf; р)}— п (0; р)] dt ) < + оо.
р-1-01J f J

о

Отсюда, ввиду произвольности р£ (0, 1), вытекает (2.19).
Докажем следующую основную теорему.
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Теорема 4. 1°. Класс Ea совпадает с множеством субгармо 
нических в круге |г|<Д функций, представимых в виде

К
U(z)~ J J log |/L(z; С)| ^(0+ ^Ур(*-е’ r; Ш) d'- (б) 

|с,<։ " 1 (к1<1), <220>

где |а (С)—произвольное положительное распределение масс в круге 
|г1<^1, подчиненное условию

1

j —[п (С Н)~ п (0; |i)] Л < + 
о

а <р (9)—любая вещественная функция на [0, 2՜] с конечным пол
ным изменением.

2°. Существует такая последовательность рл t 1> чгпо
е

♦ (0) = Urn [ £<“> [U (рл е'®)] <П. (2-21)
Л՞*** J

о
Доказательство. Что любая функция U (z) вида (2.20) вхо

дит в класс Еа, непосредственно следует из теоремы 3 и леммы 2, 
ввиду отмеченного выше свойства класса Еш.

Предположим теперь, что U (г) £ Ей, и докажем, что тогда спра
ведливо представление вида (2.20).

Отметим сначала, что для распределения р (С) и функции

п (с н) = у у (О,
0<С|<«

ассоциированных с U (z), согласно лемме 3 имеем
I

I —[п (/; |1)—п (0; ц)] dt < + ОО. 
«/ о

Но тогда, по теореме 1, интеграл

М, (г; ц)= J j log (z; С)| (ч)

i«<։
определяет функцию, субгармоническую в круге |z| <4. Для функции 
U (z) запишем формулу (1.9)

Поскольку 1/(г)^Еш, для каждого р(О<^р<Ч)

(2.22)
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2г

JliA, (ре'8)| rfO = т: (р; (/) ■ т֊ (р; U)<2 П (U) < + сп. 

о
Обозначая 

О 8
фр(0) = J £<»> [U (ре'8)] </9 = J£7. (ре՛8) dB (О<р<1), 

о о
получим семейство функций (фр (0)), (0<^р<4), для которого

sup |фр (0)|< i’lt/о. (ре'8 )|</9<2П (£/)<+со, 

° 6 io. ։*l J
о

2х
И(фр) <27; (£/)< + «>. о

Поэтому, согласно первой теореме Хелли, существует функция ф (9) 
с конечным полным изменением на [0, 2^] и такая, что

о
ф (9)= Ит фРя (9) = lim ( £/ш(рл е'8) dti, 9£[0, 2it],

о
где (рл) — некоторая последовательность, рЛ Т 1 при п -* 4- со. 

Отсюда в силу второй теоремы Хелли вытекает
2к

lim 7՜ С —> ш } d'hn (е) =
Я- + -ДТС J \ Рл /

и 
2к

= ֊С^(ф֊е. Г-, Ш)^ф(9). (2.23)
2к J

о

Фиксируя z в формуле (2.22) и положив е = Ря> перейдем в ней к пре
делу при п -»-f- со. Имея в виду (2.23) и лемму 1, получим утверж
дение теоремы.
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Ա. Մ. ՐԱԴԱԼՅԱՆ. Միավոր շրջանում սութհարմոնիկ ֆունկցիաների որոշ դասերի ներկայացում 
( ամփոփում )

Մ. Մ, Զրրաշյանի ուսումնասիրություններում [2^2] ներմուծված է Ռիման֊Լիուվիլի օպերա֊ 
Մ՛որի էական ընդհանրացումը հանդիսացող օպերատոր, որի միջոցով կառուցված է միա
վոր շրջանում մերոմորֆ ֆունկցիաների ֆակտորիզացման լրիվ տեսություւ

ներկա աշխատանքում բերվում է այդ տեսության հիմնական արդյունքի ընդհանրացումը 
սսւբհարմոնիկ ֆունկցիաների համար.

Ենթադրելով, որ և) (*) £ Զ յուրաքանչյուր Ս (ր) սուբհարմոնիկ ֆունկցիայի |շ| <1 
շրջանում ասոցացվում է



182 A. M. Бадалян

U. (z) =£(-){и (г)]
ֆունկցիա k Е(и ղաս, որը հանդիսանում է շրջանում սուբհարմոնիկ այն Ս (%) ֆունկցիաների 
բազմությունը, որոնց համար

ՍտարվաԼ է Ет դասի պա րամ հարական ներկա, ա ցւսմը։

ծ/+(ре/0)= шах |0, ОДре"1)):

A. M. BADALIAN. The repretentation of certain eubharmonlc function* in unite 
circle (summary)

In his earlier papers [1, 2] M. M. DfrbaSian has introduced the operator 
L^“‘\ which is an essential generalization of the Rieman-Liuvill operator. With use of 
L^, full theory of factorization of meromorphic function in the circle |x| < 1, was 
constructed.

The present paper expands this theory on subharmonic functions. Parametric 
representation of the corresponding class is obtained.
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