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СИНГУЛЯРНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ НА ОСИ
С ДРОБНО-ЛИНЕЙНЫМ СДВИГОМ И НЕТЕРОВОСТЬ 

ОПЕРАТОРОВ С ИНВОЛЮЦИЕЙ

В теории сингулярных интегральных уравнений со сдвигом обыч
но [1]—[2] предполагается, что сдвиг а (I) (изоморфизм контура Г на 
себя) является дифференцируемым отображением и а'(<) £//А(Г). Та
кие условия на сдвиг а (#), разумеется, предполагают конечность кон
тура Г. В случае же бесконечного контура сдвиг а (<) всегда является 
неограниченной функцией, что приводит к тому, что оператор сдвига 
(1Р?) (£) = (Р [а (*)] не ограничен, вообще говоря, в пространствах сум- 
вк^еь ьх функций. Здесь естественно возникает вопрос о корректном 
выборе пространства решений. Мы рассмотрим на контуре Г=(—со, со) 
сингулярное интегральное уравнение 

\Л<р)(х) = а (х) <р (х)+6 (х) <р [а (х)]+с (х)(5®)(х)+</(х)(5?)[а (х)]=/(х),

(1) 
где Ճ—сингулярный оператор

(5?)(х)=Л

— ОО

и а (х)—дробно-линейный сдвиг, удовлетворяющий условию Карлемана: 
а[а(х)]=х. Такой сдвиг, как известно, имеет вид

ах + Р
7х —г

где Р, о и т—вещественные числа.
В настоящей статье для оператора (1) будет найдено весовое про

странство Ьр (—со, со) (с весом р, зависящим от р), в котором оператор 
К можно рассматривать как (Нетеров. Будут найдены условия нетеро- 
вости и получена формула для вычисления индекса.

Подчеркиваем, что необходимость в построении специального 
пространства Ьр возникает при 7=4=0. В случае 7=0, т. е. в случае, 

когда сдвиг а (х) является отражением: а (х) = у — х, иссле-

дование упрощается и проводится в рамках пространства кр (—со, со)*.

При 7=0 исследование можно провести также и в пространстве 1Ур с любым 
весом р, допускаемым в теория сингулярных уравнение.
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Исследование оператора К основано на одной простой схеме 
исследования линейных операторов вида А ОВ, где (2—инволюция : 
<2а=/, а А и В—операторы из некоторой алгебры. Эта схема приве՜ 
дена в § 1. В § 2 рассмотрен случай 7=0. Основной же результат 
получен в § 3.

Заметим, что общая схема § 1 применима также к уравнениям с 
произвольным гладким карлемановским сдвигом на замкнутом конту
ре, что позволяет по новому взглянуть на теорию таких уравнений. 
Мы, однако, здесь на этом не останавливаемся.

§ 1. О нетеровостн одного класса линейных операторов

Пусть X—банахово пространство и <2—линейный (ограниченный) 
в X оператор, являющийся инволюцией:

<2’ = 7, <2^±Л
Рассмотрим алгебру Ж линейных в X операторов, удовлетво

ряющих следующим условиям:
1) для любых А, Вкоммутант АВ—ВА (£20?) вполне непре

рывен в X;
2) для любого Л £30? существует оператор А1 £ 30? такой, что 

оператор ЦА — Лт(2 вполне непрерывен в X.
Мы будем изучать операторы вида

К= А + (2В, (2)
где А, В£ 20?. Приведем предварительно несколько примеров алгебр 30?.

Пример 1. Х=ЬР(— оо, со), р>1, (<2<р) (х) = <р (V—х), V— веще
ственное число, и

(Лф)(х) = а (х) <р (х) + с (х) (5<р) (х)+ (7ф)(х), (3)
где Т — впЪлне непрерывный оператор, а (х), с(х)£С([—<х>, оо])*.

(А?)(х) = а (V — х) ф (х) — с (V — х)(5ф)(х). (4)

Пример 2. X = 1Р, 1-Ср оо, ((2<?)я = (— 1)՞ фл, л = 0, 1, • • ■,

(Лф)я = 2 ал-* ф* + (7ф)л, л =0, 1, 2,-{ал}-^£/1. 
*=о 

оо
Здесь (Д։<р)„=2 (—1)я՜* ал-лф*. л=0, 1, 2,-- (ср. с [3]). 

*=о
Пример 3. X = Ьр (Г), р>1, Г — ляпуновский контур, <2=5, 

(Лф)(х) = а (х) ф (х) + (Гф)(х), Аг=А.

Здесь и всюду в дальнейшем через Т, Т1г Та и т. д. обозначены 
вполне непрерывные операторы.

* Подчеркиваем, что функции из С ([—оо, оо)] имеют равные значения на 
бесконечности: а(оо^ = а(—оо).



70 Н. К. Карапетянц, С. Г. Самко

Для операторов (2) справедлива следующая
Теорема 1. Если оператор АА։— ВВ1 нетеров в X, то и 

оператор А-\-(^В нетеров в X.
Доказательство. Введем оператор

К=А1—(2В. (5)

Мы имеем: КК=(А + <2В)(Д1֊0В) = АА։ - (2В(2В + ЦВАг - А(2В = 
= ААг—ВуВ-\- Т, так что

КК=АА,-ВВг+Т1,

К К = АА1-ВВ1+Т1, (6)
где операторы Ти 1\ вполне непрерывны в X. Остается применить 
теорему Аткинсона.

Остановимся на вопросе об индексе оператора К. В приложениях 
излагаемой схемы индекс х (Д) операторов А из алгебры ЯК обычно 
известен. Поэтому мы будем исходить из того, что индекс х (АА1— 
— ВВ^} известен. Из (6) следует, что (в случае нетеровости)

х (К) 4-х (£)= х (АА1-ВВ1).

Отсюда ясно, что для вычисления х (К) нужно установить связь меж

ду х (К) и х(Х). (В примерах 1 и 2 х (К)=х (К), а в примере

Зх(Х)=—х(К). .
Введем еще вспомогательный оператор

К^А-ОВ, (7)

который будем называть сопутствующим (по аналогии с терминологией 
в [2]). Привлечение оператора К' вызвано тем, что в приложениях 
обычно легче найти связь между х (К) и х (К՛), чем между х (К) и 

х (К). Оказывается, из связи между х (К) и х (К') может быть полу

чена связь между х (К) и х (К).
Добавим к аксиомам 1), 2), определяющим алгебру ЯК, еще одну 

аксиому:
3) Множество нетеровых операторов из ЯК плотно в ЯК- Эта 

аксиома выполняется в приложениях, в частности, в примерах 1—3.
Справедлива следующая
Теорема 2. Пусть ЯК — алгебра, определяемая условиями 

1)—3), пусть А, В^ЗХ и оператор АА1 —ВВг нетеров. Тогда из 
равенства

= * (£') (8)
для любого нетерова оператора Ь=С+ (20, С, О £ ЯК, следует, что и

х(Х) = х(Х).
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Доказательство. Операторы К, К, К — нетеровы в силу 
теоремы 1. Заменим, пользуясь аксиомой 3, в операторе К=А-\-(2В 
оператор А на близкий ему по норме нетеров оператор так, что 
операторы №= А<"+(&,№=А?-()В. (КМ)'= А<‘)—(}В по-преж
нему нетеровы и, в силу теорем об устойчивости, их индексы не из
менились. Очевидно, А^=0А*)(2 + Т&, где 71։*5 вполне непрерывен. 
Поэтому с самого начала можно считать, что А (а, следовательно, и 
А1=(2А(2+7՝) нетеров. Имеем

ЛЛ= Л,Л+ (?АВ+ Г։,

КА = АгА - $АВ + 7\,

где Г։, Л ~ вполне непрерывные операторы. Из (8), считая 

£ = АгА 4֊ ОАВ, получаем, что х (АгК) =х {КА). Так как здесь все опе

раторы нетеровы,'и х (Лх) = х {А), то х(/Г) = х(А)> что и требовалось.
Таким образом, если в алгебре Ж удается доказать равенство 

(8): х (£)=х (£'), Ь=СЭХ> то индекс оперяторя К вы** 
числяется по формуле

*(К)=|*(М֊ЭД).

Замечание. Равенство (8) будет выполнено, если, например, 
в алгебре Ж существует нетеров оператор I/ такой, что £/<2 + <2£/— 
вполне непрерывный оператор. Тогда между данным оператором и 
сопутствующим существует простая связь:

1!К— К'и = Т. (9)

‘ В §§ 2, 3 в соответствующей реализации излагаемой схемы опе
ратор и будет найден.

Заметим в связи с построениями этого параграфа, что для опера
торов вида А-\-(2В, где <2*=/, некоторые результаты алгебраического 
характера были получены в работах П. Przeworska-Rolewicz при иных 

аксиоматических предположениях (см., например, [4]).

§ 2. Сингулярный оператор с отражением (случай 7=0)

Рассматриваем в (—оо, оо), р^>1, оператор

(ЛГ<р)(х) = а (х) <р (х)+ Ь (х) <р (V—х)+ с (х)(5?)(х)+</ (х)(5<р)(х—х)

(Ю)
где м — вещественное число, а (х), Ь (х), с (х), <1 (х)£С ([— оо, со]). 
Оператор К имеет вид К — А-\-(2В, где ((2ф)(х)=<р (м—х),

(Л?)(х) = а (х) <? (х)+с (х)(5?)(х), (2?<р)(х) = 6 (V—х) <р (х)+</ (?—х)(5<р)(х). 

Очевидно, (25 = — 5(2, так что здесь оператор А1։ определяемый



72 Н. К. Карапетянц. С. Г. Самко

аксиомой 2) § 1 находится по формуле (4). Отметим, что ,в алгебре 
операторов вида Т аксиома 3) § 1 выполняется.

В силу теоремы 1 § 1 нетеровость оператора (10) обеспечивает
ся нетеровостью оператора

(АА,—ВВ^) <?=р (х) <р (х)+<7 (х)(5ф)(х) + ( 7»(х), 
где
Р (х)+ч (*)=[« (*)+с (х)][а (V— х) —с (*—х)]— [6 (х)— </ (х)][6 (*—х)+ 

+ </ 0 — х)]= Д (х), р (х)—д (х) = Д (у — х).

Таким образом, при
Д(х)=^=0, — оо^х><оо, , (11)

оператор (10) нетеров в Вр (—со, оо).
Переходим к вычислению индекса х(К) оператора (10), считая 

условие (11) выполненным. Покажем, что х (К) = х (К'), где
(А7ф)(х)= а (х) <р (х)—Ь (х) ф (*—х)Ц-с (х)(5ф)(х)—</ (х)(5©)(?—х).

Имеет место простая связь вида (9):
ЗК~К'3=Т„ (12)

где 7’,—вполне непрерывный оператор. Для ее доказательства доста
точно заметить, что 5(2 = — (25. Из (12) же следует, что

х (К) =* (К'), 
каковы бы ни были коэффициенты а, Ь, с, С ([— со, ос]). Тогда в 

силу теоремы 2 х (К) = х (К), и мы приходим к следующей теореме. 
Теорема 3. Оператор (10) нетеров в Ьр (— со, оо), р^>1, при 

выполнении условия (11) и х (/0 = — 1п<3 Д (х).
Следствие. Краевая задача Римана с отражением

Д(х) Ф\(х) + В(х) Ф֊ (х) +|С(х) Ф+ (V - х)+ £>(х) Ф֊ ^-х)=Г(х)

_____  03)
с непрерывными коэффициентами нетерова в Ьр, если

Д (х) = А (х) В (■*—х) — О (х) С (V—х)=^=0,

— СО X -С °°
и ее индекс равен — 1пс1 Д (х).

Отметим работы И. М. Мельника [5] и В. И. Азаматовой [6], в 
которых рассматривались некоторые специальные случаи задачи (13) 
при**=0, а также работы Юханонова Н. Н. [8] и Комяка И. И. [9].

§ 3. Сингулярные операторы с дробно-линейным сдвигом

Рассматривается оператор
(*ф)(х) = а (х) ф (х)+6 (х) ф [а (х)]+с (х)(5ф)(х)+ (х)(5ф)[а(х)]=/(х),
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где

X — о
(без ограничения общности считаем 1 = 1).

Введем следующее весовое пространство:

где

Р_

Очевидно, р(х)=|Д|4 1 [а'(х)|2 4>д = 3։+?.

Мы увидим (при некоторых»предположениях к относительно коэф
фициентов а, Ь, с, что именно в этом пространстве операторы ви
да (14) образуют кольцо (с точностью до вполне непрерывных сла
гаемых).

п °1. Случай сдвига, сохраняющего ориентацию (Д<^0). Обо-
значим

*о(х) =
Ь (х)(х-8) 
/Ж ’ (х) =

*(х)(х-8)

«2т)М=,-/|дГ£1^1. 
X — о

так что оператор (14) принимает вид

= а? 4- 60<2<р + с(15)
I

Очевидно, оператор О ограничен в Ьр

8<2ф1гр = Мдр 
р р

и является инволюцией: <22 = I. Мы естественно будем предполагать, 
что коэффициенты а (х), Ьо (х), с (х), (х)£С ([ — со, оо]). Тогда опе
ратор К ограничен в 1?р (см. [7]).

Справедлива следующая
Лемма. Операторы 0 и 5 коммутируют

(?5<р= 5 О?, 

Доказательство. Имеем

«25?)(х) = 1 Г ? _/|А| 1 Г?[*(<)] К (г)|
X—8 3/—а(х) те х-^ а (#)—а (х)

—>00 — ас
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=. Чя(-Цл« и О—8Х*—«) - .по
Здесь мы воспользовались формулами

«' (х)= — Д (х-8)֊2, а (0—«(«)= —д * >и~-----м '
8)(х — 8)

Следствие. Операторы А՛ 4՜ Т, где К—оператор (15), а Т — 
вполне непрерывный оператор, образуют кольцо.

Применим рассуждения § 1. Рассмотрим в Ь9Р алгебру £0? опера
торов вида

(Лф)(х) = а (х) <? (х) + с (х) (5ф) (х) 4- ( 7ф)(х), 
где Т—вполне непрерывный оператор, а (х), с (х) £ С ([—оо, со]). 
Эта алгебра удовлетворяет аксиомам 1)—3) § 1, при этом оператор 
А1։ определяемый аксиомой 2), имеет вид

(А?) (*) = а [а (х)] <р (х) + с [а (х)] (5ф) (х), 
что легко проверяется с помощью леммы.

В силу теоремы 1 § 1 нетеровость оператора (14) или, что то 
же, (15) в՜ £р обеспечивается нетеровостью оператора ААг—ВВ1г где 
на этот раз

(Вф)(х) = Ьо [а (х)] ф (х) + </0 [а (х)] (5ф)(х), (Д?) (х) = 60(х) ф (х) 4՜ 
+ </0 (х) (5ф) (х).

Мы имеем

(АА1~ ВВ.) ф = т (х) ф (х) + и (х) (5ф) (х)+ (7» (х), 
где

т (х) + п (х) = (а (х) 4֊ с (х)}{а [а (х)] 4- с [а (х)]} — 
—{6 (х) 4֊ (х)}{6 [а (х)] 4՜ </ [« (х)]) = Дг (х), 

пт (х) - л (х) = {а (х) — с (х)}{а [а (х)] — с [а (х)]} — 
— (6(х)- е/(х)} (6[а(х)] —</[а (х)]) = Д։ (х).

Таким образом, условие нетеровости оператора К принимает вид 

Д1 (х) ¥=0, Д։ (х)=/=0, — со<х<со. (16)

Покажем, как и в § 2, что х (^) = л (К), для чего достаточно по
казать, что х (К) = х (К'), где К՛ = А — (}В.

Последнее утверждение вытекает из связи типа (9)

ик-кги= Т8, (17)

где II—обратимый в Ьр оператор: (6/ф) (х) = п (х) ф (х), где

и (Х) = -*-*(*) = _х;-28х-Р
х 4- а (х) 4՜ г х’4-0 + / (х—8)
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Связь (17) проще всего проверить, если заметить, что и (х) + 
+ и[а(х)]^0.

Тем самым получена следующая
Теорема 4. Пусть а (х), с (х), 6 (х) (х— 8), (х) (х — 3) £

€С([-оо, оо]). Оператор (14) нетеров в пространстве Ср при вы
полнении условий (16), при этом

1
2

1п<1
Д2 (*)

Следствие. Краевая задача с дробно-линейным сдвигом (Д<0) 
А (х) Ф+ (х)+ В (х) Ф֊ (х) + С (х) Ф+ [а (х)] £> (х) Ф֊ [а (х)] = £ (х)

— оо <^х < оо

с коэффициентами А (х), В (х), С (х)(х—о), И (х)(х—8)£ С([— оо, оо]) 
нетерова в (Др)1, если (х) = А (х) А [а (х)] — С (х) С [а (х)] =/= О, 
Д3 (х) = В (х) В [а (х)]—О (х) Д) [а (х)] =/= 0, и ее индекс равен

2
2

1пс1 Мх) 
Л,(х)

п° 2. Случай сдвига, изменяющего ориентацию (Д^>0). В слу
чае такого сдвига все построения повторяют рассуждения § 2. Изме
нения по сравнению с п° 1 этого параграфа коснутся лишь выбора

«2?)(х).= /д
х—о

(очевидно, снова (?*=/, 11СМдР = Мдр)՛ В этом случае, как и в § 2, 
р р

03 =-30-
Поэтому оператор Аг по оператору (Лф)(х)= а (х) ® (х) + с (х)(5<р) (х) 
строится в виде (Лх?)(х) = а [а (х)] ® (х) —с [а (х)](5<р)(х). И, наконец, 
роль оператора £/ из связи (9) играет, как и в § 2, оператор 3. Окон
чательный результат содержит следующая

Теорема 5. Пусть а (х), с (х), Ь (х)(х— о), (х)(х — о)£
С С ([— оо, оо]). Оператор (14) нетеров в Ср при выполнении усло
вия

д (х) = {а (х) + с (х)} (а [а (х)] — с [а (х)]) —
֊ (6 (х) - (х)} (6 [а (х)] + еф(х)]} =# О,

— оо X ОО 
при этом

/ДР(К) = — пн! Л (х). 
р

Аналогично переформулируется следствие из п°1.
Ростовский-на-Дону
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Ն. Կ. ԿԱՐԱ^ԵՏՑԱՆՑ, Ս. Գ. ՍՍ.ՄԿՈ. Կարլեմանի կոտորակագծային տեղաշարժով սին֊ 
գուլյար ինտեգրալ նավասարումներ աււանցքի վրա և ինվոլյուցիայով օպերատորների նետե । 
րայնությունբ (ամփոփում )

Առաջարկվում է Բան ախ ի տարածության մեջ ձ — (ՀՑ ((Հ~ն ինվոլյուցիա կ, Q^ /) 
տեսքի օպերատորների հետազոտման մի ընդհանուր սխեմա, որը կիրառվում է

(ձֆ)(<) = Օ (X) <? (*)+ ե (X) Փ [օ (*)]+ ~Հ~՜ [ .Փ +

1էք յ ր ---  X
•^օօ

+ճճճ ք ■ ժէ,

*1 յ է-« (*) 
— •»

ւփնգոլլյար ինտեգրալ օպերատորների ուսումնասիրության մեշ։ Այստեղի (յ)~Ը գստորակա- 
գծային տեղաշարժ է, որը բավարարում է Կարլեմանի պայմանին'

։։ խ (X)] = X, — օօ <Լ օօ.

Գտնված է այնպիսի կշոային Լր տարածություն, որտեղ /( օպերատորի համար ճիշտ է 
նետերի տեսությունը։ Գտնվաէ են օպերատորի նետերս։շնության պայմաններ և րանաձև,
որով կարելի է հաշվել նրա ինդեքսը։

N. K. KARAPETIANC, S. G. SAMKO. Singular integral operator» on a line 
with a fractional linear shift of Carleman type and Noether theory of operators 

with involution (summary)

A general scheme of investigation of operators A + QB with involution Q(Q։ = Z) 
in Banach spaces is proposed and applied to singular integral operator

(Kip)(x) = a (x) <P (x).+ b (x) <f [a (x)] + c (x)(5<p)(x) -f- d (x)(5<?)[a (x)]

where (֊S’?) (x) =----: 1 <p (f) (/ — x) 1 dt and a (x) is a fractional linear shift of Car-
nf I

leman type: a [a (x)] — x. The weight i^-space is found which is appropriate for 
the Noether theory of operator K. The condition for operator [K to be Noetherian as 
well as the formula for its index are obtained.
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