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КОМПЛЕКСНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ПОЛУГРУППЫ 
МАТРИЦ РАНГА 2 НАД КОНЕЧНЫМ ПОЛЕМ

Цель работы —исследование представлений над полем С комплекс
ных чисел полугруппы квадратных матриц над конечным полем 
К=СГ(д), д=рс. В работе излагается дальнейшее развитие метода 
предложенного в [1] для описания представлений полугруппы матриц 
ранга С1. Здесь решается тот же вопрос для матриц ранга -^2.

1°. Строение полугруппы матриц. Пусть Мп—полугруп
па матриц порядка п над полем К. Всякий двусторонний идеал полу
группы Мп есть множество матриц, ранг каждой из которых не пре
восходит некоторого числа, так что все двусторонние идеалы естест
венным образом линейно упорядочены по включению

Мп = Мпп гэ • о М՞ •=> М% = (0).;

Здесь Мпт обозначает множество матриц, имеющих ранг, не превосхо
дящий т.

Фактор-полугруппа М'}п\Мпт_л вполне простая и к ней может 
быть применена известная структурная теорема (см. [2]). Для наших 
целей нужно фактическое описание структурной матрицы для этой 
полугруппы.

Введем в рассмотрение пространство столбцов 5Л длины п над 
полем К и пространство строк 5*  той же длины. Пространство 5*  
естественно считать сопряженным с пространством 5Л. Каждую квад
ратную матрицу будем интерпретировать как оператор левого умноже
ния в пространстве £я. С любой матрицей А £ Мп связаны пространство 
ее столбцов (точнее, натянутые на ее столбцы) и пространство ее 
строк. Первое—АЗП содержится в 5Л и является образом при действии 
оператора А. Второе содержится в 5*  и представляет собой аннуля
тор ядра оператора А. Если ранг матрицы А равен т, то простран
ства ее столбцов и строк тп-мерны,

Пусть Р=АЗП~пространство столбцов матрицы А £ Мпт \ 
(т. е. ранга т), и пусть Р—матрица вида п'Х.т, столбцы которой со
ставляют некоторый базис пространства Р. Ясно, что А = РВ, где 
В некоторая (тпХп)-матрица, составленная из коэффициентов, с кото
рыми столбцы матрицы А выражаются через столбцы матрицы Р. 
Матрица В в этом представлении единственна. Далее, строки матрицы 
А являются линейными комбинациями строк матрицы В, так что про
странство <?' строк матрицы А содержится в пространстве строк
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матрицы В. Матрица В имеет т строк, а пространство 0' имеет раз
мерность т. Поэтому пространства строк для матриц А и В совпа
дают, и строки матрицы В линейно независимы. Пусть О' — матрица 
вида тХп, строки которой составляют некоторый базис пространства О'- 
Тогда В= СО', где С однозначно определенная невырожденная тХт 
матрица. Таким образом, верно следующее предложение.

Предложение 1. Матрицы ранга т, заданные над полем 
К и имеющие данное пространство Р столбцов и данное прост
ранство 0' строк, однозначно записываются в виде А = РСО՛, гДе 
С принадлежит группе Ь (т, к) невырожденных матриц порядка 
т, Р—матрица, столбцы которой составляют базис простран
ства Р и 0'—матрица, строки которой составляют базис про
странства О'-

Предложение 1 верно при любом поле К. В дальнейшем будем 
считать К=СЕ{Ч).

Рассмотрим квадратные матрицы порядка
=__________ (?Д֊1)-(Н) ____

(Г-1)--- (<7֊1)(<7я-т-1) (9֊ 1)
равного числу подпространств размерности т в п-мерном простран
стве над полем К. Строки матриц занумеруем /п-мерными подпростран
ствами Р пространства •$,, столбцы —тп-мерными подпространствами 
О' пространства 5*.՛  Предположим, что во всех этих подпространствах 
выбраны базисы. Матрице А—РСО' сопоставим матри

* Знак X обозначает тензорноепроизве дение.

цу (А) порядка АГ", у которой имеется единственный ненулевой 
элемент, равный С, на пересечении строки и столбца с номерами Р 
и О':

<р(Л) = СХ*е л<?.. (1)

Будем считать, что умножение матриц Д; ранга т осуществляет
ся как в полугруппе т. е. произведение заменяется на
нуль, если ранг произведения меньше т. Легко видеть, что

<? (ДХД2) = <р (А) ПТ (Д2), где П= 2 (О' ?)Х*е  р.
р. 4'

Здесь (О' Р) обозначает элемент группы Цт, К), если 0' Р невы
рожденная матрица и О, если эта матрица вырожденная.

Введем теперь в рассмотрение полугрупповую алгебру Упт над 
полем С комплексных чисел для полугруппы Мпт \ Мпт _։ и алгебру 
матриц порядка Л^п над групповой алгеброй группы £ (тп, К). 
Указанное выше отображение <р базисных элементов алгебры Ия в 
алгебру 1Р" естественно продолжается до биективного отображения 
Упт на №пт. Ясно՝, что формула <? (Д։Д2) = (Д!) П<р (Д2) сохраняет՜ 
ся для любых Д1։ А2£ Упт. Отображение ф; Д-»<р (Д) П будет гомо



442 Б. М. Едигарян, Д. К. Фаддеев

морфизмом Упт в и это отображение будет изоморфизмом И" 
на в том и только в том случае, если П—невырожденная матрица.

Пусть Д—представление группы Ь (т, К). Ясно, что если П не
вырождена, то матрица Пд = А (П) = 2 △ (О'Р) X е„, р невырождена 

и обратно, если все Пд невырождены, то невырождена и П, причем 
достаточна невырожденность Пд при всех неприводимых представле
ниях А.

Наши дальнейшие усилия будут направлены на доказательство 
невырожденности Пд для некоторых классов представлений А. В ча
стности, будет установлена невырожденность Пд при /п = 2 и любом 
п, для всех представлений А группы £ (2, К).

2°. Матрица «д. При замене представления А на эквивалент
ное, матрица Пд, очевидно, подвергается преобразованию подобия. 
Выясним как она изменяется в зависимости от выбора базисов в про
странствах Р и О'- Пусть Р и О'— матрицы, составленные из некото
рых новых базисов подпространств Р и О', • так что Р = Р а (Р), 
£'=₽«2') о՛, где а (Р), $(О')£Цт, К)—матрицы, связывающие но
вые базисы 7Л' с исходными Р, О'- Тогда

Пд = 2 А(Р(О')«2'Р)а(Р)) Хе0.р= 6/ПдИ,
Р.Ч'

где 11 = 2 А (Р (О')) X ед, р, , V = 2 А (а (Р)) X ер р — квазидиаго- 
<?- ' р

нальные матрицы.
Введем в рассмотрение матрицы Пд = 2Д 1 (О'Р)Хер, <?•

и *д  = П1Пд= 2 (2 ДЛЗ'А)А(3'РуЛхе„ Р/.
р1։ Р/ \<?г / '

Из формулы преобразования матрицы Пд и аналогичной формулы 
для П*  следует, что матрица «д не изменяется при изменении бази
сов в подпространствах О' и претерпевает преобразование подобия 
посредством матрицы V при изменении базисов в подпространствах Р. 
При переходе от представления Д к эквивалентному матрица к4 тоже 
превращается в подобную. Поэтому собственные значения матрицы 
■кд не зависят ни от выбора базисов подпространств, ни от выбора 
представления А в классе эквивалентных представлений.

Если А—унитарное представление (а такое существует в каждом 
классе эквивалентных представлений), то матрица Пд сопряжена с Пд. 
Поэтому матрица всегда отлична от нулевой, матрицы «д и Пд— 
одновременно вырожденные или невырожденные, Ги все собственные 
значения матрицы «д вещественны и неотрицательны.

3°. Подъем представлений. Пусть |дано представление А 
группы £ (т, К). Построим, исходя из него, представление А труп
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пы к (п, К) следующим образом. Выберем базисы Р во всех тп-мерных 
подпространствах Р пространства 5Л. Пусть А^к (л, К). Ясно, что 
матрица А Р дает некоторый базис пространства АР но, вообще го
воря, отличный от заранее выбранного АР, так что АР = АР а (А, Р), 
где а (А, Р)—некоторый элемент группы к (т, К). Положим

(>*  Д)(Л)=2Д (а(Л, Р)) ХеАР р. 
р

(2)

Легко проверить, что X" Д есть действительно представление 
группы к (л, К). Переход от представления Д к представлению ^пт А 
будем называть подъемом, а само представление X՞ Д — поднятым от 
Д. Ясно, что замена представления -А на эквивалентное влечет пе
реход к эквивалентному поднятому представлению. Изменение базиса: 
Р = Р у (Р), тоже влечет преобразование подобия: ®ХтД-»Г՜1 (Х^А) Г,
где Г=ЗЧР) Херр. 

р

Подъем представления можно описать еще следующим образом. 
Представление Д группы к (т, К) естественно распространяется на 
группу Н1̂, составленную из невырожденных ступенчатых матриц 
/В, С\д с диагональными клетками порядков т и и—т, если положить

△ = (А)- Тогда Д есть не что иное, как представление,
\0 Вг/ 

индуцированное на к (л, К) представлением А. В обозначениях статьи 
[3] X՞ Д = До1Л_т.

Если представление А приводимо: А = Aj ф • • • ф Д^, то Х^ Д = 
— '"т “1 © "■ ® Kt &3՝ Если Д-неприводимо, то Х^ А может оказаться 
приводимым. Неприводимые представления группы D, входящие в под
нятые от группы к (т, К) представления, характеризуются следующим 
свойством.

Предложение 2. Для того чтобы неприводимое представ
ление D группы к (п, К) входило в 'i.nm А при некотором представ
лении А группы к (т, К), т-^п, чеобходимо и достаточно, чтобы

Г\ Г гЛ f В tnограничение и на группу пт, состоящую из матриц вида I 1 
՝ О В/ 

содержало единичное представление этой группы.
Действительно, по закону двойственности Фробениуса, ограниче

ние О на Нт содержит единичное представление в том и только в 
том случае, когда О содержится в представлении, индуцированном 

единичным представлением группы Нт. Имеет место включение 

Нт с Нт <^к(п, К), причем Нт есть нормальный делитель Н„.Пред
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ставление, индуцированное на Нт единичным представлением Нт 
есть регулярное представление факторгруппы Нт / Нт (т, К), рас
пространенное на Нт и оно распадается в прямую сумму (с надлежа
щими кратностями) всех представлений Д, где Д неприводимые пред
ставления группы Ь (т, К). Поэтому представление о, индуцированное 
на А (п, К) единичным представлением группы Нт есть прямая сумма 
(с теми же кратностями) поднятых представлений >֊,„ Д, где Д все 
неприводимые представления Ь (т, К). Тем самым, неприводимые со
ставляющие представления о суть те и только те представления 
А (п, К), которые содержатся в представлениях /-,п Д, что и требова
лось доказать.

Нетрудно выяснить, что представляют собой те неприводимые 
представления Д группы Ь (т, К), в подъеме которых содержится дан
ное представление Ъ группы А (п, К). Именно, ограничим А> на груп
пу Н", и разложим получившееся представление на неприводимые. 
Некоторые из них при ограничении на Нт не будут содержать еди
ничное, некоторые будут. Но Нт есть нормальный делитель группы 
Н"п. Поэтому, если ограничение некоторого неприводимого представ
ления группы Нт на Нт содержит единичное представление, то оно 
превращается в единичную матрицу на Нт, т. е. его можно рассмат
ривать как естественное продолжение Д на Нт представления Д фактор
группы Нт/Нт^Ь (лт, Л). Ясно, что А) будет содержаться в подъ
еме тех и только тех Д, для которых Д содержится в ограничении О 
НИ НПт.

Группы Нт упорядочены по включению:

А (л, К)=Н£ =э ЯГ о........^НЦ-г ^Н" = (Е).

Поэтому, если единичное представление содержится в ограничении 
представления А) группы А (л, К) на группу Нт, то единичное пред
ставление содержится и в ограничениях на все Ни при к^т. Наимень
шее т, обладающее этим свойством, назовем глубиной, представления. 
Единичное представление и только оно обладает глубиной О.

4°. Алгебра матриц, коммутирующих с матрицами 
поднятого представления. Пусть матрица В = 2 Вр1։ р/ X 

X еР1։ Ру > разбитая на квадратные клетки Вр/։ р/ , коммутирует с мат
рицами представления АщД. Очевидно, что условие коммутирования 
равносильно следующей системе соотношений между клетками:

ВлРрАР! =• Д (а (А, Р1)) Вр/։ р. д՜1 (а (Л, Р, )). (3)



Представления полугруппы матриц 445

Эти соотношения показывают, что как только известна некоторая 
клетка Вр։, , так однозначно определяются все клетки Варвар/- Все 

х пары (Р/, Р/) разбиваются на траектории (АР/, АР/). Ясно, что две 
пары (Р/, Р/) и (Pi.Pi) принадлежат одной траектории в том и толь
ко в том случае, если с1։ш Р/ ПР/ = сИт Рк Л Р/. Число различных 
траекторий равно поэтому т-|-1.

Для дальнейшего целесообразно остановиться на некотором ка
ноническом выборе базисов в т-мерных подпространствах Р простран
ства столбцов 6'Л. Именно, будем считать, что номера первых сверху 
ненулевых элементов столбцов строго возрастают слева направо, все 
эти элементы равны 1, и все элементы строки, предшествующие верх
нему ненулевому элементу столбца равны О. Ясно, что любая пХпг 
матрица с линейно независимыми столбцами может быть приведена к 
такому виду посредством линейного комбинирования столбцов и такое 
приведение единственно.

Рассмотрим подробнее клетку Вр.,р„ считая

(
Е/ 0 \ / Е/ 0 \ ■
О Ет—/ | р _ I 0 0 |
0 0 ’ ^֊~ 0
0 0/ \0 0 /

(разбиение на клетки одинаковое, так что размеры всех клеток оче- 
видны). Ясно, что сйт (Р1 П Р») =/.

Равенства АР3=Р3 и АР2=Р2 будут одновременно иметь место 
тогда и только тогда, когда матрица А имеет вид

(
Дц Л12 Д13 Дц\
0 Д82 А23 Л24 | ...
0 0 лмлм
ООО Л44/

(при разбиении на клетки согласованном с предыдущим, так что Дп, 
Л։2, -^зз> —квадратные невырожденные матрицы порядков /, тп—/,
т—/, п—2т -р/ соответственно). В этом предположении

- /А А \ — — /А А \АР3=Р3 " 12 ) и АР„=Р2 ( п 13 )•1 1 \ 0 А22 ) - 2 \ 0 А33 /

Таким образом, соотношение (3) дает

Вр„ р, = Ь (Аи А1г ВР,. Р, А՜1 (А11 А13 • (5)
' \0 А22) " ’ '4 0 Л„/

Положив Ап=Е/, А33 = Ет-ц Д„=0, получим

Вр.,р, = ь(Е' Ал*\ Вр^- 
\0 А22)

Это значит, что если Вр,,}р,У=0, то ненулевые столбцы матрицы Врир, 
принадлежат подпространству, инвариантному для ограничения пред-
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ставления А на подгруппу матриц Н” = (п и на этом под՜
I \0 -^22 /)

пространстве ограничение представления обращается в единичное.
Далее, положив Д12 — А13, А& = А33, получим

Д (Аи А1г }ВР„ р, = Вр„ р, Д (А" 
\ 0 А22 / \ О

А1г Ч) >
Д22 /

(6)

что означает, что клетка Вр„ р, перестановочна с ограничением пред- 
(/А А \]ставления А на подгруппу Н” = м п .12 )}• Допустим, что базис в
1\ О А22 /)

модуле представления Д выбран так, что ограничение А на Н/ разби
вается на неприводимые части. Некоторые из них 3։,-••, обращают

ся в единичные матрицы на Н/՝, остальные не содержат единичного

представления на ///’. Тогда Вр„ р, =
С0\ 
О О/

где С—матрица, комму

тирующая с матрицами представления 32 ф • • • ф Од. Легко видеть, что 
любая матрица такого вида может быть принята за клетку Вр„ р,.

Отметим некоторые следствия. Прежде всего, неравенство 
2?р,, р, =/=0 возможно только, если / = с!։т Р1П/>։ не меньше глубины 
представления Д. В частности, если глубина Д равна т, то отличными 
от нуля могут быть только диагональные блоки. Далее, диагональные 
блоки все скалярные, если А—неприводимое представление, ибо Вр„рг 
коммутирует со всеми матрицами представления Д. Остальные диаго
нальные блоки Вар,, ар, равны Вр„р, в силу (3), так что они вместе
составляют скалярную матрицу.

5°. Свойства матрицы
Предложение 3. Матрица коммутирует с матрицами 

представления Д.
Доказательство. Матрица «д составлена из блоков

СррР, = 2а->(0'Л)а(0'Р/1).
<?■

Ясно, что каждое слагаемое не зависит от выбора базиса в простран
ствах С'. Поэтому

Ср,.р,= 2 А՜1 (О' АР,) Д (О' АР,), 
в’

ибо О' и О'Д одновременно пробегают все т-мерные подпространства 
пространства З՛'. Далее

Сар, ар, Л՜’ (О' АР,) А (О'АР]) =

= 2 Д-՛ (О' АР, (а (А, Р։))-։) Л (О'АР/ (а (А, Р1 ))֊«) =
Q■
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= Д (а(Л,Л))-2Д-։ (З'ЛЛ)Д (О'ДР/)Д-։(а(Л, Л)) = 
4'

= Д (а (А, Л)) СР1.Р/ Д՜1 (а (А, Р,)).

В этом равенстве В1 пробегает все /X (т—/)-матрицы, Вг — все 
невырожденные матрицы порядка т—/. Множитель д<п («-։«+/) равен 
числу возможностей для матриц Ва, В4.

В частности, диагональные блоки равны дп (л ~ т) Е, где Е—еди
ничная матрица, порядок которой равен степени представления Д.

В общем случае, матрица Л/ подобна матрице

<7 2 (д-1).0). (9)

Здесь V (/, Д) равно числу вхождений единичного представления в ог

раничение Д на подгруппу Н/1. Для того чтобы в этом убедиться, до-

Таким образом, матрица яд удовлетворяет соотношениям коммутиро
вания (3), что и требовалось доказать.

Следствие. Если глубина представления А равна т, то мат
рица «д невырождена. Действительно, в силу сказанного в конце 4° 
она скалярна. Кроме того, как отмечалось выше, яд всегда отлична 
от нулевой матрицы. Следовательно, яд = аЕ при а=^=0.

Таким образом, для нас в дальнейшем будут представлять инте
рес только те неприводимые представления Д группы Ь (т, К), глу
бина которых меньше т.

Вычислим теперь клетки СР/, Р/, из которых составлена матри
ца яд, исходя из описанного выше канонического выбора базисов в 
подпространствах Р. Будем считать, что матрицы О' транспонированы 
с каноническими.

Пусть

(
Е/ 0 \ / Е/ 0 \
О Ет ֊/ । р _ 10 0 |
0 0 ’ 2 “ 0 Ет-1 V
0 0/ \0 0 /

Ясно, что произведение (?' Рг будет невырожденной матрицей, толь
ко если первые т столбцов матрицы О' составляют невырожденную 
матрицу, а тогда, в силу канонического выбора, матрица О' имеет вид 
(„' а Вп R )■ Поэто“У ВЛ Следова-
\0 Еш_/ В3 / \0 Д/
тельно, матрица В3 невырожденная и

Ср,. р, = дт <п֊^Л Л7, (7)
где

Л/= 2 Д 
в„ в,

Е/, В,\
О, Вг) / (8)
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статочно разложить ограничение Д на Н/‘ на неприводимые состав

ляющие и заметить, что порядок группы Н/‘ равен
д/(д"<-/—1)(д"<֊/ — д)- ■ • (д™՜/ — д'" /-1).

Вычислим теперь след квадрата матрицы «д.
Предложение 4.

О 2 _ 2тп-2т’-т+Г П„ (д) ч (/, А)_  .
Р^~^ПЧ ' П/(д) ПЛ-2/+от (<?)

Здесь Пг (д) = (д'՜ — !)• • • (д—1).
Доказательство. «д = 2 Ер Ср{, р/ Ср^ рг

Разобьем полную сумму на суммы по траекториям пар. Имеем, 
согласно предложению 3

СдР/.ЛРу = Д (а(Д, Р^Ср^р, А֊1 (а(Д, Р/)), 

Сар/,ар1 = А (® (Л, Р/)) Ср/,р1 А-1 (а (А, Р»)). 
Следовательно

Сар1։ АР) Сар,. ар, = А (а (А, Р,)) Ср,.р, Ср^.р, А՜1 (а (Д, Р, )), 
откуда следует, что следы матриц Ср,.р, Ср,.р1 одинаковы, пока па
ры (Р/, Р/) пробегают одну траекторию. Вклад ..от одной траектории, 
характеризующейся равенством сПт Р/ П Рд= /> составляет

(/)՛•$? Рг Ср*/\'
Здесь (Р1։ Р2) —какая-либо пара на изучаемой траектории, ?*£(/)  — 

число пар на траектории.
Возьмем, как и раньше

/£> 0 \ /£/ 0 \
■р _  । 0 Ещ-/ | -р _ / 0 0 |

1 ро ’ 2 ՛ 0 •
\° 0 / \° 0 /

Положим

(
Е, 0 0 0 \
0 0 Ет-{ 0 |
0 Ет _] 0 0
0 0 0 Ец — 2т+? )

Тогда ДР1=Р։, ДР։= Ръ так что а (А, Рг) = л (А, Р2) =1 и С₽։,р, = 
= Ср„ р,. Поэтому
ЕР Ср,. Р, СР„ Р, = С\ Рг = д2՞1 ("-2®+Л+('"-Л(»1+/-։).П^_/ (д) -V (/, А).

Осталось подсчитать Г՞ (/). Это число равно индексу стацио
нарной для пары (Р1։ Рг) подгруппы в полной линейной группе Е (п, К)
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л (л- I)

Порядок Ь (п, К) равен Пл (д)-д 2 , причем второй множитель есть 
порядок силовской р-подгруппы. Стационарная подгруппа, матрицы 
которой и.меют вид (4), имеет индекс д(т~г>' в квазитреугольной группе 
матриц вида

-А1а Аи \
О Л,։ ^аз -^24 | 
О О А33 А33 I 
ООО

с диагональными клетками порядков /, т— тт—], п — 2т-}՜/. Груп 
па эта содержит силовскую р-подгруппу группы £ (п, К) и ее порядок

Л (л -I)

равен ПДд) Пт_/(д) П„ _ 2т+ ,((?) • д 2 . Таким образом

П(/) =
Пл (?) . q( т-л1՝

П/(д) Пт-/ (?) Пл-2т + / (д)

и вклад в Sp "2 от рассматриваемой траектории составляет
______ П„ (д)__________ 2т(п-т)— /д

П/ (д) ПЛ - 2/п+/(д) 4 - (10)

что и требовалось доказать.
6°. Подъем единичного представления. Поднятое еди- 

' ничное представление есть группа подстановок S„, которые претер
певают тп-мерные подпространства пространства Sn под действием 
элементов группы L (п, К). Порядок матриц этого представления ра

вен Nnm — ——. Алгебра матриц, коммутирующих с матри- 
Пт (д) ПЛ]—т (д)

цами этого представления, есть, очевидно

ЗКт= {с0 и0 4- С1 из -------Ь стит], (11)
где

Uf = 2 е РГ (12)
dim ₽(□[₽/=/

Ясно, что представление Snm эквивалентно представлению Sn-m и, со
ответственно, алгебра 2Rm изоморфна алгебре £0?л-т, поэтому мы бу

дем считать тп<у. В этом предположении все матрицы £7/, начиная 

с Uo, имеют смысл, и ранг алгебры равен m-t-1.
Имеем

dim РЩР/-Л 
dim P/п P(=f,

где и (Pi, Р*)  равно числу подпространств Р<, имеющих с Pi пересе
чение размерности /1։ и с Рц—пересечение размерности /8. Ясно, что
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(Р;, Р>) зависит лишь от размерности Р1 П Р*>  так что можно за
писать

С/.-С/, = 2
где равно р (Р/, Р«) для каких-либо Р/, Р*,  имеющих /3-мерное 
пересечение. Из этого описания следует, что п/„ /, = л/’/,, т. е. ал
гебра ЗКт коммутативна. Поэтому представление 5,п разлагается в 
прямую сумму т4֊1 неприводимых представлений.

Введем в рассмотрение модуль Р", представления 5'^ с базисом 
Обозначим через <2, подпространства размерности т 1 про

странства 5П и положим вц — 2 еР/.
' ррО/

_ „ _ п -Н1 «Предложение 5. При тп-С ~— векторы е^ линейно неза- 
Л

висимы.
Доказательство. Пусть 2Ср(е^=0. Это равенство равно

сильно У (2 Ср.) ер = 0 и, в силу того, что ер линейно независи- 
РТ Ч/аР1 1 1

мы, V Сс), =0 при всех Р/.

Пусть (2—одно из (2). Обозначим через 7/, О-^/^тп—1, мно
жество таких О/, что <Дт <2 П (?/ = /. Пусть (2/ £ 7/ и Тогда
сИт Р< П <2 = / или сПт Р1 Л <2 = / + 1. Обозначим число таких Р/ че
рез а/ и Р/ соответственно. В силу условия (иг—1)+тп -С п, обе воз
можности для Р/ реализуются при любом /, начиная £с /=0, так что 

₽/>0. Ясно, что а/ и Р/ не зависят ни от выбора <2, ни от вы

бора (2/ (внутри 7/). Обозначим через Г/ множество таких Р<, что 
<Ит <2 Л Р< = /. Если Р/ 7/ и О/ с Р1։ то <2/ £ 7} или <2/ £ 7/-1.

Просуммируем равенства У Сц. =0 по всем Р/ (- Т/. Получим, 

после перегруппировки слагаемых

или, согласно определениям чисел а-[ и Р/

Р/_1 2 С?'-}- в/ 2 Ср, = 0.

Заметим, что при /—т—1 множество 7/ состоит из одного единствен
ного элемента <2. Таким образом,

ат—I Сд + рт —2 2 Ср, = 0,
<?/€Гт-2
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«1 2 Cq/+?о s cQ. = о, 
QyCTo

'.“о 2 Cq. — О,

откуда заключаем, что С<) = 0. Так как <2 было произвольным, все 
С(?у=0, что и требовалось доказать.

Подпространство, натянутое на {е0/}, очевидно инвариантно и, 
как модуль для £ (п, К), изоморфно модулю представления По-
этому справедливо следующее.

Предложение 6. При т-С— представление содержит

представление 5"_։ и дополнительное представление Т^ непри-
водимо.

Действительно, первое утверждение ясно из предшествующего. 
Второе—из подсчета числа неприводимых слагаемых в 5" и •$"_г

Следствие. 5՞ = То ф ■ • • ф при тп-<Степень 

s представления Г" равна

№ _ ]\[п _ Пл (?)Пд (?) _
Пт (?)Пя-т (?) Пт —1 (?) Пл-т+1 (?)

= Пл (?) ,_т /„л-2т-г1 _

Пт (?) Пл_т+1 (?)
7°. Дважды поднятое представление. Пусть f<^m<n 

и 8—представление группы L (f, К). Представление '^nm 8) есть, со
гласно [3], (3 о 1т-<) о 1я_т. В силу ассоциативности действия о, оно 
вквивалентно результату тройной композии 8о1т-/о1п_т и может 
быть интерпретировано следующим образом. Рассмотрим пары про
странств dim Qj = f, dim Pi = m, составляющие „флаги“/7*.
Тогда D = 8 о lm-/oln_m есть представление, сопоставляющее элемен
ту А £ L (и, К) матрицу

£>H) = 23(a(AQ/)) ХеЛ„ .
• 'к к *’

при этом (2/ ££*  ИЯ (Л, (?/)££ (/, К), А(^ =А(2га (А, (2/).
Можно указать явные формулы, дающие изоморфизм модулей 

представлений ().“ 3) и £>, но они нам здесь не будут нужны.
Предложение 7. Представление (X™ 8) содержит пред

ставление X" 8.
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Доказательство. Модуль представления для О есть тензор
ное произведение модуля R представления о и пространства, натяну
того на векторы еР , нумерованные флаги Г՛,. Положим е„ = 2 ер.

4 / *
Векторы ед^ линейно независимы. Очевидно, что произведение про
странства R на пространство, натянутое на инвариантно для
матриц представления Д и на нем О »действует как представление 
А" 6, что и требовалось доказать.

Предложение 8. Пусть Дважды поднятое еди
ничное представление группы Ь К) содержит однократно под
нятое единичное представление группы Ь (т, К) и однократно 
поднятое единичное представление группы Ь (/, Л), с исключенным
единичным представлением.

Доказательство. Модуль для дважды поднятого единичного 
представления является пространство, натянутое на базисные векторы 

занумерованные флагами, и эти векторы переставляются как фла
ги при действии А£Цп, К):

О (Д) — 2 еАРк, гк

Положим ео, = У и ер = 2 е

Покажем, что между векторами е^. и еР{ имеется единственная
линейная зависимость 2 е0 = 2 ер . Действительно, пусть 2 Сд. е 4՜ 

4/ Р/ ‘ <?/'$/
4֊ 2 Пр, е„ = 0. Это равносильно У Сд, 2 еР 4֊ 2 (1Р[ У в = 0, 

р, 1 р‘ 4, 'Р04!‘ к р1 г&Рг "
откуда Сд/ + Ир/ = 0, как только <2/ и Р/ составляют флаг, то есть 
<2/ . Из этих равенств легко заключить, что все Сд։ и равны между
собой, что и привадит к единственной линейной зависимости У — 
— 2 е = 0.

р‘ Подпространство, натянутое на (е^}, инвариантно и на нем дей
ствует представление, поднятое от единичного представления группы 
Ь (/, К). Подпространство, натянутое на (еР։) тоже инвариантно и на 
нем действует представление, поднятое от единичного представления 
группы £ (т, К). Их пересечение одномерно и на нем действует еди
ничное представление. Тем самым, предложение доказано.

8°. Представления группы £ (2, К), глубина которых 
меньше 2. Применим выполненные выше исследования к случаю 
т =2. Группа £ (2, К) имеет, как известно, <?։—1 неприводимых пред՜ 
ставлений. Интересны для нас только те, глубина которых меньше 2՛ 
Все они содержатся в представлениях, поднятых от представлений 
группы £ (1, К), которая есть мультипликативная группа поля К и 
имеет <?—1 неприводимых представлений у0=1, Хи՜'՜» X?-։- Все они 
имеют степень 1. Глубина представлений Хъ,։֊»Х<?-2 равна 1, и под
нятые от них представления 8/=Х?//неприводимы. Степени этих пред
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ставлений равны д+1. Представление же /.2 /л состоит из двух неприво
димых слагаемых—единичного представления и представления степе
ни д. Таким образом, имеется только д неприводимых представлений 
глубины <1—это единичное представление, представления о/, /=1,..-, 
д-2 и представление 7,.

9°. Матрица "д в случае единичного представления 
группы Л (2, к). Из формул (7), (8) следует, что, при п>4

КД = д^ (д-1)(д*-1)  и0 +д2л֊5(д֊1) + д2»-*  £/,
в обозначениях 6°. Алгебра Ж" имеет £три гомоморфизма <р0, ®1։ ф8 
в поле комплексных чисел. Их кратности равны 1, 

9"֊1 _ 1 „ (д'1 — 1)(д'1՜՜1 — 1) _ д՞—1 
д֊1 (д— 1)<д2 — 1) д—1

Первый из этих гомоморфизмов легко найти, для чего следует воспользо-

ваться тем, что'£/0+£/1 + £/2 = «>=1 ........ . Матрица.«; имеет собствен-
х1«

ные значения —--------------- - и 0, с кратностями 1 и ------- — — 1(д—1)(д2—1) Н (д-1)(д2֊1)
соответственно. Ясно, что первое из них есть ®0 («;), а <р1 (ги)~<22^) = 0. 
Далее, бДа; = аю, где а равно числу ненулевых элементов в строке 
матрицы и1г которое равно, в свою очередь, числу 2-мерных подпро
странств 5", имеющих с данным подпространством одномерное пере- 

/„п--1I  1 \
сечение. Легко видеть, что оно равно (д + 1) • I------------- 1 ) =

\ д—1 /
(д+1)(дл-2 — 1) д п (д+1)(д՞-2—1) д . тг г

д—1 д—1
так что <Рп (/72)=<Р1((/2) = ®8(^/։) = 1, а <р0 (^о) = ?о (ш)— Фо (^1) ~?о (^г) = 
_д<(д«-3-1)(дл-г_1)

(д-1)(д։֊1)
Для вычисления гомоморфизмов <Рд и <р8 найдем, согласно 6°, 

^=П1։£/04-пп£/1-Ьп11 112. Здесь пи равно числу 2-мерных подпро
странств 5Л, пересекающихся по одномерным подпространствам с дан
ными 2-мерными подпространствами, пересекающимися по О. Это число 
равно, очевидно, (д+1)2. Далее, пп равно числу двумерных подпро
странств, имеющих одномерные пересечения с двумя данными 2-мер
ными, имеющими одномерное пересечение. Интересующие "нас подпро
странства могут проходить через пересечение данных,могут не проходить. 

Раздельный подсчет в этих двух случаях дает пц = ( -------------2 )-4-дя.
\ д—1 /

Наконец, пп есть число двумерных подпространств, имеющих одно
мерное пересечение с данным двумерным подпространством. Легко ви-
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2 \1 Ч —1 1 Iдеть, что пн = (д + 1)(------ 1 I ’
X ч — 1 /

(„л-1__ 1 \ /л«-։__ 112+дЗ ) и1+(ч+1)(я-------£_
ч— 1 / Л 7-1

-Л У.= (д+1)^+( ^^--3֊29) и,+ (?+1)<7'՛՜1՜ ?8~ ?+1 £.
/ \ Ч~ 1 ' 7~1

Обозначив ?1((/1) = г։. ?2 ((Д) = гг< получим, чго гк и г2 являют
ся корнями квадратного уравнения

 ,--2,.-,+2г_(; +1) Г--7’-0+1 _ 0> 
7-1 7-1

д'1՜1 — д’— д + 1
■откуда Д1, ч = — I — д, ----------- --------д—1

Сравнение следа матрицы £/х с суммой собственных значений, с 
/ггч д'1՜1—д’—д+1учетом кратностей, дает, что ?։ (сЛ; —------ - -------- , ?։(С'1) =

= — 1 — Ч- Далее,?! (£/0)= —<Р1 (^А) —1 = — 4 , ?2 (^о) = —?«(^1) —

—1 = д. Наконец, для кд = д2"՜7 (д —1)(д’ — 1) + д2՞՜5 (д — 1) £/։ +
+д2'*՜' 1 иг имеем

?о («а) = д4я՜8; ?х (гл) = д3"՜8; ?*  ("В = ч՝2՞՜6-
Таким образом, все три собственных значения матрицы «д отлич

ны от 0 и,) следовательно, «д невырождена.
Остается рассмотреть случай п=3. В этом случае 1У0 отсут

ствует, кд ==д(д—1) б/х+д’^, 112 = Е, £/1+£/։ = ш=^........соб

ственные значения ги равны д’+д+1 и 0 с кратностями 1 и д։+д. 
Соответственно, собственные значения <р0 (£/х) и ?х ((/х) Для равны 
д*+д  и —1 с теми же кратностями. Для ”д=д (д—1) (/х + дгЕ имеем: 
?о ^^=4*̂  Т1 (кл) = д» так что невырождена.

10°. М а т,р ица ид для △ = 3;. Представление 3; = ՝!.{ одно
кратно содержится в представлении, индуцированном единичным пред
ставлением группы Н\. Поэтому и ограничение 8/ на Н\ содержит 
единичное представление один раз и матрицы, коммутирующие с мат
рицами представления )֊2 3; имеют вид хЕ-\-у11, х,у£С, где (/—мат
рица, отвечающая траектории пар (Р{, Ру), при сНт Р/ ПР/=1. Та
ким образом, ранг коммутаторной алгебры для представления 15 8Х 
равен 2 и Х28/ состоит из двух неприводимых представлений, входя
щих однократно. Одно из них, согласно предложению 7, есть у/, 

7я—! г-его степень равна ------ . Следовательно, степень второго равна
7-1

(д+1)(5221Х7Г!=1)_
(д-1(д’-1)

7я-1 = (дя—1)(дя-2—1) 7
7֊1 (7-1)’
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Соответственно, кратности гомоморфизмов коммутаторной алгеб- 
(7я—1 (ап——1) о гры равны -—— и ----—--------------- Обозначим через я и ,3 собствен-

7—1 (д—I)2
ные значения матрицы кй. Диагональные блоки этой матрицы состав
ляют д2"՜4 Е, матрица и = яд — д2"՜4 Е содержит ненулевые блоки, 
соответствующие траектории пар подпространств с одномерным пере
сечением. Обозначим через и собственные значения матрицы и. 
Очевидно, что Ер и =0. Далее, по формуле (10),

Пл (?) . 4л-9

П1(д)П„_з(д) ¥ '

Следовательно, и удовлетворяют системе уравнений

д^ + (д^Хд^^р 0 
д-1 (д-1)2

?л-1 я2, (д"—1Хд"~а—1) д оа_ (д1*—^(д*՜ 1—1)(д*՜ 8—1) л,,,
д-1 (д-1)2 д-1. 4 '

откуда Р։=±(д—1) д2'*՜ 5, <4= Т (д'*՜ 2 — 1) д2/*՜ 4. Это дает для а и 3 
два варианта:

р = д2л~4 -|-(д—1) д2'1՜՜6; а = — (д'*՜ 2—2) д2**՜ 4 
или

Р՝= д2'1՜5; а = д3'*՜ 6.
Первый вариант отпадает при д^>2 и при д=2, п^-4, ибо соб

ственное значение матрицы яД не может быть отрицательным. Един
ственный сомнительный случай д=2, п~3 отпадает из-за того, что 
при д = 2 изучаемые представления 3/ отсутствуют.

Итак, собственные значения матрицы отличны от нуля и мат
рица "д обратима и в этом случае.

11°. Матрица кд для А = Т\. Представление Г? имеет глу
бину 1 и содержится в представлении, индуцированном единичным 

представлением группы Н\, один раз, так что и ограничение Т\ на 

группе Н[ содержит единичное представление один раз. Поэтому ал
гебра матриц, коммутирующих с матрицами представления Х$ 7?, имеет 
ранг 2 и само представление X" Т{ состоит из двух однократно вхо
дящих неприводимых представлений. Одно из них есть 7?. Действи
тельно, X? (1) = (1) ф Ту, так что (X? (1)) = X՞ (1) ®Х? 7?. В силу 
предложения 8, представление '1-2 (X? (1)) содержит сумму X? (1) и X՞ (1), 
с исключенным единичным представлег.ием, то есть X? (1) ф Т", так что 

Хг Т\ действительно содержит 7“. Степень Т\ равна----------1. Сле
д-1

довательно, степень второго неприводимого представления, входяще- 
л Л »7 2го в Аг 11 , равна

3-7
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(<7Л — 1) (д'1՜’ —1) /7я—1 Л _ д3(<7я՜՜1—1)(<7"՜2—1) ,
9 (<7-1)(9։-1) Ч֊1 / (уа ֊1)(<7—1)
Далее, положим тсд = д2?-'։Е-\-У, выделив слагаемое //, соответ

ствующее клеткам траектории с сПт Р/ Л Р/ =1. Обозначим через а 
и ₽ собственные значения матрицы «а, через и 0г— собственные зна
чения матрицы У. Получим подобно предыдущему

?(<?"-■֊!), 93(7"-1-1)(7'-2֊1)_ й =0
9֊1 (д-1)(д’-1)

9(д«-1_1) ։ (9*-1  -1)(9"->- 1)в?_ (Г-!)^"-1-!)^"֊2 -1)
(9֊1)(9'-1) ₽ 9-1 ’ ՛

откуда получаем значения для Р1 и яр
Р1=±(92֊1)92Л, «1= + (9л-2֊1)9։л֊<

и два варианта для ։ и
р = (9» — 1) 4- дЧп-^ а = — (д'1՜2 — 2) 92я~1

или
р^гл-в, а _ дЗп-6.

Первый вариант отпадает при всех 9 и и, кроме, быть может, 
9=2 и п= 3. В этом случае вычисление проводится непосредственно 
и оно показывает, что и здесь имеет место второй вариант.

Таким образом, мы снова получили, что собственные значения 
матрицы тц отличны от 0.

Из всего сказанного следует, что полугруппа матриц ранга 2 над 
конечным полем имеет полупростую полугрупповую алгебру в поле 
нулевой характеристики и все ее абсолютно неприводимые представ
ления просто связаны с представлениями группы £(2, К).

В частности, полупростота полугрупповой алгебры имеет место 
для полугруппы всех матриц третьего порядка, ибо полугруппа 
Мз\М-2 изоморфна группе £ (3, К) (с присоединением нуля), а полу
группа Мз имеет, в силу результата настоящей работы, полупростую 
алгебру.
Ереванский государственный университет, Поступило 20.IX.1971

Ленинградское отделение
математического института

им. В. А. Стеклова АН СССР

0. Մ. նԴԻԳԱՐՅԱՆ, Դ. Կ. ՖԱԴԴեևՎ. Վերջավոր դաշտի նկատմամբ 2 ոանցի Ս՛ատրից- 
ների կիսաիւմբի կոմպլեքս ներկայացումները (ամփոփում)

Աշխատանքում ուսումնասիրվում է վերջավոր ՕՐքդ,) դաշտի նկատմամբ մատրիցների 
կի սա խմբի կոմպլեքս ներկայացումները։

Ուսումնասիրվող արդյունքները կիրառվում են 2 ռանդի մատրիցների կիսախմբի կիսա. 
խմբային հանրահաշվի կիսապարզությունը ապացուցելու համար։
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B. M. EDIGARIAN, D. K. FADDEEV. Complex representations of the 
semigroup of square matrices of rank 2 over the finite field (summary)

Complex representations of semigroups of square matrices over the finite field 
are investigated. The results are applied to prove that the semigroup algebra for se
migroup of matrices of rank tvzo is somisimple.
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